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前    言 

为适应我国高等教育飞速发展的需要，根据高等教育面向 21 世纪发展与应用型工程本

科的要求，结合卓越工程师教育培养计划对工科学生提出的新要求，我们组织编写了这本

教材。 

本书是 2013 年第 1 版教材的修订版，书中修订了部分疏漏和错误，并增加了详细的

习题解答。 

本书针对使用对象的特点，结合作者多年的教学实践和教学改革的实际经验，强化

了数学在各学科中更广泛的应用。在这本教材的编写过程中，将数学实验、数学软件编

进教材，并关注了以下几方面的问题：一是面向工程实际，构建线性代数的知识体系；

二是结合应用型本科学生的特点，完善线性代数的知识结构；三是针对学生考研的需要，

讲解线性代数的解题方法。 

在人们的传统观念里，学习数学只要书、纸、笔就够了，怎么能像学物理、化学一样

要做实验呢？我们说，计算机技术的引入使代数的计算更快捷，这是线性代数教学体系、

内容和方法改革的一项尝试。本书引入 MATLAB 软件进行了相应内容实验。 

本书主要内容有行列式、矩阵、向量、线性方程组、矩阵的相似与二次型等。参加

本书编写的有黄素珍（第 1 章、第 6 章）、陈万勇（第 2 章）、杨善兵（第 3 章）、韦

俊（第 4 章）、陈丽娟（第 5 章），卞小霞审核了附录部分，陈万勇审阅了全书。在本教材

编写过程中，得到了学校的重视和基金的支持，并得到了电子工业出版社的鼎力相助，在

此一并致谢。 

限于学识与水平，本书的缺点与错误在所难免。恳请专家和读者批评指正。 

 

 

编  者    

2018 年 7 月  
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第 1章  行  列  式 

线性代数是中学代数的继续和提高，而行列式是研究线性代数的基础工具，也是线性

代数的一个重要概念，它广泛应用于数学、工程技术及经济等众多领域． 

本章主要介绍 n阶行列式的定义、性质及其计算方法．此外还要介绍用 n 阶行列式求

解 n元线性方程组的克拉默（Cramer）法则． 

1.1  二阶与三阶行列式 

1.1.1  二元线性方程组与二阶行列式 

用消元法解二元线性方程组 

                                11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,

.

a x a x b

a x a x b

 
  

  (1.1.1)  

为消去未知数 2x ，以 22a 与 12a 分别乘以上列两方程的两端，然后两个方程相减，得 

11 22 12 21 1 1 22 12 2( )a a a a x b a a b   ； 

类似地，消去 1x ，得 

11 22 12 21 2 11 2 1 21( )a a a a x a b b a   ． 

当 11 22 12 21 0a a a a  时，求得方程组 (1.1.1) 的解为 

                      1 22 12 2
1

11 22 12 21

b a a b
x

a a a a





， 11 2 1 21

2
11 22 12 21

a b b a
x

a a a a





． (1.1.2)  

式 (1.1.2) 中的分子、分母都是 4 个数分两对相乘再相减而得．其中分母 11 22 12 21a a a a 是

由方程组 (1.1.1) 中的 4 个系数确定的，把这 4 个数按它们在方程组 (1.1.1) 中的位置，排成

两行两列（横排称为行、竖排称为列）的数表 

                                    11 12

21 22

,
a a

a a
 (1.1.3)  

表达式 11 22 12 21a a a a 称为数表 (1.1.3) 所确定的二阶行列式，并记为 

                                   11 12

21 22

.
a a

a a
 (1.1.4)  
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数 ija ( 1,2; 1,2)i j  称为行列式 (1.1.4) 的元素或元．元素 ija 的第一个下标 i 称为行标，表明

该元素位于第 i 行，第二个下标 j 称为列标，表明该元素位于第 j 列．位于第 i 行第 j 列的

元素称为行列式 (1.1.4) 的 ( , )i j 元． 

上述二阶行列式的定义，可用对角线法则来记忆．参看图 1.1.1，把 11a 到 22a 的实连线

称为主对角线， 12a 到 21a 的虚连线称为副对角线，于是二阶行列式便是主对角线上的两元

素之积减去副对角线上的两元素之积所得的差． 

例 1.1.1  计算二阶行列式
3 1

1 2


． 

解：  3 1
3 2 1 1 7

1 2


      ． 

例 1.1.2  设
21

2
D




 ，问 为何值时 0D  ？ 

解：
2

21
2 (1 2 )

2
D


   


     ，令 0D  ，则 0  或

1

2
  ，故当 0  或

1

2
 

时， 0D  ． 
利用二阶行列式的概念，式 (1.1.2) 中 1x ， 2x 的分子也可写成二阶行列式，即 

1 12
1 22 12 2

2 22

b a
b a a b

b a
  ， 11 1

11 2 1 21
21 2

a b
a b b a

a b
  ． 

若记 

11 12

21 22

a a
D

a a
 , 1 12

1
2 22

b a
D

b a
 , 11 1

2
21 2

a b
D

a b
 , 

那么式 (1.1.2) 可写成 

1 12

2 221
1

11 12

21 22

b a

b aD
x

a aD

a a

  ，

11 1

21 22
2

11 12

21 22

a b

a bD
x

a aD

a a

  ． 

注意，这里的分母 D 是由方程组 (1.1.1) 的系数所确定的二阶行列式（称为系数行列

式）， 1x 的分子 1D 是用常数项 1b ， 2b 替换 D 中 1x 的系数 11a ， 21a 所得的二阶行列式， 2x 的

分子 2D 是用常数项 1b ， 2b 替换 D 中 2x 的系数 12a ， 22a 所得的二阶行列式． 

例 1.1.3  求解二元线性方程组 

1 2

1 2

3 2 12,

2 1.

x x

x x

 
  

 

 

图 1.1.1 
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解：由于 

                        3 2
3 1 2 2 7 0

2 1
D


        ， 

                        1

12 2
12 1 2 1 14

1 1
D


       ， 

                       2

3 12
3 1 12 2 21

2 1
D        ， 

因此                  1
1

14
2

7

D
x

D
   ， 2

2

21
3

7

D
x

D


    ． 

1.1.2  三阶行列式 

类似地，可以定义三阶行列式． 

设有 9 个数排成三行三列的数表 

                                   
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 (1.1.5)  

记 

                     

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

11 23 32 12 21 33 13 22 31 ,

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

 

 (1.1.6)  

     

式 (1.1.6) 称为数表 (1.1.5) 所确定的三阶行列式． 

上述定义表明三阶行列式含 6 项，每项均为不同行不同列的三个元素的乘积再冠以正

负号，其规律遵循如图 1.1.2 所示的对角形法则：图中三条实线可视为平行于主对角线的

连线，三条虚线可视为平行于副对角线的连线，实线上三元素的乘积冠正号，虚线上三元

素的乘积冠负号． 

例 1.1.4  计算三阶行列式 

1 3 2

1 0 3

2 1 5

D   ． 

解：按对角线法则，有 

 

图 1.1.2 
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1 0 5 3 3 2 2 ( 1) 1 2 0 2 3 ( 1) 5 1 3 1

0 18 2 0 15 3 28.

D                    
      

 

例 1.1.5  求解方程 

2

1 1 1

2 3 0

4 9

x

x

 ． 

解：方程左端的三阶行列式 

2 2

2

3 4 18 9 2 12

5 6

D x x x x

x x

     

  
 

由 2 5 6 0x x   ，解得 2x  或 3x  ． 

对角线法则只适用于二阶与三阶行列式，四阶及更高阶行列式可用其他方法来计算． 

1.2  排列及其性质 

在 n阶行列式的定义中，要用到 n级排列的一些性质． 

1.2.1  n级排列的定义 

由自然数1 2 n，， ， ( 1n  )组成的一个无重复有序数组 1 2 ni i i 为一个 n级排列． 

例 1.2.1  由自然数1,2,3可组成几级排列？分别是什么？ 

解：可组成一个三级排列，它们是 123，132，213，231，312，321． 
显然，三级排列共有 3! 6 个，所以 n 级排列的总数为 !n 个． 

在一个 n级排列 1 2 ni i i 中，如果较大数 si 排在较小数 ti 之前，即 s ti i ，则称这一对数 s ti i

构成一个逆序，一个排列中逆序的总数，称为它的逆序数，可表示为 1 2( )nt i i i ． 

例 1.2.2  求 (21534)t . 

解：在五级排列 21534 中，构成逆序数对的有 21,53,54，因此 (21534) 3t  ． 

如果排列 1 2 ni i i 的逆序数为偶数，则称它为偶排列；如果排列的逆序数为奇数，则称

它为奇排列． 
例 1.2.3  讨论排列123 ( 1)n n 和 ( 1) 321n n   的奇偶性． 

解：易见 n 级排列123 ( 1)n n 中没有逆序，所以 (123 ( 1) ) 0t n n  ，这是一个偶排

列，故又称为自然序排列． 
在 n级排列 ( 1) 321n n   中，只有逆序，没有顺序，故有 

1
( ( 1) 321) 0 1 ( 3) ( 2) ( 1) ( 1).

2
t n n n n n n n              
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可以看出，排列 ( 1) 321n n   的奇偶性与 n 的取值有关，从而当 4n k 或 4 1n k  时

这个排列为偶排列，否则为奇排列． 

1.2.2  n级排列的性质 

排列 1 2 ni i i 中，交换任意两数 si 与 ti 的位置，称为对换，记为 ( , )s ti i ．将相邻两个元素

对换，称为相邻对换． 

如 (1,3)(21534) (23514) ． 

一般地，我们有以下结论． 

定理 1  任意一个排列经过一次对换后，改变其奇偶性． 

证：先证相邻对换的情形． 
设排列 1 1l ma a abb b  ，对换 a与b ，变为 1 1l ma a bab b  ．显然， 1, , la a ； 1, , mb b 这

些元素的逆序数经过对换并不改变，而 a与 b 两元素的逆序数改变为：当 a b 时，经对换

后 a的逆序数增加 1 而 b 的逆序数不变；当 a b 时，经对换后 a的逆序数不变而 b 的逆序

数减少 1．所以 1 1l ma a abb b  与 1 1l ma a bab b  的奇偶性不同． 

再证一般对换的情形． 
设排列 1 1 1l m na a ab b bc c   ，把它做m 次相邻对换，变成 1 1 1l m na a abb b c c   ，再做

1m  次相邻对换，变成 1 1 1l m na a bb b ac c   ．总之，经过 2 1m  次相邻对换，排列

1 1 1l m na a ab b bc c   变成排列 1 1 1l m na a bb b ac c   ，所以这两个排列的奇偶性相反． 

推论  奇排列变成自然序排列的对换次数为奇数，偶排列变成自然序排列的对换次

数为偶数． 

证：由定理 1 知对换的次数就是排列奇偶性的变化次数，而自然序排列是偶排列（逆

序数为 0），因此知推论成立． 
定理 2  在全部 n 级排列 ( 2)n≥ 中，奇偶排列各占一半． 

证： n级排列的总数为 !n 个，设奇排列数为 t ，偶排列数为 s，则有 !t s n  ． 

若将 t 个奇排列中数和相邻数对调一下，即变成了偶排列，那么就有 s t≥ ，同样的做

法就有 t s≥ ，所以 t s ，即奇偶排列各占一半． 

1.3  n阶行列式的定义 

为了给出 n 阶行列式的定义，先来研究三阶行列式的结构．三阶行列式定义为 

                  

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

11 23 32 12 21 33 13 22 31 .

a a a

a a a a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

 

 (1.3.1)  
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容易看出： 
（i）式 (1.3.1) 等号右端的每一项恰是三个元素的乘积，这三个元素位于不同的行、不

同的列．因此式 (1.3.1) 等号右端任一项除正负号外可以写成
1 2 31 2 3p p pa a a ． 这里第一个下标

（行标）排成标准次序 123，而第二个下标（列标）排成 1 2 3p p p ，它是 1、2、3 三个数的某

个排列．这样的排列共有 6 种，对应式 (1.3.1) 等号右端共含 6 项． 

（ii）各项的正负号与列标的排列对照： 

带正号的三项列标排列是：123,231,312； 

带负号的三项列标排列是：132,213,321． 

经计算可知前三个排列都是偶排列，而后三个排列都是奇排列．因此各项所带的正负

号可以表示为 ( 1)t ，其中 t 为列标排列的逆序数． 

总之，三阶行列式可以写成 

 
1 2 3

1 2 3

11 12 13

21 22 23 1 2 3

31 32 33

1
t

p p p
p p p

a a a

a a a a a a

a a a

   

式中， t 为 1 2 3p p p 的逆序数，表示对 1，2，3 三个数的所有排列 1 2 3p p p 取和． 

仿此，可以把行列式推广到一般情形． 

1.3.1  n阶行列式的定义 

定义 1  设有 2n 个数，排成 n行 n列的数表 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a




   


 

作出表中位于不同行不同列的 n个数的乘积，并冠以符号 ( 1)t ，得到形如 

                                
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a   (1.3.2)  

的项，其中 1 2 np p p 为自然数1,2, ,n 的一个排列， t 为这个排列的逆序数．由于这样的

排列共有 !n 个，因而形如式 (1.3.2) 的项共有 !n 项．所以这 !n 项的代数和 

1 2

1 2

1 2( 1)
n

n

t
p p np

p p p

a a a


  

称为 n阶行列式，记为 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a
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简记为 det( )ija ，其中数 ija 为行列式 D 的 ( , )i j 元． 

按此定义的二阶、三阶行列式，与 1.1 节中用对角线法则定义的二阶、三阶行列式，

显然是一致的．当 1n  时，一阶行列式 a a ，注意不要与绝对值记号相混淆． 

从上面的分析及定义，可得到 n阶行列式的另一种定义形式． 

定义 2  
1 2

1 2

1 2( 1)
n

n

t
j j j n

j j j

D a a a 


 ，即把列标排列写成标准排列， 1 2 nj j j 为行标的

一个 n 级排列． 

由此，得到行列式更加一般的定义形式． 

定义 3     1 2 1 2

1 1 2 2
( 1) n n

n n

t j j j t p p p
j p j p j pD a a a     ，其中 1 2 nj j j 为行标的一个 n 级排

列， 1 2 np p p 为列标的一个 n 级排列． 

例 1.3.1  四阶行列式

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a
D

a a a a

a a a a

 共有多少项？乘积 12 24 32 41a a a a 是 D 中的

项吗？ 
解：共有 4! 24 项．乘积 12 24 32 41a a a a 不是 D 中的项，因为其中两个元素 12a ， 32a 均取

自第二列． 

例 1.3.2  已知

1 1 2

1 1 1

3 2 1

1 1 2 1

x

x
D

x

x


 ，求 3x 的系数． 

解：由行列式的定义，展开式的一般项为 1 2 3 4

1 2 3 4

( )
1 2 3 4( 1)t p p p p

p p p pa a a a ，要出现 3x 的项，

iipa 需三项取到 x ．显然行列式中含 3x 的项仅有两项，它们是 (1234)
11 22 33 44( 1)t a a a a 及

(1243)
11 22 34 43( 1)t a a a a ．即 31x x x x    及 3( 1) 1 2 2x x x x       ，故 3x 的系数为1 ( 2) 1    ． 

1.3.2  特殊行列式 

下面利用行列式的定义来计算几种特殊的 n阶行列式． 

1．对角行列式 

称

11

22

0 0

0 0

0 0 nn

a

a
D

a






   


为对角行列式．根据行列式的定义得 
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11

22
11 22

0 0

0 0

0 0

nn

nn

a

a
D a a a

a

 





   



． 

2．上三角形行列式 

称

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
D

a






   


为上三角形行列式．根据行列式的定义得 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a
D

a






   


11 22 nna a a  ． 

3．下三角形行列式 

称

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

a

a a
D

a a a






   


为下三角形行列式．根据行列式的定义得 

11

21 22

1 2

0 0

0

n n nn

a

a a
D

a a a






   


11 22 nna a a  ． 

4．副对角形行列式 

称
 

1

2 1

1

0 0

0 0

0 0

n

n

n

a

a
D

a






   


为副对角形行列式．根据行列式的定义得 

 

1

2 1

1

0 0

0 0

0 0

n

n

n

a

a
D

a






   


( 1)

2
1 2( 1) 1( 1)

n n

n n na a a


   ． 
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1.4  行列式的性质 

当行列式的阶数较高时，利用定义计算行列式相当麻烦，为了简化行列式的计算，需

要研究行列式的一些性质． 

1.4.1  行列式的性质 

性质 1  将行列式的行、列互换，行列式的值不变．即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






   


，

11 21 1

12 22 2T

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






   


 

则 TD D ．行列式 TD 称为 D 的转置行列式． 

由此性质可知，行列式中行与列的地位是对称的，也就是说，凡是行列式对行成立的

性质，对列也是成立的． 

性质 2  互换行列式的两行（列），行列式的值仅改变符号．即 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a


   


   


   



11 12 1

1 2

1 2

1 2

.
i j

n

j j jnr r

i i in

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a






   


   


   



 

以 ir 表示行列式的第 i 行， 以 ic 表示行列式的第 i 列．交换 i , j 两行记为 i jr r ， 交

换 i , j 两列记为 i jc c ． 

推论 1  如果行列式有两行（列）完全相同，则此行列式等于零． 

性质 3  以数 k 乘以行列式的某一行（列）中的所有元素，就等于用 k 乘此行列式．即 

11 12 1

1 2

1 2

n

i i in

n n nn

a a a

ka ka ka

a a a


   


   



11 12 1

1 2

1 2

n

i i in

n n nn

a a a

k a a a

a a a




   


   



． 

第 i 行（列）乘以 k ，记为 ir k （ ic k ）． 
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由性质 3 可得下面的推论． 

推论 2  行列式一行（列）的所有元素的公因子可以提取到行列式的外面． 

推论 3  如果行列式中有一行（列）的元素全为零，则此行列式值为零． 

性质 4  如果行列式中有两行（列）的对应元素成比例，则此行列式值为零． 

性质 5  如果行列式的某一行（列）的所有元素都是两个数的和，则此行列式等于两

行列式之和．即 

11 12 1

1 1 2 2

1 2

n

i i i i in in

n n nn

a a a

a b a b a b

a a a

  


   


   



11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a b b b

a a a a a a

 

 
       

 
       

 

． 

性质 6  把行列式的某一行（列）的各元素乘以同一常数后加到另一行（列）对应的

元素上去，行列式的值不变． 

例如，以数 k 乘第 i 行加到第 j 行上，当 i j 时，有 

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a


   


   


   



11 12 1

1 2

1 1 2 2

1 2

j j

n

i i inr k

j i j i jn in

n n nn

a a a

a a a

a ka a ka a ka

a a a




  


   


   


   



． 

以数 k 乘第 i 行（列）加到第 j 行（列）上记为 j ir kr （ j ic kc ）． 

以上诸性质请读者证明之． 

1.4.2  利用行列式的性质计算行列式 

性质 2、性质 3、性质 6 介绍了行列式关于行和关于列的三种运算，即 i jr r↔ 、 ir k 、

j ir kr 和 i jc c↔ 、 ic k 、 j ic kc ，利用这些运算可简化行列式的计算，特别是利用运算

j ir kr （或 j ic kc ）可以把行列式中许多元素化为零．计算行列式常用的一种方法就是利

用 j ir kr （或 j ic kc ）把行列式化为上三角形行列式，从而算得行列式的值． 

例 1.4.1  计算

1 5 3 3

2 0 1 1

3 1 1 2

4 1 3 1

D

 







． 
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解：

2 1

3 1

4 1

2
3

4

1 5 3 3

0 10 5 5

0 16 10 11

0 21 9 11

r r
r r

r r
D






 






1 5 3 3

0 2 1 1
5

0 0 2 3

0 1 1 1

 





2 4

1 5 3 3

0 1 1 1
( 5)

0 0 2 3

0 2 1 1

r r

 

 



 

      
4 22

1 5 3 3

0 1 1 1
( 5)

0 0 2 3

0 0 3 1

r r

 

 

 

4 3

3

2

1 5 3 3

0 1 1 1
( 5) 0 0 2 3

11
0 0 0

2

r r

 

  



55  ． 

例 1.4.2  计算 n

x a a

a x a
D

a a x






   


． 

解：
1 2( )

1 1 1

[ ( 1) ]
nr r r

n

a x a
D x n a

a a x

  

  





   


 

       

2 1

1

1 1 1

0 0
[ ( 1) ]

0 0

n

r ar

r ar

x a
x n a

x a






  








   


 

       
1[ ( 1) ]( )nx n a x a     ． 

例 1.4.3  计算

1 2 3

2 1 0 0

3 0 1 0

0 0 1

n

n

D

n







    


． 

解：
1

2 2 2

2 2 2

1,2, ,

1 (2 3 ) 2 3

0 1 0 0

1 (2 3 )0 0 1 0

0 0 0 1

jc jc

n
j n

n n

D n




   

     


 



    



． 
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例 1.4.4  求证： 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

a b b c c a a b c

a b b c c a a b c

a b b c c a a b c

  
   
  

． 

证： 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a b c c a b b c c a

a b c c a b b c c a

a b c c a b b c c a

   
     

   
左式  

        1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

a b c c b c c a

a b c c b c c a

a b c c b c c a

 
   

 
 

        1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

a b c b c a

a b c b c a

a b c b c a

   

        1 1 1

2 2 2

2

a b c

a b c

a b c

  

        右式． 

例 1.4.5  证明

11 1

1

11 1

1

0 0

0 0

m

m mm

n

n nn

a a

a a
D

b b

b b


 

 

 
     

 
 

     
 

11 1

1

m

m mm

a a

a a




  


11 1

1

n

n nn

b b

b b


  


． 

证：
11 1 1

1 1

1

m

m

m mm m

a a p

D p p

a a p

  



     

 

行倍加

 

    
11 1 1

2 1

1

n

n

n nn n

b b q

D q q

b b q

  



     

 

列倍加

 

    

1

1 1 1 2
1

0 0

0 0
( )( )

m
m

m n
n

n

p

p
D p p q q D D

q

q


  

 

  


    
 

 


    
 

前 行“行倍加”

后 列“列倍加”
． 
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1.5  行列式按行（列）展开 

上节介绍了利用行列式的性质来简化行列式的计算，本节将考虑如何把高阶行列式化

为低阶行列式，由于二阶、三阶行列式可以直接计算，故这也是求行列式的有效途径．在

这里我们先引进余子式和代数余子式的概念． 

1.5.1  余子式和代数余子式 

在 n阶行列式中，将元素 ija 所在的第 i 行和第 j 列上的元素划去，其余元素按照原来

的相对位置构成的 1n  阶行列式，称为元素 ija 的余子式，记为 ijM ．记 ( 1)i j
ij ijA M  ，称

ijA 为元素 ija 的代数余子式． 

例 1.5.1  求行列式

1 0 1 3

0 1 2 4

3 5 0 0

2 0 0 1

D






中元素 12 34 44, ,a a a 的余子式和代数余子式． 

解： 12

0 2 4

3 0 0 6

2 0 1

M    ; 1 2
12 12( 1) 6A M    ． 

    34

1 0 1

0 1 2 2

2 0 0

M


  ; 3 4

34 34( 1) 2A M    ． 

    44

1 0 1

0 1 2 13

3 5 0

M


  


; 4 4
44 44( 1) 13A M    ． 

1.5.2  行列式展开定理 

引理  在 n阶行列式 D 中，如果第 i 行元素仅 0ija  ，其余的都为零，则这个行列式等

于 ija 与它的代数余子式的乘积．即 

ij ijD a A ． 

证：先证 ( , ) (1,1)i j  的情形，此时

11

21 22 2

1 2

0 0

n

n n nn

a

a a a
D

a a a






   


，这是例 1.4.5 中当 1m  时的

特殊情形，按例 1.4.5 的结论，即有 
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11 11.D a M  

又 1 1
11 11 11( 1)A M M   ，从而 11 11.D a A  

再证一般情形，此时 

11 1 1

1

0 0

 
    
 

    
 

j n

ij

n nj nn

a a a

aD

a a a

 

为了利用前面的结果，把 D 的行列做如下调换：把 D 的第 i 行依次与第 1i  行、第 2i 
行……第1行对调，这样数 ija 就调到了第 1 行第 j 列，调换的次数为 1i  ．再把第 j 列依次

与第 1j  列、第 2j  列……第 1 列对调，这样数 ija 就调到了第 1 行第 1 列，调换的次数

为 1j  ．总之，经过 2i j  次调换，把 ija 就调到了第 1 行第 1 列，所得到的行列式

2
1 ( 1) ( 1)i j i jD D D      ，而 1D 中 (1,1) 元的余子式就是 D 中 ( , )i j 元的余子式 ijM ． 

由于 1D 中 (1,1) 元为 ija ，第 1 行其余元素都为零，利用前面的结果，有 1 ij ijD a M ，于

是 1( 1) ( 1) .i j i j
ij ij ij ijD D a M a A       

定理 1.5.1  行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之

和，即 

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A        ( 1,2, , )i n   

或 1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A        ( 1,2, , )j n   

证：

11 12 1

1 2

1 2

0 0 0 0 0 0

n

i i in

n n nn

a a a

D a a a

a a a

         


   
   
   



 

      

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2

1 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

n n n

i i in

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

  
           

   
           

  

 

根据引理，即得 
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1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A      ( 1,2, , )i n  ． 

类似地，若按列证明，可得 

1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A     ( 1,2, , )j n  ． 

这个定理叫做行列式按行（列）展开法则．利用这一法则并结合行列式的性质，可以

简化行列式的计算． 

例 1.5.2  用展开法则再来计算例 1.4.1 的 

1 5 3 3

2 0 1 1

3 1 1 2

4 1 3 1

D

 







． 

解：保留 32a ，把第 2 列其余元素变为零，然后按第 2 列展开： 

1 3

4 3

5

16 0 2 7

2 0 1 1

3 1 1 2

1 0 4 3

r r

r r
D













2
3 2

16 2 7

( 1) 2 1 1

1 4 3




  



按第 列展开

 

                    

1 2

3 2

2 2
2 2

4

20 0 5
20 5

( 1) 2 1 1 ( 1)( 1) 55
7 1

7 0 1

r r

r r





       




按第 列展开

 

例 1.5.3  计算 2n

a b

a b

a b
D

c d

c d

c d



 

 

←

． 

解：将 2nD 按第 1 行展开，则 

         
2( 1)1 1

2

(2 1)

0

( 1)
0

0 0

n
n

n

D
D a

d





 




2( 1)1 2

(2 1)

0

( 1)
0

0 0

nn

n

D
b

c
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            (2 1) (2 1) (2 1) 1
2( 1) 2( 1)( 1) ( 1)( 1)n n n

n nad D bc D    
         

            1
2( 1) 2( ) ( )n

nad bc D ad bc D
      

而 2

a b
D ad bc

c d
   ，故 2 ( )n

nD ad bc  ． 

例 1.5.4  计算

1 1

1 2 2

1 0 3 3

1 0 0 1 1

1 0 0 0

nD

n n

n



 
    


 ←

． 

解：将 nD 按第 n行展开，则 

1
1

( 1) 1 1
2

1
2

4 1
2

( 1) ( 1)!

( 1) ( 1) ( 1 1)! ( 1) ( 1)!

! !
( 1) ( 1) ( 1)

1

! ! !
( 1) 3 ( 1) ( 1) ( 1)

3 1

n
n n

n n
n

n n
n

n n

D nD n

n n D n n

n n
n n D

n n

n n n
n n D

n n




  







   

          

     




         




 

 

而 2 3
2

1 1
2 1 ( 1) 2 ( 1) 1

1 2
D          ，故 

2 3 4 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( !)

1 2 3

n

nD n
n

    
     

 
 ． 

例 1.5.5  证明范德蒙德（vandermonde）行列式  

                   
1 2 1
2 2 2 2
1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

n n

n n n

n n n n
n n

x x x x

D x x x x

x x x x





   








    


1

( )i j
j i n

x x


 
≤ ≤

． (1.5.1) 

其中记号“”表示全体同类因子的乘积． 

证：用数学归纳法．因为 
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2 2 1
1 2

1 1
D x x

x x
  

1 2

( )i j
j i

x x


 
≤ ≤

 

所以当 2n  时式(1.5.1)成立．现在假设式(1.5.1)对于 1n  阶范德蒙德行列式成立，要证

式(1.5.1)对 n阶范德蒙德行列式也成立． 
为此，设法把 nD 降阶：从第 n行开始，后行减去前行的 nx 倍，有 

1
1 2 1

1 1 2 2 1 1
, ,2

2 2 2
1 1 2 2 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

i n i
n n n nr x r

n n n n n n
i n

n n n
n n n n n

x x x x x x

D x x x x x x x x x

x x x x x x x x x


 

 

  
 

  
   

  







    


 

按第 n列展开，并把每列的公因子 ( )i nx x 提出，就有 

1 2 1
1 2 1

2 2 2
1 2 1

1 1 1

( )( ) ( ) n
n n n n n n

n n n
n

x x x
D x x x x x x

x x x


 

  


   





   



 

上式右端的行列式是 1n  阶范德蒙德行列式，按归纳法假设，它等于所有 ( )i jx x 因子的

乘积，其中 2 1j i n ≤ ≤ ．故 

1 2 1
1 1

1

( )( ) ( ) ( )

( )

n n n n n n i j
j i n

i j
j i n

D x x x x x x x x

x x

 
 



    

 






≤ ≤

≤ ≤

 

例 1.5.3、例 1.5.4、例 1.5.5 都是计算 n阶行列式．计算 n阶行列式，常要使用数学归

纳法，不过在比较简单的情形，可省略归纳法的叙述格式，但归纳法的主要步骤是不可省

略的．主要步骤是：导出递推公式（例 1.5.3 中导出  2 2 1( )n nD ad bc D   ）及检验 1n  时

结论成立（例 1.5.3 中 后用到 2D ad bc  ）． 

由定理 1.5.1，还可得下述重要推论． 

推论  行列式某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和

等于零．即 

1 1 2 2 0,    i j i j in jna A a A a A i j  

                     或 1 1 2 2 0,    i j i j ni nja A a A a A i j ， 

证：把行列式按第 j 行展开，有 
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1 1 2 2j j j j jn jna A a A a A  

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

j j jn

n n nn

a a a

a a a

a a a

a a a




   


   


   



 

在上式中把 jka 换成 ika ( 1, , )k n  ，可得 

1 1 2 2i j i j in jna A a A a A  

11 12 1

1 2

1 2

1 2

n

i i in

i i in

n n nn

a a a

a a a i

a a a j

a a a




   


   


   



←第 行

←第 行

 

当 i j 时，上式右端行列式中有两行对应元素相同，故行列式等于零，即得 

1 1 2 2 0 ( )i j i j in jna A a A a A i j      

上述证法如按列进行，即可得 

1 1 2 2 0 ( ).i j i j ni nja A a A a A i j      

结合定理 1.5.1 及其推论，可得代数余子式的重要性质： 

1 1 2 2

( )

0 ( )i j i j in jn

D i j
a A a A a A

i j


     

  

                    或 1 1 2 2

( )

0 ( )i j i j ni nj

D i j
a A a A a A

i j


     

  

仿照上述推论证明中所用的方法，在行列式 det( )ija 按第 i 行展开的展开式 

1 1 2 2det( )ij i i i i in ina a A a A a A     

中，用 1 2, , , nb b b 依次代替 1 2, , ,i i ina a a ，可得 

                    

11 12 1

1,1 1,2 1,

1 2

1,1 1,2 1,

1 2

n

i i i n

n

i i i n

n n nn

a a a

a a a

b b b

a a a

a a a

  

  


   





   


1 1 2 2i i n inb A b A b A    ． (1.5.2)  
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其实，把式 (1.5.2) 左端行列式按第 i 行展开，注意到它的 ( , )i j 元的代数余子式等于 det( )ija

中 ( , )i j 元的代数余子式 ( 1,2, , )ijA j n  ，也可知式 (1.5.2) 成立． 

类似地，用 1 2, , , nb b b 代替 det( )ija 中第 j 列，可得 

             
11 1, 1 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

j j n

n n j n n j nn

a a b a a

a a b a a

 

 

 
      

 
1 1 2 2j j n n jb A b A b A    ． (1.5.3)  

例 1.5.6  

1 2 3 4

2 4 3 1

4 1 3 2

1 4 3 2

D  , 求 11 21 31 41A A A A   ． 

解：按式 (1.5.3) 可知 11 21 31 41A A A A   等于用1,1,1,1代替D 的第 1 列所得的行列式，即 

11 21 31 41A A A A  

1 2 3 4

1 4 3 1
0

1 1 3 2

1 4 3 2

  （第 1 列与第 3 列元素对应成比例）． 

1.6  克拉默法则 

1.6.1  线性方程组的基本概念 

从实际问题导出的线性方程组通常含有很多个未知数和很多个方程，它的一般形式为 

                          

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (1.6.1)  

其中 1 2, , , nx x x 是未知数， ija ( 1,2, , ; 1,2, , )i m j n   是未知数的系数， 1 2, , , mb b b 叫作

常数项，这里m 与 n不一定相等． 
线性方程组 (1.6.1) 的解是指这样的一组数 1 2, , , nk k k ，当用它们依次替换方程组 (1.6.1)

中的未知数 1 2, , , nx x x 时，方程组中的每个方程都成立． 

如果 1 2 0mb b b    ，则式 (1.6.1) 叫做齐次线性方程组；如果 1 2, , , mb b b 不全为零，

则式 (1.6.1) 叫作非齐次线性方程组． 

对于齐次线性方程组 
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    






 (1.6.2)  

1 2 0nx x x    一定是它的解，这个解叫作齐次线性方程组 (1.6.2) 的零解．如果一组不

全为零的数是 (1.6.2) 的解，则它叫作齐次线性方程组 (1.6.2) 的非零解．齐次线性方程组一

定有零解，但不一定有非零解． 

1.6.2  克拉默法则 

当m n 时，方程组 (1.6.1) 变成 

                          

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (1.6.3)  

此时由于未知数个数与方程个数相等，与 1.1.1 节中二、三元线性方程组相类似，它的解

可以用 n阶行列式表示．即有如下定理． 
定理 1.6.1（克拉默法则）  如果线性方程组 (1.6.2) 的系数行列式不等于零，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

 




   


 

那么，方程组 (1.6.3) 有唯一解 

                           ( 1,2, , )j
j

D
x j n

D
    (1.6.4)  

其中 ( 1,2, , )jD j n  是把系数行列式 D 中第 j 列元素用方程组右端的常数项代替后所得到

的 n阶行列式，即 

11 1, 1 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

j j n

j

n n j n n j nn

a a b a a

D

a a b a a

 

 


 

      
 

． 

注意，这里的 jD 有展开式 (1.5.3) ． 

例 1.6.1  求解线性方程组 
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1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

1 2 3 4

2 2

2 4 4

3 2 1

2 2 4

x x x x

x x x

x x x

x x x x

   
   
    
     

． 

解：系数行列式 

 

 

1 3

2 3

1 3

3

2

3 3 3

1 2

1 1 1 2 2 3 1 2

2 0 1 4 5 2 1 4

3 2 1 0 0 0 1 0

1 2 1 2 2 4 1 2

2 3 2

1 5 2 4

2 4 2

0 1 0
5 4

5 2 4 1 2 0
2 2

2 4 2

c c

c c

r r

D









    
 

 

  

  
 

     

按第 行展开

 

所以方程组有唯一解，而 

1

2 1 1 2

4 0 1 4
2

1 2 1 0

4 2 1 2

D

 


  

 

， 2

1 2 1 2

2 4 1 4
4

3 1 1 0

1 4 1 2

D




 


  

 

3

1 1 2 2

2 0 4 4
0

3 2 1 0

1 2 4 2

D

 

 


 

， 4

1 1 1 2

2 0 1 4
1

3 2 1 1

1 2 1 4

D




  


  

 

于是得 1 1x  , 2 2x   , 3 0x  , 4

1

2
x  ． 

定理 1.6.1 的逆否定理如下． 
定理 1.6.2  如果线性方程组 (1.6.3) 无解或有无穷多解，则它的系数行列式必为零． 

当线性方程组 (1.6.3) 的系数行列式为零的时候，会出现两种情况：一是无解；二是无

穷多解．这两种情况将在第 3 章进行详细讨论． 

对于含有 n个未知数 n个方程的齐次线性方程组 
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11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    






 (1.6.5)  

由定理 1.6.1，可得如下定理． 
定理 1.6.3  如果齐次线性方程组 (1.6.4) 的系数行列式 0D  , 则齐次方程组只有零解． 

定理 1.6.4  如果齐次方程组有非零解，则它的系数行列式必为零． 

定理 1.6.3 和定理 1.6.4 说明系数行列式 0D  是齐次线性方程组有非零解的必要条

件．在第 3 章还将证明这个条件也是充分的． 

例 1.6.2  判断方程组 

1 2 3 4

1 2 4

2 3

1 2 3 4

2 5 0

3 6 0

2 0

4 7 6 0

x x x x

x x x

x x

x x x x

   
   
  
    

有无非零解. 

解：由于系数行列式 

2 32

2 1 5 1 2 9 5 1

1 3 0 6 1 3 0 6

0 2 1 0 0 0 1 0

1 4 7 6 1 10 7 6

c c

D


  
   

 
 
  

 

                        
3 3 3

2 9 1

1 1 1 3 6

1 10 6




    


按第 行展开

 

                      

 

2 3

1 32

1 3 3

0 11 11

0 7 12

1 10 6

11 11
1 55 0

7 12

r r

r r








 




    



按第 列展开

 

所以方程组只有零解． 

例 1.6.3  已知 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x






  
   
   

 有非零解，求． 

解：因为方程组的系数行列式为 

2

1 1

1 1 ( 2)( 1) 0

1 1

D
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由定理 1.6.4 知，它的系数行列式 0D  ，即 2( 2)( 1) 0    ，故 1  或 2   ． 

习  题  1 

11 利用对角线法则计算下列三阶行列式． 

（1）

2 0 1

1 4 1

1 8 3

 


                （2）

a b c

b c a

c a b

  

（3）
2 2 2

1 1 1

a b c

a b c

              （4）

x y x y

y x y x

x y x y





． 

1.2 按自然数从小到大为标准次序，求下列各排列的逆序数． 

（1）1 2 3 4               （2）4 1 3 2  

（3）3 4 2 1               （4）2 4 1 3  

（5）1 3 … (2n1) 2 4 … (2n)  

（6）1 3 … (2n1) (2n) (2n2) … 2． 

1.3 写出四阶行列式中含有因子 a11a23的项． 

1.4 计算下列各行列式． 

（1）

4 1 2 4

1 2 0 2

10 5 2 0

0 1 1 7

         （2）

2 1 4 1

3 1 2 1

1 2 3 2

5 0 6 2


  

（3）

ab ac ae

bd cd de

bf cf ef





           （4）

1 0 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1

a

b

c

d






． 

1.5 证明： 

（1）

2 2

32 2 ( ) ;

1 1 1

a ab b

a a b b a b    

（2） 3 3( )

ax by ay bz az bx x y z

ay bz az bx ax by a b y z x

az bx ax by ay bz z x y

  
    
  

; 
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（3）

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)
0

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

  
  


  
  

; 

（4） 2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1

( )( )( )( )( )( )( );
a b c d

a b a c a d b c b d c d a b c d
a b c d

a b c d

           

（5） 1
1 1

1 2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

.

0 0 0 1

  

n n
n n

n n n

x

x

x a x a x a

x

a a a a x a




 




    


   




      


 

1.6 设 n 阶行列式D  det(aij)，把D 上下翻转，逆时针旋转 90，依副对角线翻转 依次得 

1

1

11 1

n nn

n

a a

D

a a




  


  
1

2

11 1

n nn

n

a a

D

a a




  


  
1

3

1 11

nn n

n

a a

D

a a




  


 

证明
( 1)

2
1 2 3 2( 1) , .

n n

D D D D D


     

1.7 计算下列各行列式（Dk为 k 阶行列式）． 

（1）

1

1
n

a

D

a

  ，其中对角线上元素都是 a 未写出的元素都是 0；  

（2） n

x a a

a x a
D

a a x






   


; 

（3）

1 1 1

1

( 1) ( )

( 1) ( )

1

1 1   1

n n n

n n n

n

a a a n

a a a n

D

a a a n

  



 
 



 
  




   


; 

提示：利用范德蒙德行列式的结果． 
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（4） 1 1
2

1 1

    

    

n n

n

n n

a b

a b
D

c d

c d

   



   

，其中未写出的元素都是 0； 

（5） det( )ijD a ，其中 ija i j  ； 

（6）

1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

a

a
D

a











   


，其中 1 2 0na a a  ． 

1.8 用克拉默法则解下列方程组： 

（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 4 2

2 3 5 2

3 2 11 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
    

     

（2）

1 2

1 2 3

2 3 4

3 4 5

4 5

5 6 1

5 6 0

5 6 0

5 6 0

5 1

x x

x x x

x x x

x x x

x x

 
      
   
  

  

1.9 问   取何值时，如下齐次线性方程组有非零解？ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

2 0

x x x

x x x

x x x





  
   
   

 

1.10 问  取何值时，如下齐次线性方程组有非零解？ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0

2 (3 ) 0

(1 ) 0

x x x

x x x

x x x






   
    
    

 

 



 

 

第 2章  矩阵及其运算 

矩阵是线性代数中最重要的概念之一，很多数量关系有时都可用矩阵来描述，如学生

的成绩统计表、车站的发车时刻表等表格以矩阵为表达形式非常清晰直观．矩阵在本课程

中也是研究线性方程组的求解与线性变换的一个重要工具． 

本章主要介绍矩阵的运算与逆、分块法、初等变换、初等矩阵以及秩． 

2.1  矩阵的概念 

二元线性方程组 

                                11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b

a x a x b

 
  

 (2.1.1)  

中的系数 ija ( , 1,2i j  )， jb ( 1,2j  )按原有的位置组成的数表为 

11 12 1

21 22 2

 
 
 

a a b

a a b
 

该数表与方程组(2.1.1)中的系数是一一对应的．从而在本课程中以后解线性方程组时

一般只在表中进行运算． 
定义 2.1.1  由m n 个数 ija ( 1,2, , ; 1,2, ,i m j n   )所排成的m 行 n列的数表 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a




   


 

称为m 行 n列矩阵，简称m n 矩阵．记为 m nA 或 A，即 

A =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


 

其中元素 ija 称为矩阵 A 的( ,i j )元． 
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一个行数与列数都为 n的矩阵称为方阵，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


 

也称为 n阶矩阵． 

元素全为零的矩阵称为零矩阵，记为 0 ．例如， 

2 20 = 
0 0

0 0

 
 
 

，  3 40 =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
  

． 

元素仅一行的矩阵称为行矩阵；元素仅一列的矩阵称为列矩阵． 

在矩阵 A 中各个元素前面都添加一个负号得到的矩阵称为 A 的负矩阵，记为 A ． 

主对角线上元素全为 1，其他元素全为 0 的方阵称为单位矩阵，记为 E（或 I）． n阶

单位阵为 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 




   


E ． 

定义 2.1.2  两个矩阵只有在它们的行、列数分别相等，且对应的元素都相等时，才称

为相等． 

2.2  矩阵的运算 

2.2.1  矩阵的加（减）法 

定义 2.2.1  设 

A =

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

s s sk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


，        B =

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

s s sk

b b b

b b b

b b b

 
 
 
 
 
 




   


 

是两个 s k 阶矩阵，则 s k 阶矩阵 
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C =

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

k k

k k

s s s s sk sk

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
 

   




   


 

称为 A 与 B 的和，记为 C = A + B． 

例 2.2.1  

3 2 1 1

1 1 2 2

3 1 2 4

2 3 4 3

 
  
 
 
 

+

1 1 4 5

2 1 3 2

0 5 4 2

1 0 3 2

 
  
 
 
 

 

       =

3 1 2 ( 1) ( 1) 4 1 5

1 2 ( 1) ( 1) 2 3 2 2

3 0 1 5 ( 2) 4 4 ( 2)

2 ( 1) 3 0 4 3 3 2

      
       
      
 
     

=

4 1 3 6

3 2 5 4

3 6 2 2

1 3 7 5

 
  
 
 
 

． 

注意到两个矩阵的行数与列数分别相等时才能进行加法运算． 

同样，对于矩阵的减法 A B ，也要求两个矩阵的行数与列数分别相等才能进行，且 

A B =

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

k k

k k

s s s s sk sk

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
 

   




   


． 

2.2.2  数与矩阵的乘法 

定义 2.2.2  设 A =

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

s s sk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


，为任意数，则称矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

s s sk

c c c

c c c

c c c



 
 
  
 
 
 

C A




   


 

为数 与矩阵 A 的数乘，其中 ( 1,2, , ; 1,2, , )ij ijc a i s j k    ． 

2.2.3  矩阵的乘法 

在本节中，我们将变换 
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1 1 2

2 1 2

3 5

2 4

z y y

z y y

 
  

， 1 1 2

2 1 2

2 3

4 6

y x x

y x x

 
  

， 1 1 2

2 1 2

26 21

12 30

z x x

z x x

 
   

 

写成矩阵表示形式 

1 1

2 2

3 5

2 4

z y

z y

    
    
    

，  1 1

2 2

2 3

4 6

y x

y x

    
    
    

，  1 1

2 2

26 21

12 30

z x

z x

    
         

． 

将上式简写为 Z AY ， Y BX ，则 Z CX ．其中 C AB 就是我们这一节所讲的矩

阵的乘法． 

例如，设有三名学生，他们某门课程的平时、期中、期末成绩如下所示： 

                      

1    100 50 20

2    50 20 100

3    20 100 50

 
 
 
  





平时 期中期末

同学

同学

同学

． 

按照平时 20%、期中 30%、期末 50%，他们的平均成绩分别为 45、66 和 59． 

可以将上面的平均成绩与分值权重也写成矩阵，用矩阵的乘法表示为 

100 50 20

50 20 100

20 100 50

 
 
 
  

0.2

0.3

0.5

 
 
 
  

=

45     1

66     2

59     3

 
 
 
  





同学

同学

同学

． 

定义 2.2.3  设 A 是一个 m k 阶矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

m m mk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


，B 是一个 k n 阶矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

k k kn

b b b

b b b

b b b

 
 
 
 
 
 




   


，则称 C 是一个 m n 阶矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

c c c

c c c

c c c

 
 
 
 
 
 




   


，其中 1 1ij i jc a b   

2 2i j ik kja b a b  ( 1,2, , ; 1,2, ,i m j n   )为 A 与 B 的乘积，记为 C = AB． 

例 2.2.2  设二阶矩阵 

A =
1 2

3 6

 
 
 

，   B =
2 4

1 2

 
   

 

求 AB 与 BA. 

解：    AB =
1 2

3 6

 
 
 

2 4

1 2

 
   

=
0 0

0 0

 
 
 

，BA =
2 4

1 2

 
   

1 2

3 6

 
 
 

=
14 28

7 14

 
   

． 
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从上例可以看出，矩阵的乘法一般不满足交换律，而当两个矩阵都为非零矩阵时，它

们的乘积有可能是零矩阵． 

设 A 为方阵，规定 

0 , ,
k

k  A E A A A A


 k 为自然数 

kA 称为 A 的 k 次幂． 

方阵的幂满足运算规律： 

（1） ( , )m n m n m n 为非负整数A A A ； 

（2） ( )m n mnA A ． 

一般地， ( )m m mAB A B （m 为自然数）．只有 AB = BA 时， ( ) m m mAB A B ． 

2.2.4  矩阵的转置 

定义 2.2.4  把一个m k 阶矩阵 A =

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

m m mk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


的行与列互换得到的 k m 阶

矩阵称为 A 的转置矩阵，记为 TA ．即 

TA =

11 21 1

12 22 2

1 2

m

m

k k mk

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


． 

例 2.2.3  设 A =

2 1 0

1 2 2

2 3 1

 
  
  

，B =

4 2

2 0

1 1

 
 
 
  

，求 T( )AB 与 T TB A ． 

解：AB =

2 1 0

1 2 2

2 3 1

 
  
  

4 2

2 0

1 1

 
 
 
  

=

10 4

2 4

13 5

 
  
  

， 

   T( )AB =
10 2 13

4 4 5

 
 
 

， 

   T TB A =
4 2 1

2 0 1

 
 
 

2 1 2

1 2 3

0 2 1

 
  
  

=
10 2 13

4 4 5

 
 
 

． 

矩阵的转置满足如下运算规律： 
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（1） T T( ) A A； 

（2） T T T( )  A B A B ； 

（3） T T( )k kA A ； 

（4） T T T( ) AB B A ． 

2.2.5  几种特殊的矩阵 

主对角线上元素全为 k ，其他元素全为 0 的方阵称为数量矩阵，记为 kE ，形如 

0 0

0 0

0 0

k

k

k

 
 
 
 
 
 




   


= k

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 
 




   


． 

数量矩阵 kE 乘以矩阵 A 等于数 k 乘以矩阵 A，即 kEA = kA． 

主对角线上元素不全为 0，其了元素全为 0 的方阵称为对角矩阵，形如 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

a

a

a

 
 
 
 
 
 




   


． 

对角矩阵与对角矩阵相乘仍是对角矩阵，如 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

a

a

a

 
 
 
 
 
 




   


1

2

0 0

0 0

0 0 n

b

b

b

 
 
 
 
 
 




   


=

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0 n n

a b

a b

a b

 
 
 
 
 
 




   


． 

如果方阵 A 满足 ij jia a ( , 1,2, ,i j n  )，则称 A 为对称矩阵．记为 T A A ． 

如果方阵 A 满足 ij jia a  ( , 1,2, ,i j n  )，则称 A 为反对称矩阵．记为 T  A A ．其中

反对称矩阵主对角线上的元素全为零． 

若矩阵 AB = BA，则矩阵 A 与矩阵 B 为可交换矩阵． 

2.2.6  方阵乘积的行列式 

定义 2.2.5  与 n阶方阵相对应的行列式，称为方阵 A 的行列式，记为 A ． 

例 2.2.4  设 A =

1 2 3

1 3 4

1 7 5

 
   
  

，计算 A ． 
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解： A =

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 3 4 0 5 1 0 5 1 35

1 7 5 0 5 8 0 0 7

       
  

． 

定理 2.2.1  对于方阵 A 和 B，有 AB A B . 

证明：现就 2n  的情形进行证明．设 11 12

21 22

a a

a a

 
  
 

A ， 11 12

21 22

b b

b b

 
  
 

B ． 

考察行列式 

11 12

21 22

11 12

21 22

0 0

0 0

1 0

0 1

a a

a a

b b

b b






D ． 

一方面，利用按行列展开计算： 

22 21

11 11 12 12 11 12

21 22 21 22

11 12 11 12
11 22 12 21

21 22 21 22

11 12
11 22 12 21

21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

0 0 0 0

0 1

1 0

( )

.

a a

a b b a b b

b b b b

b b b b
a a a a

b b b b

b b
a a a a

b b

a a b b

a a b b

  


 

 

 

D

A B

 

另一方面，利用行列式性质将 11 12, 21 22, , ,a a a a 变为零： 

12 11 11 11 12

22 21 11 21 12

11 12

21 22

11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

11 12

21 22

11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

21 22

0

0

1 0

0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

0

0

1

a a b a b

a a b a b

b b

b b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

b b

b b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

b b






 
 






 
   



D
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11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

a b a b a b a b

a b a b a b a b

 


 

 AB

 

所以 AB A B ． 

同理可证，对于 n阶方阵 1 2, , , nA A A ，则有 

1 2 1 2n n A A A A A A ． 

也可以证明，对于 n阶方阵 A 有 n A A ． 

2.3  逆  矩  阵 

2.3.1  逆矩阵的定义 

在本节中，我们将变换 

1 1 2

2 1 2

2 3

3 5

y x x

y x x

 
  

，
1 1 2

2 1 2

5 3

3 2

x y y

x y y

 
   

 

写成矩阵表示形式 

1 1

2 2

2 3

3 5

y x

y x

    
    
    

， 1 1

2 2

5 3

3 2

x y

x y

    
        

． 

将上式简写为 Y AX ，则 X BY ，其中 B 就是我们这一节所介绍的矩阵 A 的逆矩阵． 

定义 2.3.1  对于方阵 A，如果存在一个矩阵 B，使得 
AB = BA = E 

则称 A 为可逆矩阵，并称 B 是 A 的逆矩阵，记为 1A ． 

定理 2.3.1  若 A 是可逆矩阵，则 A 的逆矩阵是唯一的． 

证明：设 B 与 C 都是 A 的逆矩阵，有 
 
 

AB BA E

AC CA E
 

则                     ( ) ( )    B BE B AC BA C EC C  

2.3.2  逆矩阵的求法 

定义 2.3.2  称 

11 21 1

12 22 2

1 2

 
 
 
 
 
 




   


n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A
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为 

A =

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


 

的伴随矩阵，记为 *A （其中 ijA 是行列式 A 中元素 ija 的代数余子式）． 

由第 1 章中行列式的性质，可以证明 

*A A = *AA =

0 0

0 0

0 0 0

0 0

 
 
 
 
 
  






A

A

A

= A E  

故当  0A 时，有 

1 *1 A A
A

． 

定理 2.3.2  矩阵 A 可逆的充分必要条件是 0A ． 

例 2.3.1  设矩阵 A =

0 1 1

1 1 2

2 1 0

 
 
 
  

，判别 A 是否可逆．若可逆，求逆矩阵 1A ． 

解：因为 

0 1 1

1 1 2 1 0

2 1 0

  


A  

所以 A 可逆，且各元素的代数余子式分别为 

                11

1 2
2

1 0
A  


，   12

1 2
4

2 0
A    ，  13

1 1
3

2 1
A   


 

                21

1 1
1

1 0
A    


， 22

0 1
2

2 0
A    ，  23

0 1
2

2 1
A   


 

                31

1 1
1

1 2
A   ，     32

0 1
1

1 2
A    ，  33

0 1
1

1 1
A     

则 
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1 *

2 1 1
1

4 2 1

3 2 1



 
    
   

A A
A

． 

例 2.3.2  设方阵满足方程 2 3 2   0A A E ，证明 5A E 可逆，并求 1( 5 )A E ． 

证明：由 2 3 2   0A A E 得 ( 5 )( 8 ) 42   A E A E E ，即 

1
( 5 ) ( 8 )

42


  A E A E E  

所以 5A E 可逆，且 

1( 5 )A E =
1

( 8 )
42


A E ． 

例 2.3.3  对于二阶矩阵
a b

c d

 
 
 

，如果满足 0ad bc  ，则 

1
1a b d b

c d c aad bc

    
      

． 

例 2.3.4  对于对角矩阵

1

2

n

a

a

a

 
 
 
 
 
 


，如果满足 1 2 0na a a  ，则 

1 1
1

2
2

1

1

1n

n

a
a

a
a

a

a



 
 
  
  
      
  
  
 
  




. 

可逆矩阵有如下一些性质： 

1．A 可逆，则 1 1( )  A A． 

2．A 可逆，则 1 11
( ) ( 0)k k

k
  A A ． 

3．A、B 可逆，则   1 1 1  AB B A ． 

4．A 可逆，则 T 1 1 T( ) ( ) A A ． 

综合矩阵的乘法与逆的运算，我们可以解矩阵方程，如果 A 的逆矩阵 1A 存在，如

=AX B ，其中 1X A B ．而矩阵方程 =XA B 的解为 1= X BA ． 

这里要特别强调的是两个方程解的区别，要注意 B 与 1A 不能交换． 
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2.4  矩阵的分块法 

将矩阵 A 在行的方向用水平线分成 s块，在列的方向分成 t 块，就得 A 的一个 s t 分

块矩阵，简称分块矩阵，它的每一小块 ijA 称为矩阵 A 的子矩阵，即 

A

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

 
 
 
 
 
 




   


A A A

A A A

A A A

． 

对于分块矩阵，它的元素是矩阵，如果满足一定的条件，也可以按照矩阵的运算方法

进行的加法、减法、数乘、乘法、转置、逆等运算． 

若分块矩阵的阶数相同，且对应的子矩阵的阶数也相同，就能进行分块矩阵的加法运

算．如 

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

 
 
 
 
 
 




   


A A A

A A A

A A A

+

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

 
 
 
 
 
 




   


B B B

B B B

B B B

=

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2 ...

   
    
 
 

   




   

t t

t t

s s s s st st

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

． 

同样，减法与加法具有相同的条件，结果为对应的子矩阵相减． 

对于数乘，有 



11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

 
 
 
 
 
 




   


A A A

A A A

A A A

=

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

  
  

  

 
 
 
 
 
 




   


A A A

A A A

A A A

． 

对于乘法，若左分块矩阵 A 的列的分法与右分块矩阵 B 的行的分法相同，就可以将子

块按“数”一样要求，按矩阵的乘法进行． 

设矩阵 A 是m l 矩阵，B 是 l n 矩阵，现将 A 的 l 列分成 s组，将 B 的 l 行也分成 s组，

且 A 的每个列组所含列数等于 B 的相应行组所含行数，即 

A

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s

r r rs

 
 
 
 
 
 




   


A A A

A A A

A A A

，    B =

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

 
 
 
 
 
 




   


B B B

B B B

B B B

 

其中子块 ijA 的列数等于 jkB 的行数（ 1,2, ,j s  ）， 
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AB =

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

r r rt

 
 
 
 
 
 




   


C C C

C C C

C C C

 

其中 1 1 2 2ij i j i j is sj   C A B A B A B ． 

对于矩阵 A 的转置有 
T

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s

r r rs

 
 
 
 
 
 




   


A A A

A A A

A A A

T T T
11 21 1
T T T
12 22 2

T T T
1 2

r

r

s s rs

 
 
   
 
  




   


A A A

A A A

A A A

． 

对于特殊的分块矩阵求逆也是极方便的． 

如，当
11

22

33

 
 
 
  

A

A

A

为对角分块矩阵，且 11 22 33, ,A A A 均可逆时，有 

1
11

22

33


 
   
  

A

A

A

1
11

1
22

1
33







 
 
 
 
 

A

A

A

 

又如，当
13

22

31

 
 
 
  

A

A

A

为对角分块矩阵，且 13 22 31, ,A A A 均可逆时，有 

1
13

22

31


 
 
 
  

A

A

A

=

1
31

1
22

1
13







 
 
 
 
 

A

A

A

． 

分块矩阵
0

 
 
 

A B

C
可逆时，由解矩阵方程，得

1 1 1 1

10 0

   



   
   

   

A B A A BC

C C
． 

2.5  矩阵的初等变换与初等矩阵 

2.5.1  矩阵的初等变换与等价 

定义 2.5.1  对矩阵的行所实施的下面三种形式的变换，称为矩阵的初等行变换． 
（1）交换矩阵的两行（交换 ,i j 两行记为 i jr r ） 
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（2）以非零数 k 乘第 i 行中所有的元素（记为 ikr ） 

（3）把第 i 行的所有元素 k 倍加到第 j 行对应的元素上去（ j ir kr ） 

如果将定义中的“行”改为“列”，则所进行的变换称为矩阵的初等列变换．矩阵的

初等行变换与初等列变换统称为矩阵的初等变换． 

定义 2.5.2  若对矩阵 A 经过若干次初等变换后得到矩阵 B，则称矩阵 B 与矩阵 A 等

价，记为 A≌B． 

矩阵等价的性质 

自反性：A≌A. 

对称性：A≌B，则 B≌A. 

传递性：A≌B，B≌C，则 A≌C． 

2.5.2  初等矩阵 

定义 2.5.3  将单位矩阵经过一次初等变换所得到的矩阵称为初等矩阵．  

对于行、列变换有三种不同的变换方法，将对应三种类型的初等矩阵． 
（1）将单位矩阵 i 行（或 i 列）上乘 k ，记为 ( )i kE ． 

( )i kE =

1

1

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  







ik

 

（2）将单位矩阵 i 行上乘 k 加到 j 行上（或在单位矩阵 j 列上乘 k 加到 i 列上），记为

( )ij kE ． 

( )ij kE =

1

1

1

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  









i

k j

 

（3）将单位矩阵 i 行与 j 行（ i 列与 j 列）对换，记为 ijE ． 
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ijE =

1

0 1

1

1

1 0

1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 









i

j

 

定理 2.5.1  对于矩阵 A 施行一次行初等变换，等于在矩阵的左边乘上一个相应的初等

矩阵． 

例 2.5.1  将矩阵 A =

2 1 3

1 2 2

3 2 4

 
 
 
  

的第二行上乘以 2 倍，变换为 

A =

2 1 3

1 2 2

3 2 4

 
 
 
  

22r
2 1 3

2 4 4

3 2 4

 
 
 
  

 

等于将矩阵 A 左边乘上初等矩阵 2 (2)E ，得 

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
  

2 1 3

1 2 2

3 2 4

 
 
 
  

=

2 1 3

2 4 4

3 2 4

 
 
 
  

． 

又如将矩阵

2 1 3

2 4 4

3 2 4

 
 
 
  

的第一行与第二行对换，变换为 

2 1 3

2 4 4

3 2 4

 
 
 
  

1 2r r
2 4 4

2 1 3

3 2 4

 
  
  

 

等于将矩阵

2 1 3

2 4 4

3 2 4

 
 
 
  

左边乘上初等矩阵 12E ，得 

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
 
 
  

2 1 3

2 4 4

3 2 4

 
 
 
  

=

2 4 4

2 1 3

3 2 4

 
  
  

． 
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再如将

2 4 4

2 1 3

3 2 4

 
  
  

的第一行的乘以( 1 )倍加到第二行上，变换为 

2 4 4

2 1 3

3 2 4

 
  
  

2 1( 1)r r 
2 4 4

0 5 1

3 2 4

 
   
  

 

等于将矩阵

2 4 4

2 1 3

3 2 4

 
  
  

左边乘上初等矩阵 12 ( 1)E ，得 

1 0 0

1 1 0

0 0 1

 
  
  

2 4 4

2 1 3

3 2 4

 
  
  

=

2 4 4

0 5 1

3 2 4

 
   
  

． 

同样可以推出下列结论，读者可自行验证． 

定理 2.5.2  对于矩阵 A 施行一次列初等变换，等于在矩阵的右边乘上一个相应的初等

矩阵． 

2.5.3  在初等行变换下的行阶梯形矩阵与行简化阶梯形矩阵 

定义 2.5.4  设矩阵 A 中任一非零行，其中第一个非零元素，称为首非零元．如果矩阵

A 中每行首非零所在列下其余元素全为“0”，且零行排在矩阵的最下方的矩阵称为行阶梯

形矩阵．如果在矩阵的行阶梯形中，每行首非零全为“1”，首非零所在列其余元素全为“0”

的矩阵称为行简化阶梯形矩阵． 

例 2.5.2  矩阵

0 2 3 0

0 0 3 2

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

为行阶梯形矩阵，而矩阵

1 0 0 3

0 1 0 2

0 0 1 5

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

为行简化阶梯形矩阵． 

定理 2.5.3  任一矩阵都可以通过若干次初等行变换化为行阶梯形矩阵．任一行阶梯形

矩阵都可以通过若干次初等行变换化为行简化阶梯形矩阵． 

2.5.4  利用初等变换求逆矩阵与解矩阵方程 

根据定理 2.5.1 对矩阵进行初等行变换相当于左乘初等矩阵，可以证明：如果对可逆

矩阵 A 施行一系列初等行变换，由定理 2.5.3 一定可以化为单位矩阵．如果同时对单位矩

阵 E 施行与 A 相同的初等行变换，一定将 E 化为 1A ． 

即同时进行行初等变换 1( , ) ( , )A E E A→ ． 
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例 2.5.3  用初等行变换求矩阵 A

0 1 0 0

8 0 0 0

0 0 1 1

0 0 1 2

 
 
 
 
 
 

的逆矩阵． 

解：

0 1 0 0 1 0 0 0

8 0 0 0 0 1 0 0
( )

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

A E  

             
1 2

8 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

r r

 
 
 
 
 
 

→  

              
1

1

8

1
1 0 0 0 0 0 0

8
0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 1 2 0 0 0 1

r

 
 
 
 
 
 
  

→  

            
4 3( 1)

1
1 0 0 0 0 0 0

8
0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1 1

r r 

 
 
 
 
 
 

  

→  

            
3 4( 1)

1
1 0 0 0 0 0 0

8
0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 2 1

0 0 0 1 0 0 1 1

r r 

 
 
 
 
 
 

  

→  

               = 1( )E A  

即 1

1
0 0 0

8
1 0 0 0

0 0 2 1

0 0 1 1



 
 
 

  
 
 

  

A ． 

用初等行变换也可以解矩阵方程：如果方程 AX = B 中 A 可逆，那么 X= 1A B ．即同

时进行行初等变换 1( ) ( ) ( ) A B E A B E X ． 
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例 2.5.4  用初等行变换解矩阵方程

2 3 1 2 1

1 2 0 1 0

1 2 2 3 1

   
       
       

X ． 

解：

2 3 1 2 1

( ) 1 2 0 1 0

1 2 2 3 1

 
   
   

A B  

             
1 2

1 2 0 1 0

2 3 1 2 1

1 2 2 3 1

r r
 

  
   

→  

             

2 1

3 1

2 1 2 0 1 0

0 1 1 4 1

0 4 2 2 1

r r

r r




 
   
  

→   

            
3( 1)

1 2 0 1 0

0 1 1 4 1

0 4 2 2 1

r 
 

   
  

→  

            

4 3( 4 )
1 2 0 1 0

0 1 1 4 1

0 0 6 18 5

r r 
 

   
  

→  

             
3

1

6
1 2 0 1 0

0 1 1 4 1

5
0 0 1 3

6

r

 
 
 

  
 

 
 

→  

             

1 22
1 0 2 7 2

0 1 1 4 1

5
0 0 1 3

6

r r

 
 
 

  
 

 
 

→  

             

1 3

2 3

2

2
1 0 0 1

6
1

0 1 0 1
6
5

0 0 1 3
6

r r

r r




 
 
 

  
  
  

→  

              = ( )E X  
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即

2
1

6
1

1
6
5

3
6

 
 
 

   
  
  

X ． 

同理，用初等列变换可以求解矩阵方程 XA = B，其中 1= X BA ，即 =
   
   
   

A E

E X
，请读

者自学． 

2.6  矩阵的秩 

在下章学习解线性方程组时，矩阵的秩是一个重要的概念． 

在矩阵中，位于任意选定 k 行、k 列交叉位置上的 2k 个元素，按原来的位置组成的 k 阶

行列式，称为 A 的一个 k 阶子式．如果子式的值不为零，就称为非零子式． 

例 2.5.5  将矩阵

2 4 1 7

0 2 6 2

1 1 5 1

5 3 0 4

 
 
 
 
 
 

的第一行、第三行，第二列、第四列上 4 个元素按原

来位置组成的一个二阶子式为
4 7

1 1
，且

4 7
3 0

1 1
   ，称为二阶非零子式． 

定义 2.5.5  矩阵 A 中非零子式的最高阶数称为矩阵 A 的秩，记为 ( )R A ． 

定理 2.5.4  初等变换不改变矩阵的秩． 

因为初等变换的三条变换，在行列式性质中，一是扩大行列式的倍数，二是改变行列

式的正负号，三是行列式的值不变，若矩阵的子式不为零，变换后仍不为零．若矩阵的子

式原为零，变换后仍为零．所以初等变换不改变矩阵的秩． 

将矩阵利用初等行变换化为行阶梯形，阶梯形中非零行的行数即为矩阵的秩．因为阶

梯形中非零行的所有的首非零元排在行列式的对角线上，组成的子式是非零的，它又是矩

阵最高阶数的非零子式． 

例 2.5.6  矩阵

2 4 1 7

0 2 6 2

0 0 5 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

的阶梯形中有三个非零行，其中有一个最高三阶子式是
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由第一、第二、第三行与第一、第二、第三列 9 个元素组成的

2 4 1

0 2 6 20 0

0 0 5


  


，它的

对角线上分别是第一行首非零元 2，第二行首非零元 2，第三行首非零元 5- ．而行列式的

值是所有首非零元的乘积，不等于零，所以秩为 3． 

由于初等变换不改变矩阵的秩，所以一般用初等变换将矩阵化为阶梯形，再求出矩阵

的秩． 

例 2.6.1  求矩阵 A =

1 2 1 3 3

2 1 3 1 4

3 4 3 1 11

1 3 0 2 3

 
   
   
 

  

的秩． 

解：

1 2 1 3 3

2 1 3 1 4

3 4 3 1 11

1 3 0 2 3

 
   
   
 

  

→

1 2 1 3 3

0 5 5 5 10

0 10 6 10 20

0 5 1 5 6

 
    
   
 

   

→  

      

1 2 1 3 3

0 5 5 5 10

0 0 4 0 0

0 0 4 0 4

 
    
 
 
 

→

1 2 1 3 3

0 5 5 5 10

0 0 4 0 0

0 0 0 0 4

 
    
 
 
 

． 

因此， ( )R A = 4． 

习  题  2 

2.1 已知

1 2 3 1

0 3 2 1

4 0 3 2

 
   
  

A ，

4 3 2 1

5 3 0 1

1 2 5 0

 
   
  

B ，求 3 2A B ． 

2.2 已知

3 1 2 0

1 5 7 9

2 4 6 8

 
   
  

A ，

7 5 2 4

5 1 9 7

3 2 1 6

 
   
  

B ，且 2 A X B ，求 X ． 

2.3 计算下列各题． 

（1）
1 1

0 1

 
 
 

n

；                （2）

1

2

n

a

a

a

 
 
 
 
 
 



1

2

n

b

b

b

 
 
 
 
 
 


； 
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（3）

2 3
1 2 3

1 2
2 1 0

3 1

 
          

 ；     （4）  
1

3 2 1 2

2

n
  
    
    

． 

2.4 设  1 0 4A ，

1

1

0

 
   
  

B ．A是一个1 3 矩阵，B是 3 1 矩阵，求AB与BA及 T TA B ． 

2.5 设 A、B 均为 n阶矩阵，且 A 为对称矩阵，证明 TB AB也是对称矩阵． 

2.6 求下列矩阵的逆矩阵． 

（1）
2 3

5 4

 
 
 

;                 （2）
cos sin

sin cos

 
 

 
 
 

； 

（3）

2 1 0

1 2 1

0 1 2

 
  
  

；            （4）

0 1 2

1 1 1

2 4 2

 
  
  

． 

2.7 求下列分块矩阵的逆矩阵． 

（1）

1 2 0 0 0

2 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 2 3 0

0 0 0 0 5

 
 
 
 
 

  
  

；      （2）

2 3 3 4

1 2 2 5

0 0 4 3

0 0 1 2

 
 
 
 
 
 

． 

2.8 已知

1 0 2 0

0 0 1 1 1 0 6 6

1 4 9 2 0 1 0 0 1 9 8 4

0 0 1 0

a b c d

 
             
 
 

，求 , , ,a b c d ． 

2.9 利用初等变换求下列矩阵的逆矩阵． 

（1）

2 1 0

1 2 1

0 1 2

 
  
  

;              （2）

1 0 2

0 1 1

2 1 1

 
  
   

． 

2.10 求下列矩阵的秩． 

（1）

1 0 1 1

0 2 1 0

0 1 0 1

0 0 0 1

0 0 1 0

 
  
 
 
 
  

；          （2）

2 5 3 2 1

5 8 5 4 3

1 7 4 2 0

4 1 1 2 3

 
  
 
 

 

． 

2.11 设方阵 A 满足 2 2 0  A A E ，证明 A 与 A E 都可逆，并求它们的逆矩阵． 
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2.12 解下列矩阵方程． 

（1）
1 2 3 2

3 4 3 4

   
   

   
X ； 

（2）

1 2 3 2 3 0

3 2 4 1 2 8

2 1 0 5 5 7

    
        
      

X ； 

（3）
3 5 2 5 3 2

2 2 1 3 3 2

     
     

     
X ． 

2.13 求

2 3 0 0

1 2 0 0

2 1 4 1

3 2 1 5

 
 
 
 
 
 

的逆矩阵． 



 

 

第 3章  线性方程组与向量组的线性相关性 

3.1  线性方程组的解 

设有 n个未知数m 个方程的线性方程组 

                         

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

                  

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (3.1.1) 

如果记 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


x ，

1

2

n

b

b

b

 
 
 
 
 
 


b  

那么方程组(3.1.1)也可写成矩阵方程 

                                      x A b． (3.1.2) 

线性方程组(3.1.2)如果有解，就称它是相容的，如果无解，就称为不相容．利用系数

矩阵 A 和增广矩阵 ( , )B A b 的秩，可以讨论线性方程组是否有解以及有解时解是否唯一等

问题，结论如下． 

定理 3.1.1  n元线性方程组 x A b， 
（1）无解的充分必要条件是 ( ) ( , )R RA A b ； 

（2）有唯一解的充分必要条件是 ( ) ( , )R R n A A b ； 

（3）有无限多解的充分必要条件是 ( ) ( , )R R n A A b ． 

证明：只需证明条件的充分性，因为（1）、（2）、（3）中条件的必要性依次是（2）
（3）、（1）（3）、（1）（2）中条件的充分性的逆否命题．设 ( )R rA ，令 ( , )B A b 的行最

简形为 
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11 1, 1

21 2, 2

1 ,

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n r

n r

r r n r r

r

b b d

b b d

b b d

d









 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

 
 

       
 
 
 

       
 

B ． 

（1）若 ( ) ( )R RA B ，则 B 中的 1 1rd   ，于是 B 的第 1r  行对应矛盾方程 0 1 ，故方

程组(3.1.1)无解； 
（2）若 ( ) ( )R R r n  A B ，则 B 中的 1 0rd   （或 1rd  不出现），且 ijb 都不出现，于是

B 对应方程组 

1 1

2 2

n n

x d

x d

x d


 


 


 

故方程组(3.1.1)有唯一解． 

（3）若 ( ) ( )R R r n  A B ，则 B 中的 1 0rd   （或 1rd  不出现）， B 对应方程组 

                       

1 11 1 1, 1

2 21 1 2, 2

1 1 ,

r n r n

r n r n

r r r r n r n r

x b x b x d

x b x b x d

x b x b x d

 

 

 

    
     


     






 (3.1.3) 

令自由未知数 1 1 2 2, , ,r r n n rx c x c x c     ，即得方程组(3.1.1)的含 n r 个参数的解 

1 11 1 1, 1

1 1 ,

1 1

n r n r

r r r n r n r r

r

n n r

x b c b c d

x b c b c d

x c

x c
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即                   

1 11 1, 1

1 ,
1

1 1 0 0

0 1 0

n r

r r r n r r
n r

r

n

x b b d

x b b d
c c

x

x








        
       
       
        

          
       
       
       

             

   



   

 (3.1.4) 

由于参数 1 2, , , n rc c c  可以任意取值，故方程组(3.1.1)有无穷多个解． 

当 ( ) ( )R R r n  A B 时，由于含 n r 个参数的解(3.1.4)可表示为线性方程组(3.1.3)的

任一解，因此解(3.1.4)称为线性方程组(3.1.1)的通解．定理 3.1.1 的证明过程同时也是求解

线性方程组(3.1.1)的过程． 

例 3.1.1  求解齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 2 0

4 3 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

. 

解：对系数矩阵 A 施以初等行变换，化为行最简形 

5
1 0 2

31 2 2 1
4

2 1 2 2 0 1 2
3

1 1 4 3
0 0 0 0

   
   
        
      

 
  

→A  

即得原方程组的同解方程组 

1 3 4

2 3 4

5
2 0

3
4

2 0
3

x x x

x x x

   

   


，即
1 3 4

2 3 4

5
2

3
4

2
3

x x x

x x x

  

   


（ 3 4,x x 为自由未知量）． 

令 3 1 4 2,x c x c  ，原方程组的通解写成向量形式如下： 

1

2
1 2

3

4

5
2 3
2 4

31
00
1

x

x
c c

x

x

 
    
                
    
   
  

（ 1 2,c c 为任意实数）. 
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上式表达了原方程组的所有解． 

例 3.1.2  求解线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 1

2 3 3

3 8 1

9 3 7 7

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

    
    
    
    

． 

解：对增广矩阵 ( , )A b 施以初等行变换，化为行最简形 

3 13 13
1 0

1 5 1 1 1 7 7 7
1 2 1 3 3 2 4 4

0 1( , )
7 7 73 8 1 1 1

0 0 0 0 01 9 3 7 7
0 0 0 0 0

 
    
           
  

   
  

→A b ． 

因为 ( , ) ( ) 2 4  R RA b A ，故方程组有无穷多解，即得与原方程组同解方程组 

1 3 4

2 3 4

3 13 13

7 7 7
2 4 4

7 7 7

x x x

x x x

    

   


 

取 3 1 4 2,x c x c  ，原方程组的通解写成向量形式为 

1

2
1 2

3

4

3 13 13

7 7 7
2 4 4

7 7 7
1 0 0

0 1 0

            
      
               
      
      
          

x

x
c c

x

x

（ 1 2,c c 为任意实数）． 

例 3.1.3  设有线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 0

(1 ) 3

(1 )

x x x

x x x

x x x




 

   
    
    

 

问 取何值时（1）方程组有唯一解；（2）方程组有无限多解；（3）方程组无解？在有无限

多解时，求出通解． 
解：方法一．对增广矩阵 ( , )B A b 做初等行变换化为阶梯形： 



第 3 章  线性方程组与向量组的线性相关性 

 

51 

       

1 1 1 0

1 1 1 3

1 1 1

B




 

 
   
  

→

1 1 1

1 1 1 3

1 1 1 0

 




 
  
  

 

        
1 1 1

0 3

0 (2 ) (1 )

 
  
    

 
   
      

→

1 1 1

0 3

0 0 (3 ) (1 )(3 )

 
  

   

 
   
     

→ ． 

（1）当 0  ，且 3   时， ( ) ( ) 3 R RA B ，方程组有唯一解； 

（2）当 3   时， ( ) ( ) 2 R RA B ，方程组有无数个解，此时 

1 1 2 3 1 0 1 1

0 3 3 6 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0

      
        
      

→ →B  

与原方程组同解的方程组为 

1 3

2 3

1

2

x x

x x

 
  

 

所以原方程组的通解为 

1

2

3

1 1

1 2

1 0

x

x c

x

     
            
         

（ c R ）． 

（3）当 0  时， ( ) 1R A ， ( ) 2R B ，方程组无解． 

方法二．因系数矩阵 A 为方阵，方程组有唯一解的充要条件是系数行列式 0A ． 

（1）

1 1 1 1 1 1

1 1 1 (3 ) 1 1 1

1 1 1 1 1 1


  

 


    

 
A  

       
2

1 1 1

(3 ) 0 0 (3 )

0 0

   


     

因此，当 0  ，且 3   时，方程组有唯一解； 

（2）当 3   时， 

2 1 1 0 1 0 1 1

1 2 1 3 0 1 1 2

1 1 2 3 0 0 0 0

     
         
       

→B  
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( ) ( ) 2 R RA B ，方程组有无数个解，且通解为 

1

2

3

1 1

1 2

1 0

x

x c

x

     
            
         

（ c R ）； 

（3）当 0  时， 
1 1 1 0 1 1 1 0

1 1 1 3 0 0 0 1

1 1 1 0 0 0 0 0

   
       
      

→B  

所以 ( ) 1R A ， ( ) 2R B ，方程组无解． 

由定理 3.1.1 立即得到下面两个结论． 
定理 3.1.2  n元线性方程组 Ax b 有解的充分必要条件是 ( ) ( , )R RA A b ． 

定理 3.1.3  n元齐次线性方程组 0Ax 有非零解的充分必要条件是 ( )R nA ． 

下面把定理 3.1.1 推广到矩阵方程的情形，不加证明地给出下面两个结论． 
定理 3.1.4  矩阵方程 AX B 有解的充分必要条件是 ( ) ( , )R RA A B ． 

定理 3.1.5  矩阵方程 0m n n l  A X 只有零解的充分必要条件是 ( ) R nA ． 

此定理说明了矩阵乘法消去律成立的条件是 ( )R nA ． 

3.2  向量组及其线性组合 

向量是研究线性空间问题的有力工具，向量的概念介绍如下： 
定义 3.2.1  n个有次序的数 1 2, , , na a a 所组成的数组称为 n维向量，这 n个数称为该

向量的 n个分向量，第 i 个数 ia 称为第 i 个分向量，也称为第 i 个坐标．分向量全为实数的

向量称为实向量，分向量为复数的向量称为复向量．除非特别说明，本书只讨论实向量． 

n维向量可以写成一行，也可以写成一列，分别称为行向量和列向量，也等同于行

矩阵和列矩阵，并规定行向量和列向量都按矩阵的运算规律进行运算．所以，对于 n维

列向量 

1

2

n

 
 
 
 
 
 



a

a
a

a

 

与 n维行向量 T
1 2( , , , )n a a a a 总视为两个不同的向量（按定义 3.2.1，二者应该是同一个

向量）．本书中列向量用 , , ,a b   等表示，行向量则用 T T T T, , ,a b   等表示．所讨论的向量

在没有特别指明的情况下，都当做列向量． 
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在几何学中，“空间”通常是作为点的集合，即作为“空间”的元素是点，这样的空

间叫点空间，将三维向量的全体所组成的集合 

 3 T( , , ) | , ,R R  r x y z x y z  

称为三维空间．在点空间取定坐标系后，空间中的点 ( , , )P x y z 与三维向量 ( , , )x y zr 之间

就有一一对应的关系，因此，向量可以类比为取定了坐标系的点空间． 

类似地， n维向量的全体所组成的集合 

 T
1 2 1 2( , , , ) | , , ,n

n nR R   x x x x x x x  

称为 n维向量空间． 
若干同维数的列向量（或同维数的行向量）所组成的集合称为向量组．例如，矩阵 m nA

的全体列向量是一个含 n个m 维列向量的向量组，它的全体行向量是一个m 个 n维行向量

的向量组．这样矩阵可以写成向量组，反之，一个含有限个向量的向量组总可以构成一个

矩阵．例如， 
m 个 n维列向量所组成的向量组 1 2: , , , mA a a a 构成一个 n m 矩阵 

1 2( , , , )m A a a a ； 

m 个 n维行向量所组成的向量组 T T T
1 2: , , , mB    ，构成一个m n 矩阵 

T
1
T
2

T
m

 
 
   
  
 


B






． 

总之，含有有限个向量的有序向量组可以与矩阵一一对应． 
定义 3.2.2  给定 n维向量组 1 2: , , , mA a a a ，对于任何一组实数 1 2, , , m   ，表达式 

1 1 2 2 m m    a a a  

称为向量组 A 的一个线性组合， 1 2, , , m   称为这个线性组合的系数． 

定义 3.2.3  给定 n 维向量组 1 2: , , , mA a a a 和 n 维向量 b ，如果存在一组常数

1 2, , , mk k k ，使 

1 1 2 2 m mk k k   b a a a  

则向量 b 是向量组 A 的线性组合，此时称向量 b 能由向量组 A 线性表示． 
特别向量  可以由向量 线性表示，即存在常数 k ，使得 k  ，则称  与 成比例． 

向量 b 能由向量组 A 线性表示，即方程组 

1 1 2 2 m m   x a x a x a b  

有解，由定理 3.1.2，立即得到如下定理和定义． 
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定理 3.2.1  向量 b 能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示的充分必要条件是矩阵

1 2( , , , )m A a a a 的秩等于矩阵 1 2( , , , , )m B a a a b 的秩． 

定义 3.2.4  设有两个向量组 1 2: , , , mA a a a 和 1 2: , , , nB b b b ，如果 B 组中的每个向量

能由 A 组线性表示，则称向量组 B 能由向量组 A 线性表示．如果向量组 A 和向量组 B 能

相互线性表示，则称这两个向量组等价，记为 A～B． 

向量组等价性具有如下性质： 

1．反身性 向量组 A 与向量组 A 等价； 

2．对称性 如果向量组 A 与向量组 B 等价，则向量组 B 与向量组 A 等价； 

3．传递性 如果向量组 A 与向量组 B 等价，向量组 B 与向量组C 等价，则向量组 A

与向量组C 等价． 
把向量组 A 和 B 所构成的矩阵依次记为 1 2( , , , )m A a a a 和 1 2( , , , )n B b b b ，向量组

B 能由向量组 A 线性表示，即对每个向量 ( 1,2, , )j j n b ，存在一组数 1 2, , ,j j mjk k k ，使 

1

2
1 1 2 2 1 2( , , , )

j

j
j j j mj m m

mj

k

k
k k k

k

 
 
     
 
 
  

 


b a a a a a a  

进而有 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n m m n b b b a a a K ，这里 m nK 称为该线性表示的系数矩阵． 

另一方面，如果 m n m l l n  C A B ，则矩阵C 的列向量组能由矩阵 A 的列向量组线性表

示， B 为这一表示的系数矩阵： 

 

11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 2

, , , ( , , , )

n

n
n l

l l ln

b b b

b b b

b b b

 
 
 
 
 
 




 
   



c c c a a a  

同时，C 的行向量组能由 B 的行向量组线性表示， A 为这一表示的系数矩阵： 
T T

11 12 11 1
T T

21 22 22 2

T T
1 2

n

n

m m mlm l

a a a

a a a

a a a

    
    
        
    
       




    


 
 

 

． 

设矩阵 A 与 B 行等价，即矩阵 A 经初等行变换变成矩阵 B ，则 B 的每个行向量都是 A

的行向量组的线性组合，即 B 的行向量组可由 A 的行向量组的线性表示．因为初等变换可

逆，知矩阵 B 亦可经初等行变换变为 A ，从而 A 的行向量组也能由 B 的行向量组线性表

示．于是得到 A 的行向量组和 B 的行向量组等价．类似可知，如果矩阵 A 与 B 列等价，

则 A 的列向量组和 B 的列向量组等价． 
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依定义 3.2.4，向量组 1 2: , , , nB b b b 能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示，即存在矩阵

m nK ，使 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n m m n b b b a a a K ，也就是矩阵方程 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n m b b b a a a X  

有解．由定理 3.1.4，立即得到如下定理与推论． 
定理3.2.2  向量组 1 2: , , , nB b b b 能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示的充分必要条件是矩

阵 1 2( , , , )m A a a a 的秩等于矩阵 1 2 1 2( , ) ( , , , , , , , )m n  A B a a a b b b 的秩，即 ( ) ( , )R RA A B ． 

推论：向量组 1 2: , , , mA a a a 与向量组 1 2: , , , nB b b b 等价的充要条件是 

( ) ( ) ( , )R R R A B A B  

其中 A 和 B 是向量组 A 和 B 所构成的矩阵． 

证明：因为 A 组和 B 组等价，即能相互线性表示，由定理 3.2.2 得到 

( ) ( , )R RA A B 和 ( ) ( , )R RB B A ， 

由矩阵秩的结论知 ( , ) ( , )R RB A A B ，于是得到 ( ) ( ) ( , )R R R A B A B ． 

定理 3.2.3  设向量组 1 2: , , , nB b b b 能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示，则 1( ,R b  

2 1 2, , ) ( , , , )n mR ≤b b a a a ． 

证明：记 1 2( , , , )m A a a a ， 1 2( , , , )n B b b b ．据定理 3.2.2 有 ( ) ( , )R RA A B ，而

( ) ( , )R R≤B A B ，因此 

( ) ( , ) ( )R R R≤B A B A ． 

定理 3.2.2 和定理 3.2.3 的意义在于揭示了两个向量组之间的线性相关性由该两个向量

组所构成的矩阵秩的大小关系所确定． 
例 3.2.1  由向量组 1 2 3 4, , ,a a a a 和向量 b 组成的矩阵为 

1 2 3 4( , , , , ) A a a a a b

1 1 2 2 1

0 2 1 5 1

2 0 3 1 3

1 1 0 4 1

 
  
 
 

 

． 

证明：向量 b 能由向量组 1 2 3 4, , ,a a a a 线性表示． 

证明： 

3 1 3 2

4 1

2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1

0 2 1 5 1 0 2 1 5 1

0 2 1 5 1 0 0 0 0 0

0 0 2 2 2 0 0 2 2 2

r r r r

r r

 



   
       
     
   

      

→ →A
3 4

1 1 2 2 1

0 2 1 5 1

0 0 2 2 2

0 0 0 0 0

r r

 
  
  
 
 

→  

所以 1 2 3 4( ) ( , , , , ) 3R R A a a a a b ，由定理 3.2.2 得证． 
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把上面矩阵继续施以初等行变换，可化为行最简形为 

1 0 0 1 0

0 1 0 3 1

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0

 
  
 
 
 

 

由该矩阵可以得到  

2 3  b a a  

所以向量 b 能由向量组 1 2 3 4, , ,a a a a 线性表示． 

例 3.2.2  设 1

2

0

1

1

 
 
 
 
 
 

b ， 2

1

1

0

2

 
 
 
 
 
 

b ， 3

3

1

2

0

 
  
 
 
 

b ， 1

1

1

1

1

 
  
 
 
 

a ， 2

3

1

1

3

 
 
 
 
 
 

a ，证明向量组 1 2 3, ,b b b

与向量组 1 2,a a 等价． 

证明：对矩阵 1 2 3 1 2( , , , , )b b b a a 施以初等行变换，化为行阶梯形 

1 2 3 1 2

2 1 3 1 3 1 0 2 1 1

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
( , , , , )

1 0 2 1 1 0 0 0 0 0

1 2 0 1 3 0 0 0 0 0

   
         
   
   

   

→b b b a a  

可见 1 2 3( , , ) 2R b b b ， 1 2( , ) 2R a a ， 1 2 3 1 2( , , , , ) 2R b b b a a ，故向量组 1 2 3, ,b b b 与向量组 1 2,a a

等价． 

3.3  向量组的线性相关性 

向量组中向量间线性关系的研究在线性方程组解的存在性与解的结构问题的研究中

都显得特别重要．下面给出向量组的线性相关和线性无关的概念． 
定义 3.3.1  对于给定的 n 维向量组 1 2: , , , mA a a a ，如果存在不全为零的一组实数

1 2, , , m   ，使 

1 1 2 2 0m m     a a a  

则称向量组 A 是线性相关的，否则就称之为线性无关． 

对于一个向量 a 而言，当 0a 时，是线性相关的，当 0a 时，是线性无关的；含两

个向量的向量组 1 2,a a ，它们线性相关的充要条件是 1 2,a a 的对应坐标成比例，其几何意义

是两向量共线；含三个向量的向量组线性相关的几何意义是三向量共面． 
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定理 3.3.1  n维的向量组 1 2: , , , mA a a a ( 2)m≥ 线性相关的充要条件是该向量组中至

少存在一个向量可以由其余 1m  个向量线性表示． 
证明：必要性由向量组 1 2, , , ma a a 线性相关，可知必存在不全为零的一组数

1 2, , , mk k k ，使 1 1 2 2 0m mk k k   a a a 成立，不妨令 0ik  ，则有 

1 11
1 1 1

i i m
i i i m

i i i i

k k kk

k k k k
 

 

       
                
       

 a a a a a ． 

充分性 不妨设向量组 1 2, , , ma a a 中向量 sa 可由其余向量线性表示如下： 

1 1 1 1 1 1s s s s s m m            a a a a a  

则存在一组不全为零的数 1 1 1, , , 1, ,s s m      ，使得 

1 1 1 1 1 1( 1) 0s s s s s m m              a a a a a  

故向量组 1 2, , , ma a a 线性相关． 

向量组线性相关和线性无关的概念也可以移用到线性方程组中．当方程组中有某个方

程是其余方程的线性组合时，这个方程就是多余的，此时称各个方程间是线性相关；当方

程组中没有多余方程，就称各个方程间是线性无关（或线性独立）的． 
向量组 1 2: , , , mA a a a 构成矩阵 1 2( , , , )m A a a a ，向量组 A 线性相关，就是齐次线性

方程组 

1 1 2 2 0m m   x a x a x a （或 0Ax ） 

有非零解．由定理 3.1.5，可得如下定理． 
定 理 3.3.2  向 量 组 1 2, , , ma a a 线 性 相 关 的 充 要 条 件 是 它 所 构 成 的 矩 阵

1 2( , , , )m A a a a 的秩小于向量的个数m ；向量组线性无关的充要条件是 ( )R mA ． 

例 3.3.1  试证明 n维的单位坐标向量组是线性无关的． 
证明： n 维的单位坐标向量组构成矩阵 1 2( , , , )n E e e e 是 n 阶的单位矩阵．由

1 0 E ，知 ( )R nE ，由定理 3.2.2 知此向量组是线性无关的． 

例 3.3.2  已知 1

1

2

1

 
   
  

a ， 2

1

0

1

 
   
  

a ， 3

2

2

1

 
   
  

a ，试讨论向量组 1 2 3, ,a a a 的线性相关性． 

解：

2 1

3 2

3 1

2

1 2 3

1 1 2 1 1 2

( , , ) 2 0 2 0 2 2

1 1 1 0 2 1

r r
r r

r r





   
        
        

a a a → →

1 1 2

0 2 2

0 0 1

 
   
  

 

1 2 3( , , ) 3R a a a ，由定理 3.3.2 知，向量组 1 2 3, ,a a a 线性无关． 

例 3.3.3  已知向量组 1 2 3, ,a a a 线性无关，试证明向量组 1 1 2 1 2 3, ,  a a a a a a 也是线性

无关的． 
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证明：设存在数 1 2 3, ,k k k ，使得 

1 1 2 1 2 3 1 2 3( ) ( ) 0k k k     a a a a a a  

则得到 

1 2 3 1 2 3 2 3 3( ) ( ) 0k k k k k k      a a a  

因为向量组 1 2 3, ,a a a 线性无关，所以有 

1 2 3 2 3 3 0k k k k k k         

该方程组的解为 1 2 3 0k k k   ，因此向量组 1 1 2 1 2 3, ,  a a a a a a 是线性无关的． 

向量组中一部分向量构成的向量组，称为该向量组的部分组． 
定理 3.3.3  在 n 维的向量组 1 2, , ma a a 中，若存在某部分组线性相关，则向量组

1 2, , ma a a 一定线性相关．反之，若向量组 1 2, , ma a a 线性无关，则它的任意部分组都线性

无关． 
证明：不妨设部分组 1 2, , , sa a a ( )s m≤ 线性相关，则存在不全为零的 s 个数

1 2, , , sk k k ，使得 1 1 2 2 0s sk k k   a a a ．因此有不全为零的m 个数 1 2, , , ,0, ,0sk k k  ，

使得 

1 1 2 2 10 0 0s s s mk k k        a a a a a  

所以向量组 1 2, , ma a a 线性相关． 

由命题与其逆否命题等价得到：若向量组 1 2, , ma a a 线性无关，则它的任意部分组都

线性无关． 
定理 3.3.4  如果 m 个 n 维向量组 1 2, , ma a a 线性无关，且 1m  个 n 维向量组

1 2, , ,ma a a b 线性相关，则向量 b 可以由向量组 1 2, , ma a a 线性表示，且表示式是唯一的． 

证明：（1）因为向量组 1 2, , ,ma a a b 线性相关，所以存在不全为零的一组数 1 2, , ,k k   

mk ，使得 1 1 2 2 0m mk k k k    a a a b ，这里一定有 0k  ．因为如果 0k  ，则有 1 1k a  

2 2 0m mk k  a a ，从而有 1 2 0mk k k    ，这与 1 2, , , ,ma a a b 线性相关矛盾，故

0k  ．因此有 1 2
1 2

m
m

kk k

k k k
    b a a a ，向量 b 可以由向量组 1 2, , , ma a a 线性表示． 

（2）再证唯一性，设有两组数 1 2, , , m   与 1 2, , , mk k k ，分别使 1 1 2 2k k   b a a  

m mk a 和 1 1 2 2 m m     b a a a 都成立，则有 

1 1 2 2 1 1 2 2m m m mk k k          a a a a a a  

则有 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 0m m mk k k        a a a  

由向量组 1 2, , , ma a a 线性无关，得到 

1 1 2 20, 0, , 0m mk k k         
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因此有 1 1 2 2, , , m mk k k     ，即向量 b 可以由向量组 1 2, , , ma a a 线性表示，表示式是唯

一的． 
定理 3.3.5  n维向量组 1 2, , , ma a a 同时去掉相应的 ( )n s n s  个分向量后得到 s维向

量组 1 2, , , m   ，其中

1

2

j

j
j

nj

a

a

a

 
 
 
 
 
  


a ，

1

2

j

j
j

sj

a

a

a

 
 
 
 
 
  


 ， 1,2, ,j m  ，则 

（1）如果 1 2, , , ma a a 线性相关，则 1 2, , , m   也线性相关； 

（2）如果 1 2, , , m   线性无关，则 1 2, , , ma a a 也线性无关． 

证明：（1）如果 1 2, , , ma a a 线性相关，存在不全为零的一组数 1 2, , , mk k k ，使得 

1 1 2 2 0m mk k k   a a a  

即

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

0

0

0

m

m
m

n n nm

a a a

a a a
k k k

a a a

       
       
          
       
       

      


   

，从而得到 n个方程成立： 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

1,1 1 1,2 2 1,

1 1 2 2

0

0

0

0

0

m m

m m

s s sm m

s s s m m

n n nm m

a k a k a k

a k a k a k

a k a k a k

a k a k a k

a k a k a k

  

   
    



   
    

    









． 

根据前边 s个方程成立可得  

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

0

0

0

m

m
m

s s sm

a a a

a a a
k k k

a a a

       
       
          
       
       

      


   

． 

因此存在不全为零的数 1 2, , , mk k k ，使得 

1 1 2 2 0m mk k k       

于是得到 1 2, , , m   也线性相关； 

（2）由于结论（2）是结论（1）的逆否命题，结论（1）成立，结论（2）也成立． 
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定理 3.3.6  设有两个向量组 1 2: , , , mA a a a 和 1 2: , , , nB    ，向量组 B 能由向量组

线性表示，并且m n ，则向量组 B 线性相关． 
证明：因为向量组 B 能由向量组 A 线性表示，存在矩阵 m nK ，使 

              

11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 2

( , , , ) ( , , , )

n

n
n m

m m mn

k k k

k k k

k k k

 
 
 
 
 
 




 
   



a a a    (3.3.1) 

要证存在不全为零的数 1 2, , , nx x x ，使 

                 

1

2
1 1 2 2 1 2( , , , ) 0n n n

n

x

x
x x x

x

 
 
     
 
 
 

 


       (3.3.2) 

将式(3.3.1)代入式(3.3.2)，并注意到有m n 成立，就可得到齐次方程组 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

0

n

n

m m mn n

k k k x

k k k x

k k k x

   
   
    
   
   
   




    


 

有非零解，从而向量组 B 线性相关. 
推论 3.3.1  设向量组 1 2: , , , nB    能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示，如果向量组

B 线性无关，则m n≥ ． 
推论 3.3.2  设向量组 1 2: , , , mA a a a 与向量组 1 2: , , , nB    可以相互线性表示，如果

向量组 A 和 B 都线性无关，则m n ． 

3.4  向量组的秩 

前面两节讨论向量组的线性组合和线性相关性时，矩阵的秩起到了十分重要的作用，

为了进一步讨论，我们把秩的概念引进到向量组，本节将讨论向量组的最大无关组的概念

和有关结论． 
定义 3.4.1  设有向量组 A ，如果 A 中能选出 r 个向量 1 2, , , ra a a ，满足 

（1） A 的部分组 0 1 2: , , , rA a a a 线性无关； 

（2）向量组 A 中任意 1r  个向量都线性相关． 
那么称向量组 0A 是向量组 A 的一个最大线性无关向量组（简称最大无关组），最大无

关组所含向量的个数 r 称为向量组 A 的秩，记为 RA ． 
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只含零向量的向量组没有最大无关组，规定它的秩为 0． 
对于只含有限个向量的向量组 1 2: , , , mA a a a ，它可以构成矩阵 1 2( , , , )m A a a a ．把

定义 3.4.1 与矩阵的最高阶非零子式及矩阵秩的定义作比较，容易得到向量组 A 的秩就等

于矩阵 A 的秩，即有如下定理． 

定理 3.4.1  矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩． 
证明：设 1 2: , , , mA a a a ， ( )R rA ，并设 r 阶子式 0r D . 据定理 3.3.2， 0r D 知 rD

所在的 r 列线性无关；又有 A 中所有 1r  阶子式均为零，知 A 中任意 1r  列向量都线性相

关．因此 rD 所在的 r 列是 A 的列向量组的一个最大线性无关组，所以列向量组的秩等于

r ．类似可证矩阵行向量组的秩也等于 ( )R A ． 

今后，向量组 1 2, , , ma a a 的秩记为 1 2( , , , )mR a a a ． 

不妨设向量组 1 2: , , , mA a a a 的一个最大线性无关组为 1 2: , , , rB a a a ( )r m ，则由定

义 3.4.1 知向量组 1 2, , , , ( 1, 2, , )r k k r r m   a a a a 一定线性相关，再由定理 3.3.4 知

( 1, 2, , )k k r r m   a 可由向量组 B 线性表示，显然可得：向量组 A 中的每一个向量可由

A 的最大线性无关组线性表示．当然，向量组 B 也可由向量组 A 线性表示，于是，向量组

A 和它的最大线性无关组 B 是等价的．据以上分析不难得到如下定义． 

最大无关组的等价定义 
设向量组 0 1 2: , , , rA a a a 是向量组 A 的部分组，且满足 

（1）向量组 0A 线性无关； 

（2）向量组 A 中任意一个向量都能由向量组 0A 线性表示； 

那么向量组 0A 便是向量组 A 的一个最大线性无关组． 

n 维的单位坐标向量构成向量组 1 2: , , , nE e e e 作为全体 n 维的实向量组 nR 的线性无

关的部分组，它是 nR 的一个最大线性无关组，这是因为 nR 中任意一个向量都可以由向量

组 1 2: , , , nE e e e 线性表示. 一般情况下，向量组的最大线性无关组不唯一． 

例 3.4.1  设向量组 1

1

1

2

 
   
  

a ， 2

3

1

0

 
   
  

a ， 3

2

2

4

 
   
  

a ，求它的最大无关组． 

解：因为 3 1 22 0 a a a ，向量组 1 2 3, ,a a a 线性相关，又因为 2 3,a a 线性无关， 1 2,a a 也线

性无关， 1 3,a a 线性相关，所以向量组 1 2,a a 和 2 3,a a 都是向量组 1 2 3, ,a a a 的最大线性无关组． 

例 3.4.2  求矩阵

1 2 3 2 5

2 2 2 3 5

3 2 1 1 2

1 1 1 1 0

 
 
 
 
 
   

A 秩和它的一个最大线性无关组，并把其余向

量表示为所求最大无关组的线性组合． 
解：设矩阵 A 的列向量组记为 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a ，对 A 施行初等行变换变为行阶梯形矩阵 
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1 2 3 2 5

0 1 2 3 5

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

→A  

知 ( ) 3R A ，故列向量组的最大无关组含 3 个向量，而三个非零行的首元在 1、2、4 列，

故 1 2 4, ,a a a 为列向量组的一个最大无关组．原因是 

1 2 4

1 2 2

0 1 3
( , , )

0 0 1

0 0 0

 
 
 
 
 
 

→a a a  

知 1 2 4( , , ) 3R a a a ，故 1 2 4, ,a a a 线性无关． 

为把 3 5,a a 用 1 2 4, ,a a a 线性表示，把矩阵 A 的行阶梯形矩阵再化为行最简形矩阵为 

1 0 1 0 1

0 1 2 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

  
 
 
 
 
 

→A  

把上列行最简形矩阵记为 1 2 3 4 5( , , , , )B b b b b b ，由于方程 0Ax 与 0Bx 同解，即方程 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 0a x a x a x a x a x      

与                        1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 0b x b x b x b x b x      

同解，因此向量 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a 之间和向量 1 2 3 4 5, , , ,b b b b b 之间有相同的线性关系．现在

3 2 12 b b b ， 5 4 2 12  b b b b ，因此有 3 2 12 a a a ， 5 4 2 12  a a a a ． 

设向量组 1 2: , , , mA a a a 构成矩阵 1 2( , , , )m A a a a ，根据向量组秩的定义及定理 3.4.1，有 

1 2( , , , ) ( )A mR R R a a a A ． 

由此可知，前面介绍的定理 3.2.1、3.2.2、3.2.3 和 3.3.2 出现矩阵的秩均可改为向量组的秩，

例如，定理 3.2.2 可叙述为 
向量组 1 2: , , , nB b b b 能由向量组 1 2: , , mA a a a 线性表示的充分必要条件是 

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , , , , , )m m nR R  a a a a a a b b b ． 

这里记号 1 2( , , , )mR a a a 可以理解为矩阵的秩，也可理解为向量组的秩． 

另外，前面建立定理 3.2.1、定理 3.2.2、定理 3.2.3 时，限定向量组只含有限个向量，

现在可以去掉这一限制，把定理 3.2.1、定理 3.2.2、定理 3.2.3 推广到一般情形，推广的方

法是用最大无关组作过渡，例如，定理 3.2.3 可叙述如下。 
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如果向量组 B 能由向量组 A 线性表示，则 B AR R≤ ． 

证明：设 ,R s R t B A ，并设向量组 B 和向量组 A 最大无关组分别为 

0 1 2: , , , sA a a a 和 0 1 2: , , , tB b b b ． 

由于组 0B 能由组 B 表示，组 B 能由组 A 线性表示，组 A 能由 0A ，因此 0B 组能由 0A 组表

示，根据定理 3.2.3，有 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )t sR R ≤b b b a a a ，即 t s≤ ． 

定理 3.4.2  设 AB C ，则 ( ) min{ ( ), ( )}R R R≤C A B ． 

证明：方法一 因 AB C ，知矩阵方程 AX C ，有解 X B ，于是由定理 3.1.4 有

( ) ( , )R RA A C ．而 ( ) ( , )R R≤C A C ，因此 ( ) ( )R R≤C A ．又 T T TB A C ，用以上类似分析

可得 T T( ) ( )R R≤C B ，即 ( ) ( )R R≤C B ．综合便得 ( ) min{ ( ), ( )}R R R≤C A B ． 

方法二 设 1 2( , , , )m n n  A a a a ，

11 12 1

21 22 2

1 2

s

s
n s

n n ns

k k k

k k k

k k k



 
 
 
 
 
 




   


B ，则 1 2( , , , )m s s  AB C    ， 

即                  

11 12 1

21 22 2
1 2 1 2

1 2

( , , , ) ( , , , )

s

s
s n

n n ns

k k k

k k k

k k k

 
 
 
 
 
 




 
   



a a a    

因此有              1 1 2 2j j j nj nk k k   a a a （ 1,2, ,j s  ） 

即 AB 的列向量组 1 2, , , s   可由 A的列向量组 1 2, , , na a a 线性表示，故 1 2, , , s   的最大

无关组可由 1 2, , , na a a 的最大无关组线性表示，所以有 ( ) ( )R R≤AB A ．类似地，由
T T TB A C ，可以证明 ( ) ( )R R≤AB B ，综合便得 ( ) min{ ( ), ( )}R R R≤C A B ． 

3.5  向 量 空 间 

本章 3.2 节中提到 n维向量空间的概念，下面给出向量空间的确切定义． 

定义 3.5.1  设V 为 n维向量的集合，若集合V 非空，且集合V 对于加法和乘数两种运

算封闭，则称集合V 为向量空间．所谓封闭，是指在集合V 中可以进行加法和乘数两种运

算．具体地说，即是：若 ,V V   ，则 V   ；若 ,V R   ，则 V ． 

例 3.5.1 证明：集合  T
1 1 1 1( , , ,0) , , }n nV R    x x x x x 是一个向量空间． 

证明：设是实数，若向量 T
1 1( , , ,0)n V a a a ， T

1 1( , , ,0)n V b b b ，则 1( a b a  
T

1 1 1, , ,0)n n V   b a b ， T
1 1( , , ,0)n V    a a a ，集合V 是向量空间． 

例 3.5.2 证明：集合  T
1 1 1 1( , , ,1) , , }n nV R    x x x x x 不是一个向量空间． 
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证明：因为 T
1 1( , , ,1)n V a a a ，则 T

1 12 (2 , ,2 ,2)n V a a a ． 

例 3.5.3  齐次线性方程组的解集 { | 0}S  a Ax 是一个向量空间，（称为齐次线性方

程组的解空间）．因为由齐次线性方程组的性质 1、性质 2，即知其解集 S 对向量的线性运

算是封闭． 
例 3.5.4  非齐次线性方程组的解集 { | }S  x Ax b 不是向量空间．因为 S 是空集时，S

不是向量空间；当 S 非空时，如果 ,S  则 (3 ) 3A b b   ，所以 3 S  ，不满足对乘数运

算封闭． 
定义 3.5.2  设 1 2, , , ma a a 为向量组，则集合 1 1 2 2 1 2{ | , , ,m mL          x a a a  

}m R   称为由向量组 1 2, , , ma a a 生成的向量空间． 

定义 3.5.3  设有向量空间 1V 和 2V ，如果 1 2V V ，就称 1V 是 2V 的子空间． 

任何由 n维向量所组成的向量空间V ，总有 nV R ，故这样的向量空间V 总是 nR 的

子空间． 
定义 3.5.4  设V 是向量空间，若 s个向量 1 2, , , s Va a a ，并且满足 

（1） 1 2, , , sa a a 线性无关； 

（2）V 中任何向量都可由 1 2, , , sa a a 线性表示，则向量组 1 2, , , sa a a 就称为向量空间V

的一个基， r 称为向量空间V 的维数，记为 dimV r ，并称V 为 r 维向量空间．向量空间

的维数就是向量空间作为向量组的秩．如果向量空间V 没有基，那么V 的维数为 0．0 维

向量空间只含一个零向量． 
如果在向量空间V 中任取一个基 1 2, , , sa a a ，那么V 中任何向量 可唯一地表示为 

1 1 2 2 s sk k k   a a a  

数组 1 2, , , sk k k 称为向量 在基 1 2, , , sa a a 中的坐标． 

特别地，在 n 维向量空间 nR 中取单位坐标向量组 1 2, , , ne e e 为基，则向量

1 1( , , , )n n x x x x 可以表示为 1 1 2 2 n n   x x e x e x e ，向量在基 1 2, , , ne e e 中的坐标就是

该向量的分量．故 1 2, , , ne e e 叫 nR 中的自然基． 

例 3.5.5  求向量 T
1 2( , , , )na a a  在基 T

1 (1,0,0, ,0)  ， T
2 (1,1,0, ,0)  ，…，

T
1 (1,1, ,1,0)n   ， T(1,1, ,1,1)n   下的坐标． 

解：设

1 1

2 2

1 1 2 2

1 1

n

n

n n

n n n

n n

a x x

a x x

x x x

a x x

a x
 

    
       
        
   

   
      




       

解得向量 在基 1 2, , , n   下的坐标为 1 1 1 1 2, , ,n n n n nx a x a a x a a      ． 
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3.6  线性方程组解的结构 

本节将利用向量组的相关性的理论来讨论线性方程组解的有关性质，以期得到线性方

程组通解的表示，这就是线性方程组解的结构． 

3.6.1  齐次线性方程组解的结构 

设有齐次线性方程组 

                            

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

                        

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    






 (3.6.1) 

如果记 

11 12 1

21 22 2

1 2

    

    

              

 

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
  






A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


x  

方程组(3.6.1)可改写为矩阵方程 

                                     0Ax  (3.6.2) 

称矩阵方程(3.6.2)的解

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


x 为方程组(3.6.1)的解向量． 

3.6.1.1  齐次线性方程组解的性质 

性质 3.6.1  若 1 2,  是矩阵方程(3.6.2)的解，则 1 2  也是该方程的解． 

证明：因为 1 2,  是矩阵方程(3.6.2)的解，所以 1 20, 0 A A  ．两式相加得 

1 2( ) 0 A    

即 1 2  是方程(3.6.2)的解． 

性质 3.6.2  若 1 为矩阵方程(3.6.2)的解， k 为实数，则 1k 也是矩阵方程(3.6.2)的解． 

证明： 1 为矩阵方程(3.6.2)的解，所以 1 0A ，则 1 1 0 0k k k   A A  ，即 1k 也是

矩阵方程(3.6.2)的解． 
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把矩阵方程(3.6.2)的全体解所组成的集合记为 S ，如果找到解集 S 的一个最大无关组

0 1 2: , , , rS    ，那么矩阵方程(3.6.2)的任一解都可由最大无关组 0S 线性表示；另一方面，

由性质 3.6.1 和性质 3.6.2 可知，最大无关组 0S 的任何线性组合 1 1 2 2 r rk k k   x    都

是方程(3.6.2)的解，因此上式便是方程(3.6.2)的通解． 

齐次线性方程组解集的最大无关组称为该齐次线性方程组的基础解系．由以上讨

论可知，要求齐次线性方程组的通解，就是求出它的基础解系．当一个齐次线性方程

组只有零解时该方程组没有基础解系，而当一个齐次线性方程组有非零解时，是否一

定存在基础解系呢？如果存在基础解系，怎样去求基础解系？下面定理回答了这两个

问题． 
定理 3.6.1  对于齐次线性方程组 0m n A x ，若 ( )  R r nA ，则方程组的基础解系一

定存在，且每个基础解系中所含解向量的个数均等于 n r ，其中 n是方程组所含向量的

个数． 
证明：因为 ( )  R r nA ，故对 A 施以初等行变换，可化为如下形式： 

11 1,

21 2,

1 ,

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n r

n r

r r n r

b b

b b

b b







 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 
 

      
 
 
 

      
 

 

即齐次线性方程组 0Ax 与下面的方程组通解： 

                        

1 11 1 1,

2 21 1 2,

1 1 ,

r n r n

r n r n

r r r r n r n

x b x b x

x b x b x

x b x b x

 

 

 

   
    


    






 (3.6.3) 

其中 1 2, , ,r r nx x x   是自由未知量．分别取 

1

2

1

0

0

r

r

n

x

x

x





   
   
   
   
   

  

 
，

0

1

0

 
 
 
 
 
 


，…，

0

0

1

 
 
 
 
 
 


 

代入(3.6.3)式，即可得到方程组 0Ax 的 n r 个解： 
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11

1

1 1

0

0

r

b

b

 
 
 
 
   
 
 
 
  





 ，

12

2

2 0

1

0

r

b

b

 
 
 
 
   
 
 
 
  





 ，…，

1,

,

0

0

1

n r

r n r

n r

b

b







 
 
 
 
   
 
 
 
  





 ． 

1 2, , , n r   就是齐次线性方程组 0Ax 的一个基础解系，这是因为 n r 个 n r 维向量

1

0

0

 
 
 
 
 
 


，

0

1

0

 
 
 
 
 
 


，…，

0

0

1

 
 
 
 
 
 


线性无关，所以 n r 个 n 维向量组 1 2, , , n r   亦线性无关；并且方

程组 0Ax 的任一解都可表示为 1 2, , , n r   的线性组合，所以 1 2, , , n r   是 0Ax 的一

个基础解系． 

3.6.1.2  解空间及其维数 

由向量空间的概念以及性质 3.6.1 和性质 3.6.2 知，齐次方程组 0Ax 的全体解向量所

构成的集合V 对于向量的加法和数乘是封闭的，因此构成一个向量空间．称此向量空间为

齐次线性方程组 0Ax 的解空间．当 ( ) R rA 时，解空间V 的维数为 n r ．当 ( ) R nA 时，

方程组 0Ax 只有零解，此时V 只含有一个零向量，解空间V 的维数为 0．当 ( )  R r nA

时，方程组 0Ax 必含有 n r 个向量的基础解系 1 2, , , n r   ．此时方程组的任一解 x 可

表示为 1 1 2 2 n r n rc c c     x    ，其中 1, , , n rc c c  为任意实数．解空间可表示为 

1 1 2 2 1 2{ | , , , , }n r n r n rV c c c c c c       x x   R   ． 

例 3.6.1  求如下齐次线性方程组的解： 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 3 0

3 2 0

2 3 5 5 0

3 5 6 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     
     

． 

解： 4, 5,m n m n   ，方程组有无穷多个解，对系数矩阵 m nA 施以初等行变换，化

为行最简形矩阵，有 

1 1 1 4 3 1 0 2 1 2

1 1 3 2 1 0 1 1 3 1

2 1 3 5 5 0 0 0 0 0

3 1 5 6 7 0 0 0 0 0

m n

    
          
   
   

   

→  

原方程组与下列方程组通解： 
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1 3 4 5

2 3 4 5

2 2

3

x x x x

x x x x

   
   

，其中 3 4 5, ,x x x 为自由未知量，令自由未知量
3

4

5

x

x

x

 
 
 
  

取值

1

0

0

 
 
 
  

，

0

1

0

 
 
 
  

，

0

0

1

 
 
 
  

，分别得到方程组的解为 

1

2

1

1

0

0

 
 
 
 
 
 
  

 ， 2

1

3

0

1

0

 
  
 
 
 
  

 ， 3

2

1

0

0

1

 
 
 
 
 
 
  

  

1 2 3, ,   就是所给方程组的一个基础解系．方程组的通解为 

1 1 2 2 3 3c c c  x    （ 1 2 3, ,c c c 为任意实数）． 

例 3.6.2  如果 0m n n l  A B ，证明 ( ) ( )R R n ≤A B ． 

证明：记 1 2( , , , )l B b b b ，则 1 2( , , , ) (0,0,...,0)l AB A b b b ，即 0i Ab ， 1,2, ,i l  ，

上式表明矩阵 B 的 l 个列向量都是齐次方程 0Ax 的解．设方程 0Ax 的解集为 S ，由

i Sb 可知有 1 2( , , , ) l SR r≤b b b ，即 ( ) SR r≤B ，由定理 3.6.1 可知 ( )  SR r nA ，故

( ) ( )R R n ≤A B ． 

3.6.2  非齐次线性方程组解的结构 

设有非齐次线性方程组 

                             

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

                       

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (3.6.4) 

它也可写成矩阵方程 
                                    Ax b  (3.6.5) 
称 0Ax 为 Ax b 对应的齐次线性方程组（也称为导出组）． 

性质 3.6.3  设 1 2,  是非齐次线性方程组 Ax b 的解，则 1 2  是对应的齐次线性方

程组 0Ax 的解． 
证明：因为 1 2 1 2( ) 0     A A A b b    ，即 1 2  是对应的齐次线性方程组 0Ax

的解． 
性质 3.6.4  设 是非齐次线性方程组 Ax b 的解， 是对应的齐次线性方程组 0Ax

的解，则   为非齐次线性方程组 Ax b 的解． 

证明： ( ) 0     A A A b b    ，即   为非齐次线性方程组 Ax b 的解. 
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若方程组 0Ax 的通解为 1 1 2 2 n r n rk k k     x    ，则方程组 Ax b 任一解总可表

示为 *
1 1 2 2 n r n rk k k      x     ．而由性质 3.6.4 可知，对任意实数 1 2, , , n rk k k  ，上式

总是方程组(3.6.5)的解，于是方程组(3.6.5)的通解为 
*

1 1 2 2 n r n rk k k      x     ( 1 2, , , n rk k k  为任意实数)． 

其中 1 2, , , n r   是方程组 0Ax 的基础解系． 

例 3.6.3  求下列非齐次线性方程组的通解 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1

3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

． 

解：对方程组的增广矩阵 ( , )A b 施以初等行变换，化为行最简形 

3 3 5
1 0

2 4 4
3 7 1

( , ) 0 1
2 4 4

0 0 0 0 0

  
 
    
 
 

→A b  

( ) ( , ) 2 4  R RA A b ，可知方程组有无穷多解，原方程组的等价方程组是 

1 3 4

2 3 4

3 3 5

2 4 4
3 7 1

2 4 4

x x x

x x x

   

   


 

令 3

4

1 0
,

0 1

x

x

     
     
    

分别代入
1 3 4

2 3 4

3 3

2 4
3 7

2 4

x x x

x x x

  

  


，求得基础解系 1

3 / 2

3 / 2

1

0

 
 
 
 
 
 

 ， 2

3 / 4

7 / 4

0

1

 
 
 
 
 
 

 ，令

3

4

0

0

x

x

   
   
  

，得方程组的一个特解

5 / 4

1/ 4

0

0

 
  
 
 
 

 ，所求方程组的通解为 

1 1 2 2k k  x    （ 1 2,k k 为任意实数）． 

例 3.6.4  设四元的非齐次线性方程组 Ax b 的系数矩阵 A 的秩为 3，已知它的三个解

向量为 1 2 3, ,   ，其中 

1

1

2

3

4

 
 
 
 
 
 

 ，
2 3

4

2

6

2

 
 
  
 
 
 

   

求方程组的通解． 
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解：依题意方程组的导出组 0Ax 的基础解系含有 4 3 1  个向量，于是导出组的任

何一非零的解都可作为其基础解系． 

1 2 3

1

11
( )

02

5

 
 
   
 
 
 

    

是导出组的非零的解，可作为基础解系．故方程组 Ax b 的通解为 

1 1 2 3

1 1

2 11
( )

3 02

4 5

c c

   
   

                
   
   

x        （其中 c 为任意常数）． 

习  题  3 

3.1 求解下列齐次线性方程组 

（1）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 0

2 2 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

  

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

3 6 3 0

5 10 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

     

（3）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0

2 5 2 0

3 4 0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

   

（4）
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 6 4 2 0

2 2 3 5 3 0

5 6 8 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     

  

3.2 求解下列非齐次线性方程组 

（1）
1 2 3

1 2 3

1 2

4 2 2

3 2 10

11 3 8

x x x

x x x

x x

  
   
  

  

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

4 2 2 2

2 1

x x x x

x x x x

x x x x
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（3）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

3 2 3 4

4 3 5 2

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     

  

（4）

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 3 2 3

2 6 3 2

3 2 1

3 9 5 5

x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x

    
    
      
     

  

3.3 为何值时，下列非齐次线性方程组有唯一解、无解和无限多解？在有无限多解

时，求出通解． 

（1）
1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1x x x

x x x

x x x


 

 

  
   
   

  

（2）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 ) 2 2 1

2 (5 ) 4 2

2 4 (5 ) 1

x x x

x x x

x x x




 

   
    
      

 

3.4 确定 ,a b 的值使下列非齐次线性方程组有解，并求其解 

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 2

1

3

5

x x x x

x x x

x x x x a

x x x x b

   
   
    
    

． 

3.5 已知 1 2 3 4( , , , ) 3R a a a a ， 2 3 4 5( , , , ) 4R a a a a ，证明 

（1） 1a 能由 2 3 4, ,a a a 线性表示； 

（2） 5a 不能由 1 2 3 4, , ,a a a a ． 

3.6 已知向量组 1

1

2

2

2

 
 
 
 
 
 

a ， 2

1

3

0

11

 
 
 
 
 
 

a ， 3

2

1

2

5

 
  
 
 
 

a 和向量组 1

3

1

0

3

 
 
 
 
 
 

b ， 2

3

4

2

16

 
  
 
 
 

b ，

3

1

7

4

15

 
 
 
 
 
 

b ，证明向量组 1 2 3, ,a a a 和 1 2 3, ,b b b 等价． 

3.7 已知向量组 1 2 3: , ,B b b b 由向量组 1 2 3: , ,A a a a 线性表示的表示式为 

1 1 2 3  b a a a ， 2 1 2 3  b a a a ， 3 1 2 3   b a a a  
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试将向量组 A 的向量用向量组 B 的向量线性表示． 

3.8 已知 1

1

2

3

 
   
  

a ， 2

3

1

2

 
   
  

a ， 3

2

3

c

 
   
  

a ，问 

（1） c 为何值时， 1 2 3, ,a a a 的线性无关； 

（2） c 为何值时， 1 2 3, ,a a a 的线性相关，并将 3a 表示成 1 2,a a 的线性组合． 

3.9 判断下列向量组是线性相关还是线性无关 

（1）

4 1 2

1 2 1
, ,

6 3 0

1 1 1

      
     
     
     
     
     

；（2）

1 1 1 1

1 1 1 1
, , ,

1 1 1 1

1 1 1 1

       
                
       
       

       

；（3）

1 5 0 3

2 6 8 10
, , ,

1 9 7 14

0 1 1 2

       
               
        
       

        

． 

3.10 设 1 2 3, ,a a a 线性无关，问 k 为何值时，向量组 2 1 3 2 1 3, ,k  a a a a a a 线性无关． 

3.11 设 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1, , ,       b a a b a a b a a b a a ，证明向量组 1 2 3 4, , ,b b b b 线性相关． 

3.12 设 1 1 2 1 2 1 2, , , t t       b a b a a b a a a ，且向量组 1 2, , , ta a a 线性无关，证明

向量组 1 2, , , tb b b 也线性无关． 

3.13 求下列向量组的秩，并求一个最大无关组 

（1） 1 2 3

1 9 2

2 100 4
, ,

1 10 2

4 4 8

     
            
     
     

     

   ； 

（2） T T
1 (1, 2, 1, 3) ， T T

2 (4, 1, 5, 6)    ， T T
3 (1, 3, 4, 7)    ． 

3.14 利用初等行变换求下列矩阵列向量组的一个最大无关组，并把其余向量用最大无

关组线性表示： 

（1）

1 1 0

2 0 4

2 3 2

 
 
 
  

； 

（2）

1 1 2 2 1

0 2 1 5 1

2 0 3 1 3

1 1 0 4 1

 
  
 
 

 

． 

3.15 设矩阵

2 1 2

3 2 3

1 3 1 1

 
   
  

a

A b ， ( ) 2R A ，求 ,a b的秩．     

3.16 求齐次线性方程组的基础解系 
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（1）

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 0

2 3 0

3 8 0

3 9 7 0

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

  
    
    
    

    

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 10 2 0

2 4 5 0

3 8 6 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

    

3.17 求非齐次线性方程组的一个特解和其所对应齐次线性方程组的基础解系： 

（1）
1 2

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 2 1

5 3 2 2 3

x x

x x x x

x x x x

 
    
    

  

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 3 11

5 3 6 1

2 4 2 6

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     

  

3.18 已知 3 阶矩阵 A 和 3 维的列向量满足 3 23 A x Ax A x ，且向量组 2, ,x Ax A x 线性

无关 

（1）记 2( , , )P x Ax A x ，求 3 阶的矩阵 B ，使 AP PB ；（2）求 A ． 

3.19 n阶的矩阵 A 满足 2A A ， E 为单位阵，证明 ( ) ( )R R n  A A E ． 

3.20 求一个齐次的方程组，使它的基础解系由下列向量组成 

1

1

2

0

3

1

 
  
 
 
 
  

 ， 2

2

3

2

5

3

 
  
 
 
 
  

 ， 3

1

2

1

2

2

 
  
 
 
 
  

 ． 

3.21 设矩阵 A 的秩为 r ， 0 为 AX b 的特解， 0Ax 的一个基础解系为

1 2, , , n ra a a ，X 的维数为 n，证明 0 0 1 0, , , n r a a   与 0 0 1 0, , , n r a a   均

为 AX b 的 1n r  个线性无关的解． 
3.22 设 1 2, , , ta a a 是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系 1 2 3 t   b a a a ，

2 1 3 t   b a a a ，， 1 2 1t t   b a a a ，证明向量组 1 2, , , tb b b 也是齐次

线性方程组 0Ax 的基础解系． 
3.23 苏打含有碳酸氢钠（ 3NaHCO ）和柠檬酸（ 3 6 5 7H C H O ）．它在水中溶解时，按照

如下反应生成柠檬酸钠、水和二氧化碳： 

3NaHCO  3 6 5 7 3 6 5 7 2 2H C H O Na C H O H O CO+ +→  

试用线性方程组的方法配平该化学方程式． 



 

 

第 4章  矩阵的特征值与特征向量 

本章主要讨论方阵的特征值与特征向量、矩阵的相似及对角化等问题，这里涉及向量

的内积、正交等知识． 

4.1  向量的内积与正交向量组 

4.1.1  向量的内积 

定义 4.1.1  设 T
1 2( , , , )na a a  ， T

1 2( , , , ) n
nb b b  R ．记 

1 1 2 2
1

[ , ]
n

n n k k
k

a b a b a b a b


       

称 [ , ]  为向量 与  的内积． 

内积是两个向量之间的一种运算，其结果是一个实数，它也可以视为矩阵的乘积，即有 
T[ , ]     ． 

要注意 T  和 T 的区别，如 

1 4

2 , 5

3 6

   
       
      

  ，则 T

4

[1 2 3] 5 32

6

 
   
  

  ， T

4 5 6

8 10 12

12 15 18

 
   
  

 ． 

容易证明内积具有下列性质（其中 , , , ,n k l R R   ）： 

① [ , ] [ , ]    ；② [ , ] [ , ]k k    ；③ [ , ] [ , ] [ , ]         ； 

④ [ , ] 0≥  ，且 [ , ] 0 0     ；⑤ [ , ] [ , ] [ , ]k l k l         ． 

4.1.2  向量的长度 

定义 4.1.2  设 T
1 2( , , , ) n

na a a  R ，令 2 2 2
1 2[ , ] na a a       ，称  为

向量 的长度． 

例如，

1

2

3

 
   
  

 ， 2 2 21 2 3 14    ． 

向量长度的性质（设 , nR  ， k R ）： 
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① 0≥ ，且 0 0    （非负性）； 

② k = k  （正齐次性）； 

③  ≤    （三角不等式）． 

长度为 1 的向量称为单位向量．例如， 1 2, , , n   的长度都是 1． 

将向量单位化的方法：由 k k   ，有
1 1

1   
 

，故
1



为单位向

量．如

1

2

3

 
   
  

 ，单位化得

1
1

2
14

3

 
   
  

 ． 

4.1.3  正交向量组 

定义 4.1.3  向量的夹角：设 , , 0, 0n  R    ，称 arccos 
[ , ] 
 

，0 π≤ ≤ ，

为 与  的夹角．当 [ , ] 0  时，称 与  正交，记为   ．  

显然 0 ，则 与 nR 中任何向量都正交．例如， 
1 1

2 , 1

3 1

   
       
      

  ，则 T

1

[1 2 3] 1 0

1

 
   
  

  ，则 与  正交． 

定义 4.1.4  两两正交的非零向量构成的向量组为正交向量组． 

正交向量组具有如下性质． 
定理4.1.1  若n维向量 1 2, , , r   是一组两两正交的非零向量，则 1 2, , , r   线性无关． 

证  设有 1 2, , , r   使 

1 1 2 2 0r r         

以 T
1 左乘上式两端，得 

T
1 1 1 0   ． 

因为 T
1 0 ，所以

2T
1 1 1 0    ，从而必有 1 0  ．同理可证 2 30, 0, , 0r     ，

于是 1 2, , , r   线性无关． 

定义 4.1.5  设 1 2, , , m   是向量空间V 的一个基，如果 1 2, , , m   两两正交，且每

个向量 i 又都是单位向量，则称 1 2, , , m   是V 的一个规范正交基． 

例 如 ，
T

1

1 1
, ,0,0

2 2

   
 

e ，
T

2

1 1
, ,0,0

2 2

   
 

e ，
T

3

1 1
0,0 ,

2 2

   
 

e ， 4 e  

T
1 1

0,0, ,
2 2

  
 

是 4R 的一个规范正交基． 
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下面介绍向量组的正交化即施密特正交化法． 
设 1 2, , , S   为线性无关的向量组．若令 

1 1  ,
T
2 1

2 2 1T
1 1

 
 

  
 

,   
T T
3 1 3 2

3 3 1 2T T
1 1 2 2

  
   

   
   

,…, 

                  
T TT

1 12 2
1 2 1T T T

1 1 2 2 1 1

s S S
s s S

S S




 

            
     

， 

可以验证 1 2, , , s   是正交向量组，且与 1 2, , , S   可以相互线性表示，也就是说向

量组 1 2, , , S   与向量组 1 2, , , s   等价． 

上述从线性无关向量组 1 2, , , S   导出正交向量组 1 2, , , s   的过程称为施密特

（Schimidt）正交化过程． 

例 4.1.1  试用施密特（Schimidt）正交化过程把向量组 1 2 3

1 1 3

2 1 2
, ,

2 5 8

1 3 7

     
     
       
     
     
      

   规

范正交化． 

解：取 

           1 1

1

2

2

1

 
 
  
 
 
 

  ，
T
2 1

2 2 1T
1 1

1 1 2

1 2 310

5 2 310

3 1 2

     
              
      
     

     

   
 

， 

           
T T
3 1 3 2

3 3 1 2T T
1 1 2 2

3 1 2 2

2 2 3 130 26

8 2 3 110 26

7 1 2 2

       
                    
        
       
         

      
   

， 

再把它们单位化： 

1
1

1

e



=

1

21

210

1

 
 
 
 
 
 

， 2
2

2

e



=

2

31

326

2

 
 
 
 
 
 

， 3
3

3

e



=

2

11

110

2

 
  
 
 
 

． 

1 2 3, ,e e e 即为所求的规范正交向量． 
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4.1.4  正交矩阵 

定义 4.1.6  如果 n阶矩阵 A 满足 T A A E ，则称 A 为正交（矩）阵． 

例如，

2 2

2 2

2 2

2 2

 
 

 
 
 
 

A ， T

2 2

2 2

2 2

2 2

 
 
 
 
 
 

A ， T A A E ，所以 A 为正交阵． 

正交矩阵 A 具有下列性质． 

定理 4.1.2 
（1）若 A 为正交矩阵，则 1 A ． 

证   因为 T T T1 1      A A E A A E A A ，又
2T 1 1     A A A A ． 

（2）若 A 为正交阵，则 A 可逆，且 1 T A A ． 

证  因为为正交阵，则 1 0  A ，所以 A 可逆，又因为 T A A E ，所以 T 1A A ． 

（3）若 ,A B 均为正交矩阵，则 AB 也为正交矩阵． 

证  T T T T T T T, ,( )    A A E B B E AB AB B A AB A ABB E ．所以 AB 也为正交矩阵． 

（4）对任意 n维列向量 和  ， A 和 A 保持 和  的内积，即 [ , ] [ , ]A A    ． 

证   T T T T[ , ] ( ) ( ) ( ) [ , ]   A A A A A A          ． 

正交矩阵的充要条件如下． 

定理 4.1.3  A 为正交矩阵 A 的行（列）向量组是单位正交向量组． 
证  设有 n n 实矩阵 1 2( )n A    ， i 为 A 的第 i 列（ 1,2, , )i n  ． 

T
1

T
2

1 2

T
3

( )
 

n

 
 
 
 
 
  







  



= E ， T ( )i j ij  ，
1,      

0      ij

i j

i j



   ，

  （ 1,2, , )i j n ， ． 

同理可证上述结论对行向量也成立． 
定义 4.1.7  若 P 为正交阵．则线性变换  P  称为正交变换．设  P  为正交变换，

由定理 4.1.2（4）易得正交变换保持向量长度不变． 

4.2  方阵的特征值与特征向量 

4.2.1  矩阵的特征值 

定义 4.2.1  设 A 为 n阶方阵， 为 n维非零向量，为一个数，若 A  ，则称 
为矩阵 A 的一个特征值，所对应的向量 称为对应于特征值的特征向量． 
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例如，

2 1 1

2 2 2 2

2 3 3

     
          
          

，此时 2 称为 A的特征值，而

1

2

3

 
 
 
  

称为对应于 2 的特征向量． 

一般来说，特征值和特征向量是成对出现的，但它们之间不是一一对应关系，一个特

征值可能对应多个特征向量．设 都是方阵 A 对应于特征根 的特征向量，对于任意非零

常数 k ，则 k 也是方阵 A 的对应于特征根 的特征向量，那么特征值和特征向量究竟如何

求呢？我们来分析一下． 
由 0 ( ) 0        A A E A     ，若设 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


  

则有

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

0

0

0

n

n

n n nn n

a a a x

a a a x

a a a x






       
            
     
            




     


，此时为一个齐次线性方程组 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) 0

( ) 0

( ) 0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x






   
     


     






 

于是，要使特征值 与特征向量 存在，则上述方程组必有非零解 ( 0) ，而齐次线

性方程组有非零解的条件为 ( )r nA ．由于此处的 A 为方阵，也可以用克莱默法则，也就

是系数行列式等于零，即 0  E A 时，方程组有非零解． 

以后，我们将  E A 称为矩阵 A 的特征矩阵，其对应的行列式  E A 称为特征多项

式，记为 ( )f  ， 0  E A 称为特征方程． 

由此可见，求矩阵特征值和特征向量的步骤如下： 
（1）求特征方程 ( ) 0f    E A 的所有相异实根 1 2, , , m   ，这些相异实根就是矩

阵 A 的特征值； 
（2） 求方程组( ) 0i  E A  的所有非零解向量，这些向量就是对应于特征值 i 的特征向量． 

例 4.2.1  求下列矩阵的特征值和特征向量． 

（1）
1 2

6 2

 
 
 

． 

解  特征方程为 2
1 2

1 2
3 10 0 2, 5

6 2


    


 

         
 

E A 为特征值． 
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1 2   时，对应的方程组为
1 2

1 2

3 2 0

6 4 0

x x

x x

  
  

，
2

3 2 1
3

6 4
0 0

            

→ ，所以方程组的基础

解系为

2

3
1

  
 
 

 ，从而 1 2   所对应的特征向量为

2
, 03

1
k k
   
 
 

． 

2 5  时，对应的方程组为
1 2

1 2

4 2 0

6 3 0

x x

x x

 
  

，

1
4 2 1

2
6 3

0 0

           

→ ，所以方程组的基础

解系为

1

2
1

 
 
 
 

 ，从而 2 5  所对应的特征向量为

1
, 02

1
k k
 
  
 
 

． 

（2）
5 6 3

1 0 1

1 2 1

 
   
  

A ． 

解  特征方程为 3
1 2 3( 2) 0 2         ，特征向量为

1 2

2 1

1 0

0 1

   
      
      

k k ，k1、k2不全为 0． 

（3）
1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
    
   

A ． 

解  特征方程为 2( 1) ( 5) 0    ， 1 5   时，特征向量为

1

1

1

c

 
 
 
  

， 2 3 1   时，特

征向量为 1 2

1 1

1 0

0 1

k k

   
      
      

，k1、k2 不全为 0． 

（4）
0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
   
  

A ． 

解  特征方程为 2( 1)( 1) 0    ， 1 1   时，特征向量为

1

0

1

k

 
 
 
  

， 2 3 1   时，特

征向量为 1 2

0 1

1 0

0 1

k k

   
      
      

，k1、k2 不全为 0． 
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（5）

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 
   
  
 

  

A ． 

解  特征方程为 3( 2)( 2) 0    ． 1 2   时，特征向量为

1

1

1

1

k

 
 
 
 
 
 

， 2 3 4 2     ，

特征向量为 1 2 3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

k k k

     
     
      
     
     
     

． 

例 4.2.2  若是 A 的特征值，试证明 2 为 2A 的特征值． 
证  设  是矩阵 A 对应于的特征向量，由题意有 

2 2( ) ( )   A A A A     

所以 2 为 2A 的特征值． 

例 4.2.3  证明 A 为 n阶奇异方阵 A 有一个特征值为 0． 

证  因为 A 为奇异阵，则 0A ，故 0 ( 1) 0n     E A A A ，故 0 为特征值． 

设 0 为 A 的特征值，对应的特征向量为 1x ， 1 10 0 Ax x ，所以 1x 为 1 0Ax 的非

零解，故 0A ，即 A 为 n阶奇异方阵． 

例 4.2.4  已知与 分别为可逆矩阵 A 的特征值和特征向量，求 1A 与 *A 的特征值与

特征向量． 

解  因为 0 A  ，所以有 0  ，又因为 A 可逆，即 1A 存在，所以 1( ) A A  

1( ) A  1  A  ，得 1 1


 A α α，故

1


是 1A 的特征值， 是 1A 对应于

1


的特征

向量． 

因为 1 * * 11   A A A A A
A

，所以 * 1 1


 A A A A   ，所以


A

是 *A 的特征值，

 是 *A 对应于

A

的特征向量． 

类似地，可以证明，若 是 A 的特征值，则 k 是 kA 的特征值； ( )f  是 ( )f A 的特征

值，其中 0 1( ) m
mf a a a      是的多项式， 0 1( ) m

mf a a a   A E A A 是矩阵 A 的

多项式． 

例 4.2.5  已知 3 阶矩阵 A 的特征值为 3,2,1 ，求 3 25 7 A A A全部特征值． 
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解  设 3257)( xxxxf  是关于 x 的多项式，A 是n阶方阵， 2 3( ) 7 5f   A A A A ． 

根据上述结论，若是 A 的特征值，则 ( )f  是 ( )f A 的特征值，得 3 25 7 A A A的三

个特征值为3 2 3，， ． 

4.2.2  矩阵特征值与特征向量的性质 

定理 4.2.1  A 为 n阶方阵，则下列结论成立． 

（1）矩阵 A 的 n 个特征值之和等于 A 的 n 个对角线元素之和，即 

1 2 11 22n nna a a          （ 1 2, , , n   为 A 的 n个特征值）． 

（2）矩阵 A 的 n个特征值的乘积等于 A 的行列式的值，即 1 2 n    A ． 

（3）设 1 2, , , m   是 n阶方阵 A 的m 个特征值， 1 2, , , m   依次是与之对应的特征向

量，若 1 2, , , m   互不相等，则 1 2, , , m   线性无关． 

证  设 

1 2

1
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( 1)

       

       

        

       



  
n

n n n
n n

f E A
 

而  E A 的常数项和 ( 1)n 次项前系数分别为 ( 1)n A 和 11 22( )nna a a    ，所以易得

结论（1）和结论（2），下面证结论（3）． 
设有常数 1 2, , , mx x x 使得 1 1 2 2 0m mx x x      ， 

1 1 1 2 2 2 0   ( 1,2, , 1)k k k
m m mx x x k m           ． 

上式可化为 
1

1 1
1

2 2
1 1 2 2

1

1

1
( , , , ) (0,0, ,0)

1

m

m

m m

m
m m

x x x

 
 

 












 
   



    

上式等号左端第二个矩阵的行列式为范德蒙德行列式，当各不相等时该行列式不等于零，

从而矩阵可逆，于是有 

1 1 2 2( , , , ) (0,0, ,0)m mx x x        0   ( 1,2, , )i ix j m   ， 

但 0 ( 1,2, , )i j m   ，故 0 ( 1,2, , )ix j m   ，所以 1 2, , , m   线性无关． 

4.3  相似矩阵与矩阵的对角化 

4.3.1  相似矩阵 

定义 4.3.1  对于 n阶矩阵 ,A B ，若存在可逆矩阵 P ，使 1 P AP B，则称 A 与 B 相

似，记为 ～A B ． 
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例如，
3 1

5 1

 
   

A ，
4 0

0 2

 
   

B ，
1 1

1 5

 
   

P ， 1 5 / 6 1/ 6

1/ 6 1/ 6
  
   

P ，有 1 P AP B，

则 ～A B ． 

4.3.2  相似矩阵性质 

从定义出发易证明相似矩阵满足以下性质． 
（1） ～A A （自反性）． 

（2）若 ～ ～A B B A（对称性）． 

（3）若 , ～ ～ ～A B B C A C （传递性）． 

以上性质表明矩阵的相似关系是 n阶方阵集合上的等价关系． 

定理 4.3.1  若 n阶矩阵 A 与 B 相似，则矩阵 A 与 B 有相同的特征多项式．从而 A 与 B

的特征值也相同． 

证  因 A 与 B 相似，故存在可逆矩阵 P ，使得 1B P AP ，故 

1 1 1 1

1

| | | | | | | ( ) |

              | || || | | |

   

 

   



      

   

B E P AP E P AP P EP P A E P

P A E P A E
 

推论  若 n阶矩阵 A 与对角矩阵 

1

2
1 1diag( , , , )n

n




  



 
 
  
 
 
 




Λ  

相似，则 1 2, , , n   就是 A 的 n个特征值． 

证  因 1 2, , , n   是 Λ的 n个特征值，由定理 4.3.1 知 1 2, , , n   就是 A 的 n个特征值． 

注意定理 4.3.1 的逆不成立，即具有相同特征多项式或具有相同特征值的两个同阶方

阵不一定相似，例如 

1 0

3 1

 
  
 

A ，
1 0

0 1

 
  
 

B  

它们的特征多项式的两个相同，但一定不存在可逆阵 P ，使 1 P AP B． 

4.3.3  矩阵的对角化 

定义 4.3.2  若一个矩阵与对角阵相似，则称该矩阵可对角化． 

下面讨论对于 n阶方阵 A ，寻求相似变换矩阵 P ，使 1 P AP B． 
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定理 4.3.2  n 阶矩阵 A 与对角化矩阵相似的充要条件是 A 有 n 个线性无关的特征

向量． 
证  （必要性）设可逆矩阵 1 2( , , , )n P p p p ， 1 2, , , np p p 是 P 的列向量，则由 

1 P AP  ， AP P，即 

1 2( , , , )n A p p p

1

2
1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )n n n

n




  



 
 
  
 
 
 

 


p p p p p p  

( 1,2, , )i i i i n  Ap p ，因为 P 为可逆阵，故 0( 1,2, , )i i n  p ． 

1 2, , , np p p 是 A 的 n个线性无关的特征向量． 

（充分性）反之 A 有 n个线性无关的特征向量 1 2, , , np p p ，设 1 2( , , , )n P p p p ，则 P

可逆，且 

1 2 1 1 2 2

1

2
1 2

( , , , ) ( , , , )

( , , , )

n n n

n

n

  






 

 
 
  
 
 
 

 




AP A p p p p p p

p p p PΛ
 

所以 1 P AP  ，即 A 与对角化矩阵相似． 

结合定理 4.3.1，属于不同的特征值的特征向量是线性无关的，可得如下推论． 

推论  若 A 有 n个不同的特征值，则矩阵 A 可对角化． 
值得注意的是， P 中列向量 1 2, , , np p p 的排列顺序要与 1 2, , , n   的排列顺序一致，

由于 ip 是 ( ) 0i A E x 基础解系中的解向量，故 ip 取法不唯一，故 P 也不唯一．而

( ) 0 A E 的根只有 n个（重根按重数计算），所以如果不计特征值的排列顺序，则 是

唯一确定的，如果方阵 A 的特征方程有重根时，就不一定有 n个线性无关的特征向量，则

矩阵 A 就不一定能对角化． 

例 4.3.1  判断矩阵

2 1 0

2 3 0

1 0 4

 
   
  

A 可否对角化． 

解  由 A 的特征多项式 2

2 1 0

2 3 0 ( 1)( 4)

1 0 4


   



  
        
  

E A 得其特征根为

1 2 31, 4     ． 
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当 1 1  时，

1 1 0 1 0 3

2 2 0 0 1 3

1 0 3 0 0 0


    
            
       

→E A E A ，对应的方程组为
1 3

2 3

3 3

3

3

 
 
 

x x

x x

x x

，

它的基础解系 1

3

3

1

 
   
  

 是方阵 A 的对应于特征根 1 1  的特征向量． 

当 2 3 4   时，

2 1 0 1 0 0

4 2 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0


   

          
      

→E A E A  ，对应的方程组为

1

2

3 3

0

0

x

x

x x


 
 

，它的基础解系 1

0

0

1

 
   
  

 是方阵 A 的对应于特征根 2 3 4   的特征向量． 

因此，3 阶方阵只有 2 个线性无关的特征向量，故不能对角化． 

例 4.3.2  已知

4 6 0

3 5 0

3 6 1

 
    
   

A ． 

（1）证明 A 可对角化； 

（2）求相似变换 P 矩阵，使 1P AP 为对角阵． 

解  （1）由 A 的特征多项式 2

4 6 0

3 5 0 ( 1) ( 2)

3 6 1


   



 
     


E A ，得其特征

根为 1 2 32, 1      ． 

当 1 2   时，

6 6 0 1 0 1

2 3 3 0 0 1 1

3 6 3 0 0 0


    
           
      

→E A E A ，对应的方程组为

1 3

2 3

3 3

x x

x x

x x

 
 
 

，它的基础解系 1

1

1

1

 
   
  

 是方阵 A 的对应于特征根 1 2   的特征向量． 

当 2 3 1   时，

3 6 0 1 2 0

3 6 0 0 0 0

3 6 0 0 0 0


    
          
      

→E A E A ，对应的方程组为

1 2

2 2

3 3

2x x

x x

x x

 
 
 

，它的基础解系 2

2

1

0

 
   
  

 ， 3

0

0

1

 
   
  

 是方阵 A 的对应于特征根 2 3 1   的特征向量． 



第 4 章  矩阵的特征值与特征向量 

 

85 

显然， 1

1

1

1

 
   
  

 ， 2

2

1

0

 
   
  

 ， 3

0

0

1

 
   
  

 是线性无关的，所以 A 可对角化． 

（2）设 1 2 3

1 2 0

( , , ) 1 1 0

1 0 1

  
    
  

P    ， 1

1 2 0

1 1 0

1 2 1



 
    
   

P ，所以 1

2

1

1



 
   
  

P AP ． 

通过以上的例子，可以得到将矩阵对角化的步骤： 
（1）求矩阵 A 的全部特征根 1 1, , , n   （重根写重数）； 

（2）对不同的 i ，求 ( ) 0i  E A x 的基础解系（基础解系的每个特征向量都可作为相

应的 i 所对应的特征向量）； 

（3）若能求出 n个线性无关的特征向量，则以这些特征向量为列向量，构成可逆矩阵 

1 2( , , , )n P     

则有

1

21

n








 
 
 
 
 
 


P AP ，其中 1 1, , , n   要和 1 1, , , n   对应． 

4.3.4  相似矩阵的应用 

我们可以利用相似矩阵求矩阵的高次幂．求一般矩阵的高次幂比较困难，而求对角矩

阵的高次幂却很简单： 

1 1

2 2

n n

n
n

n
n n

 
 

 

  
  
      
  
    

 
  

以后利用矩阵 A 的对角化，可以比较方便地计算矩阵 A 的高次幂： 
1 1 1 1 1 1 1           

n n

n

P AP A P P A P P P P P P P P P P       ． 

例 4.3.3  设
1 1

1 1

 
  
 

A ，求 nA ． 

解： 1 20, 2   ， 11 1 0 1 11
, ,

1 1 2 1 12
      

       
     

P P  
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1 1
1

1 1

1 1 0 1 1 2 21

1 1 2 1 12 2 2

n n n
n n

n n

 


 

       
         

       
A P P ． 

一个 n 阶矩阵具备什么条件才能对角化，或者说什么样的矩阵具有 n个线性无关的特

征向量是一个复杂的数学问题，对此这里不准备进行一般讨论，而仅讨论当 A 是实对称矩

阵的情形． 

4.4  实对称矩阵的对角化 

4.4.1  实对称矩阵的性质 

实对称矩阵是一类很重要的可对角化的矩阵，其特征值与特征向量具有下列性质． 

定理 4.4.1  实对称矩阵 A 的特征值都是实的． 
证  设是 A 的特征值，即存在非零向量 p 使 , 0 Ap p p ，要证为实数，只须证

明  即可．由 Ap p， T A A ，得 
T T T T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )        p p p p p Ap p A p Ap p p p p  

因向量 0p ，所以
2T

1 1

0
n n

i i i
i i 

   p p p p p ，故  ，这就说明是实数． 

当特征值为实数时，齐次线性方程组 ( ) 0i A E x 是实系数线性方程组，由

0i A E 知必有实的基础解系，所以对应的特征向量可以取实向量． 

定理 4.4.2  实对称矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量是正交的． 
证  设 1 2,  是 A 的两个不同的特征值， 1 2,p p 分别是属于 1 2,  的特征向量（均为实向

量），即有 1 1 1 2 2 2,  Ap p Ap p ，则 
T T T

1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

T
1 2 1 2 2 2 1 2

[ , ] [ , ] [ , ] ( )

( ) [ , ] [ , ]

 

 

   

  

p p p p Ap p Ap p p A p

p Ap p p p p
 

因此， 1 2 1 2( )[ , ] 0  p p ，而 1 2  ，故有 1 2[ , ] 0p p ，即 1p 与 2p 正交． 

定理 4.4.3  设 A 为 n阶实对称阵，设是 A 的特征方程的 r 重根，则方阵 A E 的

秩 ( )R n r  A E ，从而对应特征值恰有 r 个线性无关的特征向量． 

该定理不予证明． 

4.4.2  实对称矩阵的对角化 

定理 4.4.4  设 A 为 n阶实对称阵，则必存在正交矩阵 P ，使得 
1

1 2diag( , , , )n    P AP  

其中， 1 2, , , n   为 A 的 n个特征值． 
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证  若 n阶实对称阵有m 个不同的特征值 1 2, , , m   ，其重数分别为 1 2, , , mk k k ，则有

1 2 mk k k n    ，由定理 4.4.3 得，每一个 ik 重特征值对应着 ik 个线性无关的特征向量． 

对于这 ik 个对应于 i 线性无关的特征向量，可利用施密特正交化将该向量组正交化，

所得的 ik 个正交向量组也一定是对应于 i 的特征向量，由此，对于实对称阵每一个不同的

特征值，利用定理 4.4.2，可得 1 2 mk k k n    个正交向量构成的向量组，单位化后它们

仍是正交向量组，并且是单位向量组，按照将矩阵对角化的方法，一定有正交阵 P ，使得
1 P AP  ． 

例 4.4.1  设实对称阵

2   0   0

0   3   2

0   2   3

 
   
  

A ，求正交矩阵 P ，使 1 P AP  ． 

解：令

2

3 2 ( 1)( 2)( 5) 0

2 3


    




        

 
E A ，得 1 2 31, 2, 5     ． 

1 1  时， 1

0

1

1

 
   
  

  ； 2 2  时， 2

1

0

0

 
   
  

 ； 3 5  时， 3

0

1

1

 
   
  

 ． 

将所得向量正交化、单位化得 

1 2 3

0 0
1

1 1
, 0 ,

2 2
0

1 1

2 2

   
    
          
     

   
      

   . 

令

0 1 0

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2

 
 
 
 
 
 
  

P ，则有 1 T

1

2

5



 
    
  

P AP P AP ． 

例 4.4.2  

1 2 2

2 4 4

2 4 4

 
    
  

A ，求正交阵 P ，使得 T P AP ． 

解  2
1 2 3

1 2 2

2 4 4 ( 9) 0 0, 9

2 4 4


      



 
         

 
E A ． 

1 2 0   时，对应矩阵的基础解系为    T T
1 22 1 0 , 2 0 1    ． 
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正交化：  
T

T
1 2

2 4
2 1 0 ,         1

5 5
     

  ． 

单位化： 1 2

2 1 2 4 5
0 ,

5 5 3 5 3 5 3 5

           
  ． 

3 9  时，对应方程组的基础解系为  
T

T
3 3

1 2 2
1 2 2 ,

3 3 3
      

  ． 

令

2 2 1

35 3 5
1 4 2

35 3 5
5 2

0
33 5

  
 
   
 
 
  

P ，则有 T

0

0

9

 
   
  

P AP ． 

习  题  4 

4.1 已知 1 2

1 1

1 0

1 2

   
        
      

a a， ，求一非零向量 3a ，使其与 1 2,a a 都正交． 

4.2 试用施密特法把下列向量组正交化． 

（1） 1 2 3

1 0 1

( , , ) 0 1 1

1 1 0

 
   
  

a a a ；（2） 1 2 3

1 1 1

0 1 1
( , , )

1 0 1

1 1 0

 
  
 
 
 

a a a ． 

4.3 下列矩阵是不是正交阵？ 

（1）

2 1

23

1 3

2 2

  
 
 
  

；（2）

1 1
1

2 3
1 1

1
2 2

1 1
1

3 2

  
 
  
 
 
  

． 

4.4 设 A 与 B 都是 n阶正交阵，证明 AB 也是正交阵． 

4.5 若矩阵 A 满足 2 6 8 0  A A E ，且 T A A ，证明 3A E 是正交矩阵． 

4.6 求下列矩阵的特征值和特征向量． 

（1）
1 1

2 4

 
 
 

；（2）

1 2 3

2 1 3

3 3 6

 
 
 
  

；（3）

2 1 0

2 3 0

1 0 4

 
 
 
  

． 
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4.7 设 A 为 n阶方阵，证明 TA 与 A 的特征值相同． 

4.8 设 n 阶矩阵 A 满足 2 6 0  A A E ，证明 A 的特征值只能取 2, 3 ． 

4.9 设 ,A B 都是 n 阶方阵， A 与 B 相似， 2 A A，证明 2 B B ． 

4.10 若设

2 0 0

0 0 1

0 1 x

 
   
  

A 与

2 0 0

0 1

0 0 1

y

 
   
  

B 相似，求 x与 y ．  

4.11 若四阶矩阵 A 与 B 相似，矩阵 A 的特征值为
1 1 1 1

, , ,
2 3 4 5

，求行列式 1 B E ． 

4.12 已知 3 阶行列式 A 的特征值为 1，2，3，求 3 25 7 A A A ． 

4.13 已知 3 阶行列式 A 的特征值为 1，2，3，求 * 3 2 A A E ． 

4.14 设矩阵

2 1 1

0 2 0

4 1 3

 
   
  

A ．（1）求矩阵 A 的特征值与特征向量；（2）判别矩阵 A 能

否对角化． 

4.15 试求一个正交的相似变换矩阵，将下列对称矩阵化为对角阵． 

（1）

2 0 0

0 3 2

0 2 3

 
 
 
  

；（2）

1 2 2

2 4 4

2 4 4

 
  
  

． 

4.16 设 1 P AP  ，其中

1 2 1

0 1 2

0 2 1

 
   
  

P ，

1 0 0

0 5 0

0 0 5

 
   
  

 ，求 10A ． 

4.17 设 3 阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3，向量 T
1 ( 1,2, 1)   ， T

2 (0, 1,1) 

是线性方程组 0Ax 的两个解． 

（1）求 A 的特征值与特征向量； 

（2）求正交矩阵 P 和对角矩阵 ，使 1 P AP  ； 

（3）求 A ． 

4.18 试证实对称矩阵相似的充要条件是它们有相同的特征值． 



 

 

第 5章  二  次  型 

本章主要介绍二次型及其矩阵表示，二次型的标准形、规范形的概念，并介绍用配方

法、正交变换法化二次型为标准形，二次型的正定性及其判别法． 

5.1  二次型及其矩阵表示 

5.1.1  二次型 

定义 5.1.1  含有 n个变量 1 2, , , nx x x 的二次齐次函数 

              

2
1 2 11 1 12 1 2 13 1 3 1 1

2
22 2 23 2 3 2 2

2

( , , , ) 2 2 2

  2 2

  

  

n n n

n n

nn n

f x x x a x a x x a x x a x x

a x a x x a x x

a x

     

   

 




 (5.1.1) 

称为二次型． 
当 ija 为实数时，f 称为实二次型；当 ija 为复数时，f 称为复二次型．这里，我们仅讨

论实二次型． 
取 ij jia a ，于是上式可写成 

                   

2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

1 1

( , , , )

   

  

  

.

n n n

n n

n n n n nn n

n n

ij i j
i j

f x x x a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

a x x
 

    

   

  



 





 (5.1.2) 

5.1.2  矩阵表示 

利用矩阵，二次型可表示为 
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1 2 1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

( , , , ) ( )

 ( )

  

 ( )

n n n

n n

n n n nn n

f x x x x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

    

   

  

 





 

                               

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2
1 2

1 1 2 2

( , , , )
                       

n n

n n
n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x
x x x

a x a x a x

   
      
     








 

                               

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

( , , , )
       

n

n
n

nn n nn

a a a x

a a a x
x x x

xa a a

   
   
   
   
   
    





   



 

记 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


x  

则二次型可记为 

                                  Tf  x Ax  (5.1.3) 

其中 A 为对称矩阵． 

例 5.1.1  把二次型 2
1 2 1 3 2 3 42f x x x x x x x    用矩阵记号表示出来． 

解：f 

1

2
1 2 3 4

3

4

1 1
0 0

2 2
1

0 1 0
( , , , ) 2

1
1 0 0

2
0 0 0 1

x

x
x x x x

x

x

  
  
  
  
  
      

  

． 

例 5.1.2  写出矩阵

1 3
0 1

2 2
1 0 1 1

1
1 0 3

2
3

1 3 0
2

  
 

  
 

 
 
 
   

A 所对应的二次型．  
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解： 1 2 3 4( , , , )f x x x x 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 42 3 2 2 6x x x x x x x x x x x x      ． 

任给一个二次型，就唯一地确定一个对称矩阵；反之，任给一个对称矩阵，也可唯一

地确定一个二次型．这样，二次型与对称矩阵之间存在一一对应的关系．因此，我们把对

称矩阵 A 称为二次型 f 的矩阵，也把 f 称为对称矩阵 A 的二次型．对称矩阵 A 的秩就称为

二次型 f 的秩． 

例 5.1.3  已知二次型 2 2 25 2 6 5 6f x xy xz y yz cz      的秩为 2，求参数 c ． 

解：二次型的矩阵为 
5 1 3

1 5 3

3 3 c

 
    
  

A  

对 A 做初等变换： 
1 5 3

5 1 3

3 3 c

  
  
  

→A

1 5 3

0 24 12

0 12 9c

  
  
  

→  

因为 ( ) 2R A ，得到 9 6c    ，即 3c  ． 

5.2  二次型的标准形与规范形 

5.2.1  标准形 

定义 5.2.1  如果二次型中只含有变量的平方项，所有混合项 ( )i jy y i j 的系数全是零，即 

                            2 2 2
1 1 2 2 n nf k y k y k y     (5.1.4) 

其中 ( 1,2, , )ik i n  为实数，则称其为二次型的标准形． 

标准形的矩阵为对角矩阵，即 

1

2

n

k

k

k

 
 
 
 
 
 


 

对二次型  1 2, , , nf x x x 引进新的变量 1 2, , , ny y y ，并且把 1 2, , , nx x x 表示为它们的一

次线性函数 

                          

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

                 

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

   
    


    






 (5.1.5) 
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代入 1 2( , , , )nf x x x ，得到 1 2, , , ny y y 的二次型 1 2( , , , )ng y y y ，把上述过程称为对二次型

1 2( , , , )nf x x x 做了线性变换，如果其中的系数矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c

c c c

c c c

 
 
 
 
 
 




   


c  

是可逆矩阵，则称为可逆线性变换． 

上述可逆线性变换式(5.1.5)可记为 
x Cy  

其中 T
1 2( , , , )ny y y y ，有 

T T T
1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n ng y y y f x x x    x Ax y C ACy  

于是 TC AC 就是 1 2( , , , )ng y y y 对应的矩阵． 

定义 5.2.2  两个 n 阶实对称矩阵 A 和 B ，如果存在可逆实矩阵C ，使得 TB C AC ，

则称 A 与 B 合同，记为 A B ． 

显然，若 A 为对称矩阵，则 TB C AC 也是对称矩阵，且 ( ) ( )R RA B ．事实上， 
T T T T T T( )   B C AC C A C C AC B  

即 B 为对称矩阵．又因 TB C AC ，而 C 可逆，从而 TC 也可逆，由矩阵秩的性质即知

( ) ( )R RA B ． 

由此可知，经可逆变换 x Cy 后，二次型 f 的矩阵由 A 变为与 A 合同的矩阵 TC AC ，

且二次型的秩不变． 

矩阵的合同关系具有：(i)反身性；(ii)对称性；(iii)传递性．证明如下． 

(i) 反身性．因为 TA E AE ，所以 A A ． 

(ii) 对称性．如果 A B ，即存在可逆矩阵 P ，使 T P AP B ，则 T 1 1( )  P BP A，而
T 1 1 T( ) ( ) P P ，所以 T 1 1( )  P BP A，即 B A ． 

(iii) 传递性．如果 A B ， B C ，即存在可逆矩阵 ,P Q ，使 T T,    P AP B Q BQ C ．所

以 T T Q P APQ C ，即 T( ) PQ APQ C ，所以 A C ． 

要使二次型 f 经可逆变换 x Cy 变成标准形，就是要使 
T T 2 2 2

1 1 2 2

11

2 1
1 2

1

       =( , , , )

n n

n

n

k k k

yk

k y
y y y

k y

   

  
  
  
  
  

   




 

y C ACy y y y

 

也就是要使 TC AC 成为对角矩阵．因此，我们的主要问题就是对于对角矩阵 A ，寻求可逆

矩阵C ，使得 TC AC 为对角矩阵． 
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由上一章内容可知，对于任给的对角矩阵 A ，总有正交矩阵 P ，使得 1 P AP  ，即
T P AP ．把此结论应用于二次型，即有如下定理． 

定理 5.2.1  对任意 n 元实二次型 T

1 1

( )
n n

ij i j ij ji
i j

f a x x a a
 

   x Ax ，存在正交线性变

换 x Py ，使二次型 f 化为标准形 
2 2 2

1 1 2 2 n nf y y y       

其中 1 2, , , n   是 A 的 n个特征值． 

我们把这种标准形称为二次型 Tf  x Ax 的相似标准形，它的 n 个系数就是对称矩阵 A

的 n 个特征值． 

例 5.2.1  用正交变换把 2 2
1 3 1 2 1 3 2 33 3 4 8 4f x x x x x x x x     化为标准形． 

解：二次型的矩阵为 

A = 

3 2 4

2 0 2

4 2 3

 
 
 
  

 

它对应的特征多项式为 

2

3 2 4 1 2 4

2 2 0 2

4 2 3 1 2 3

1 2 4
2

0 2 ( 1)
4 7

0 4 7

( 1) ( 8).

=

 
  

  




 




 

     
    

      

  


   
 

 

  

A E

 

于是 A 的特征值为 1 2 38 1     ， ． 

当 1 8  时，由 

5 2 4

8 2 8 2

4 2 5

  
     
   

E A

1 0 1

1
0 1

2
0 0 0

 
 
 
 
 
 

→  

得基础解系 1

2

1

2

 
   
  

x ，单位化即得 1

2

3
1

3
2

3

 
 
 
   
 
 
  

p ． 
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当 2 3 1    时，由 
4 2 4

2 1 2

4 2 4

   
       
    

E A

2 1 2

0 0 0

0 0 0

 
 
 
  

→  

可得正交的基础解系 2

1

0

1

 
   
  

x ， 3

1

4

1

 
   
  

x ，单位化即得 

2

2

2
0

2

2

 
 
 

  
 
   

p ，
3

2

6

2 2

3

2

6

 
 
 
 

  
 
 
 
  

p ． 

于是正交变换矩阵为  

2 2 2

3 2 6

1 2 2
0

3 3

2 2 2

3 2 6

 
 
 
 

  
 
 

 
  

P ． 

经正交变换 x Py 后，二次型化为标准形 
2 2 2
1 2 38f y y y   ． 

以上所介绍的求二次型 Tf  x Ax 的标准形的方法是：先求出对称矩阵 A 的所有特征

值 1 2, , , n   ，再求出 n 个两两正交的单位特征向量组 1 2, , , np p p ，把它们拼成正交矩阵

P ，就有 1 T  P AP P AP ，其中 是对角元为实数 1 2, , , n   的对角矩阵．实际上，

这就是找正交变换 x Py ，把原二次型化为标准形．我们把这种方法称为正交变换法． 

实际上，对于给定的二次型 Tf  x Ax ，未必要通过上述正交变换，而可用可逆线性变

换 x Qy ，Q 为可逆矩阵，使得 

1

2T

n

k

k

k

 
 
  
 
 
 


Q AQ   

来得到标准形 Tf  x Ax ． 

我们把这种标准形称为二次型 Tf  x Ax 的合同标准形，它的 n 个系数不一定是对称矩

阵 A 的特征值． 
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常用的方法之一是用配方法求出它的合同标准形．下面举例来说明这种方法． 
例 5.2.2  用配方法化二次型 1 2 2 3f x x x x  为标准形，并求所用的变换矩阵． 

解：令 

1 1 2

2 1 2

3 32

x y y

x y y

x y

 
  
 

 

记 1x C y ， 1

1 1 0

1 1 0

0 0 2

 
   
  

C ，得到 

1 2 1 2 1 2 3

2 2
1 2 1 3 2 3

2 2 2 2
1 1 3 3 2 3 2 3

2 2 2
1 3 2 2 3 3

2 2
1 3 2 3

( )( ) 2( )

  2 2

  2 2

  ( ) ( 2 )

  ( ) ( )

    

   

     

    

   

f y y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y y y

y y y y y y

y y y y

 

令                   
1 1 3

2 2 3

3 3

z y y

z y y

z y

 
  
 

 

即得标准形为 
2 2

1 2f z z  ． 

记 1
2 2,  y C z z C y  

1
2

1 0 1

0 1 1

0 0 1



 
   
  

C  

即 

2

1 0 1

0 1 1

0 0 1

 
   
  

C  

1 2x C C z ． 

记 x Cz ，可逆变换矩阵 

1 2

1 1 0

1 1 0

0 0 2

 
   
  

C = C C

1 0 1

0 1 1

0 0 1

 
 
 
  

=

1 1 2

1 1 0

0 0 2

 
  
  

． 
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5.2.2  规范形 

我们要指出一个重要事实：不管是通过哪一种方法得到的标准形，都可以进一步化

简．先看一个实例． 

对于三元标准二次型 2 2 2
1 1 2 32 3 0f y y y   ，经过可逆线性变换 1 12 ,z y  2 23 ,z y  

3 3z y ，必可变为 2 2
1 2f z z  ．换成矩阵的说法，它就是 

2 1
0 0 0 0

2 22 0 0 1 0 0
2 1

0 0 0 3 0 0 0 0 1 0
3 3

0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1

   
   
      
              
               

． 

这是一种最简单的标准形，它只含变量的平方项，而且其系数只可能是1, 1,0 ． 

定义 5.2.3  如果标准形的系数 ( 1,2, , )ik i n  只在1, 1,0 三个数中取值，即 

                      2 2 2 2
1 2 1 1( , , , )n p p rf x x x x x x x         (5.1.6) 

则称这样的二次型为规范形． 

规范形的矩阵为规范对角矩阵，即 
0 0

0 0

0 0 0

p

q

E

E

 
  
  

 

其中 q r p  ． 

推论  对任意 n 元实二次型 Tf  x Ax ，存在可逆线性变换 x Cz ，使二次型 f 化为规

范形． 

证：按定理 5.2.1，有 
T 2 2 2

1 1 2 2( ) n nf       Py y y y y y ． 

设二次型 f 的秩为 r ，则特征值 i 中恰有 r 个不为 0，不妨设 1, , 0r   ， 1, , 0r n   ，令 

1

2

1
,

,            =  

1,

ii

n

k
i rk

k

i r
k



 
 
      

 

K


≤
其中  

则 K 可逆，变换 y Kz ，把 ( )f Py 化为 
T T T T T( )f  PKz z K P APKz z K Kz  

而 T 1

1

diag , , ,0, ,0r

r

 
 

 
   

 
 K K ． 



线性代数（修订版） 

 

  98

记 C PK ，即知可逆变换 x Cz ，使二次型 f 化为规范形 

2 21
1

1

( ) r
r

r

f z z
 
 

  Cz  

用实例所述方法，不难理解，对于给定的二次型 Tf  x Ax ，不论是用什么方法得到一

个标准形 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1p p p p r r r r n nf k x k x k x k x k x k x              

如果其中的系数 1, , pk k 都是正数， 1, ,p rk k  都是负数， 1 0r nk k    ，那么，经过可

逆变换 

, 1, ,i i iz k y i p   ， , 1, ,j j jz k y j p r     ， , 1, ,l lz y l r n     

就可把上述标准形化为规范形 2 2 2 2
1 1p p rf z z z z       ． 

5.3  正定二次型 

5.3.1  惯性定理 

规范形可以根据标准形中系数的正、负性和零，不需要任何计算，就可直接写出来．对

于给定的 n 元二次型 Tf  x Ax ，它的标准形不是由 A 唯一确定的．那么自然要问：它的

规范形是否由 A 唯一确定呢？ 

定理 5.3.1（惯性定理）实二次型 Tf  x Ax 的秩为 r， x Cy 及 x Pz 是两个可逆变换，

使二次型 Tf  x Ax 化为标准形 

f = 2 2 2
1 1 2 2 ( 0)r r ik y k y k y k     

及 

f = 2 2 2
1 1 2 2 ( 0)r r iz z z        

则 1 2, , , rk k k 中正数的个数与 1 2, , , r   中正数的个数相等． 

定义 5.3.1  二次型 Tf  x Ax 的标准形中正系数个数称为 f 的正惯性指数，负系数个数

称为负惯性指数．正惯性指数与负惯性指数之差称为符号差． 

若二次型 Tf  x Ax 的正惯性指数为 p，秩为 r，则 Tf  x Ax 的规范形便可确定为 

2 2 2 2
1 1p p rf z z z z       ． 

对于给定的 n 元二次型 Tf  x Ax ，它的规范形由 A 唯一确定． 

定理 5.3.2  对称矩阵 A 与 B 合同当且仅当它们有相同的秩和相同的正惯性指数． 
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例 5.3.1  以下 4 个矩阵中，哪些是合同矩阵？ 

1 0 0

0 3 0

0 0 2

 
   
  

A ，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
  

B ，

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
   
  

C ，

3 0 0

0 2 0

0 0 5

 
   
  

D ． 

解：这 4 个方阵的秩都同为 3，因为 A 与C 的正惯性指数同为 1，所以 A 与C 合同．因

为 B 与 D 的正惯性指数同为 2，所以 B 与 D 合同． 

5.3.2  正定二次型与正定矩阵 

定义 5.3.2  n 元实二次型 Tf  x Ax 和对应的 n 阶实对称矩阵 A ，可分成以下五类： 

（1）如果对于任何非零实列向量 x，都有 T 0x Ax ，则称 f 为正定二次型，称 A 为正

定矩阵． 

（2）如果对于任何实列向量 x，都有 T 0≥x Ax ，则称 f 为半正定二次型，称 A 为半正

定矩阵． 

（3）如果对于任何非零实列向量 x，都有 T 0x Ax ，则称 f 为负定二次型，称 A 为负

定矩阵． 

（4）如果对于任何实列向量 x，都有 T 0≤x Ax ，则称 f 为半负定二次型，称 A 为半负

定矩阵． 

（5）其他的实二次型称为不定二次型，其他的实对称矩阵称为不定矩阵． 

定理 5.3.3  二次型 Tf  x Ax 为正定的充分必要条件是：它的标准形的 n 个系数全为

正，即它的正惯性指数等于 n． 
证：设可逆变换 x Cy ，使 

2 2 2
1 1 2 2( ) ( ) n nf f k y k y k y    x Cy ． 

先证充分性．设 0( 1,2, , )ik i n   ．任给 0x ，则 1 0 y C x ，故 

2 2 2
1 1 2 2( ) 0n nf k y k y k y    x ． 

再证必要性．用反证法，假设有 0sk ≤ ，则当 sy e（单位坐标向量）时， ( ) 0s sf k ≤Ce ．显

然 0s Ce ，这与 f 为正定相矛盾．这就证明了 0( 1,2, , )ik i n   ． 

推论  实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是 A 的特征值都是正数． 

定理 5.3.4  对称矩阵 A 正定的充分必要条件是 A 的顺序主子式都为正，即 

11 0,a  11 12

21 22

0, ,
a a

a a
 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a
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对称矩阵 A 负定的充分必要条件是 A 的奇数阶顺序主子式都为负，偶数阶顺序主子式都为

正，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

( 1) 0,( 1,2, , )

r

rr

n n rr

a a a

a a a
r n

a a a

  





   



． 

这个定理称为赫尔维茨定理，这里不予证明． 

例 5.3.2  判定

5 2 2

2 5 1

2 1 5

 
   
   

A 是否为正定矩阵． 

解：因为 A 的三个顺序主子式 

1 5 0D   ， 2

5 2
21 0

2 5
D    ， 

3

5 2 2 5 2 2 5 4 2

2 5 1 2 5 1 2 6 1 88 0

2 1 5 0 4 4 0 0 4

D

  
       
 

， 

所以 A 是正定矩阵． 

例 5.3.3  t 满足什么条件时，二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 2 32 2 2x x x x x tx x    为正定二次型？ 

解：此二次型的矩阵 

2 1 0

1 1

0 1

t

t

 
   
  

A ． 

显然， 

1 2 0D   ， 2

2 1
1 0

1 1
D     

2 2
3

2 1 0

1 1 2(1 ) 1 1 2

0 1

D t t t

t

      A ． 

A 正定，则 3

2 2
0

2 2
D t     ． 



第 5 章  二  次  型 

 

101 

习  题  5 

5.1 写出下列二次型的矩阵． 

（1） 2 2 2( , , ) 2 4 3 7f x y z x xy xz y yz z      ； 

（2） 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 1 2 2 3( , , , ) 2 3 4 2f x x x x x x x x x x x     ． 

5.2 写出下列各矩阵的二次型． 

（1）A=

1 1 0

1 2 1

0 1 3

 
  
  

；（2）

1 2 4

2 2 1

4 1 3

 
   
  

A ． 

5.3 将下列二次型写成矩阵形式． 

（1） 2 2( , )f x y x xy y   ； 

（2） 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3( , , , ) 2f x x x x x x x x x    ． 

5.4 已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2 6 6f x x x x x ax x x x x x x      的秩为 2，求参数 a

的值． 

5.5 用正交变换化法下列实二次型为标准形． 

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 11 5 2 16 4 20f x x x x x x x x x x x x      ； 

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 4f x x x x x x x x x x x x      ． 

5.6 用配方法化下列二次型为标准形． 

（1） 2 2
1 1 2 22 4 5f x x x x   ； 

（2） 1 2 2 1 2 2 2 1 1( , , , )n n n n nf x x x x x x x x x      ． 

5.7 已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 2 3( , , ) 2 3 3 2 ( 0)f x x x x x x ax x a     ，通过正交变换化为标准形
2 2 2

1 2 3 1 2 3( , , ) 2 5f y y y y y y   ，求 a 的值及所作的正交变换矩阵． 

5.8 设

2 1 1 1 0 0

1 2 1 0 1 0

1 1 2 0 0 0

    
         
       

，A B ，证明 A B ． 

5.9 判别下列二次型的正定性． 

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 3 4 2 4 3f x x x x x x x x x      ； 

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 33 2 2 4 3f x x x x x x x x x      ． 

5.10 已知二次型矩阵的特征多项式，判断它们的正定性． 

（1） 3( 1)  ；（2） (2 1)( 7)( 1)     ；（3） 3( 2)  ； 

（4） 2(6 5)( )    ；（5） 3 22    ． 

5.11 已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 2 2 4f x x x x x x cx x x x x x      ，当 c 满足什么条件

时，二次型 1 2 3( , , )f x x x 正定？ 
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5.12 判别下列二次型的正定性． 

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 5 4 8 4f x x x x x x x x x x x x      ； 

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 4 5 4f x x x x x x x x    ． 

5.13 设 A 是正定矩阵， B 是实对称矩阵，证明 AB 可对角化． 

5.14 证明如果 A 正定，则 1 *, ,k A A A 也都正定． 

5.15 二次型 T
1 2 3( , , )f x x x  x Ax 在正交变换 x Py 下化为 2 2

1 2y y ， P 的第 3 列为
T

2 2
,0,

2 2

 
  
 

．（1）求 A ；（2）证明 +A E 是正定矩阵． 



 

 

第 6章  MATLAB 在线性代数中的应用 

MATLAB 是 Maths 公司开发的综合性数学软件包，在科学计算与工程领域获得了广泛

的应用．该软件为线性代数的计算提供了强有力的支持．本章仅简单介绍 MATLAB 在线

性代数中的应用，详细的内容请参阅有关书籍． 

6.1  矩阵与行列式的运算 

6.1.1  实验目的  

（1）熟悉 MATLAB 软件在矩阵运算方面的命令函数：求逆阵的函数 inv；求方阵 A 的行

列式的函数 det(A)；求矩阵 A 的秩的函数 rank(A)；求矩阵 A 的行阶梯形矩阵的函数 rref(A)． 

（2）借助计算机完成矩阵的初等运算，逆矩阵、矩阵方程、矩阵秩的计算． 

6.1.2  实验内容  

在 MATLAB 中，矩阵用中括号括起来，同一行的数据用空格或逗号隔开，不同行用

分号隔开．矩阵是 MATLAB 的基本数据形式，数和向量可视为它的特殊形式，不必对矩

阵的行、列数做专门的说明． 

1．矩阵的直接输入 

矩阵有多种输入方式，这里介绍一种逐一输入矩阵元素的方法．具体做法是，在方括号

内逐行键入矩阵各元素，同一行各元素之间用逗号或空格分隔，两行元素之间用分号分隔． 

例 6.1.1  在 MATLAB 的提示符下输入  

A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]↙ 

得到一个 3 行 3 列的矩阵，结果为   

                               A=1    2    3 

                                  4    5    6  

                                  7    8    9  

2．矩阵元素 

矩阵元素用矩阵名及其下标表示．在做了例 1 的输入后，若输入命令 
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A(2,3)↙ 

则结果为 

ans=6 

即矩阵 A 第 2 行第 3 列的元素为 6． 

也可通过改变矩阵的元素来改变矩阵．在例 1 输入矩阵 A 后，输入命令 

A(3,3)=10↙ 

即得一新的矩阵，结果为 

                                A=1    2    3 

                                   4    5    6 

                                   7    8    10 

甚至可以通过给定一个元素的值，得到一个扩大的新矩阵．如再输入命令 

A(5,3)=2*0.15↙ 

则结果为 

                           A=1.0000  2.0000   3.0000 

                              4.0000  5.0000   6.0000 

                              7.0000  8.0000   10.0000 

                              0       0        0  

                              0       0        0.3000 

3．矩阵的运算 

矩阵运算的运算符为+、、*、/、\、′和^．其中+、、*是通常矩阵加法、减法和乘法

的运算符． 

例 6.1.2  在 MATLAB 的提示符下分别输入矩阵 M、N 和 V： 

M=[1, 0.5,2;2,3,3;4.5,1,6]↙ 

M=1.0000   0.5000  2.0000  

   2.0000   3.0000  3.0000  

   4.5000   1.0000  6.0000  

N=[2,2,3;3,1,4;1,1,2]↙  

N=2   2   3  

   3   1   4  

   1   1   2 

V=[1,2;2,1;3,1]↙ 

V=1   2  

   2   1  

   3   1 
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输入命令 

                            R1=M+N↙ 

                            R1=1.0000   2.5000   5.0000  

                                5.0000   4.0000   7.0000  

                                5.5000   2.0000   8.0000 

输入命令 

                            R2=MN↙ 

                            R2=1.0000   1.5000  1.0000  

                                1.0000   2.0000  1.0000  

                                3.5000    0.0000    4.0000  

输入命令 

                            R3=M*N↙ 

                            R3= 5.5000    4.5000    9.0000  

                                16.0000   10.0000   24.0000  

                                18.0000   16.0000   29.5000 

输入命令 

                            R4=M*V↙ 

                            R4= 8.0000     4.5000  

                                17.0000    10.0000  

                                24.5000    16.0000 

输入命令 

R5=N^4↙ 

结果为 

                            R5=426   316   669 

                                459   343   722 

                                233   173   366 

“′”是矩阵转置运算符，如输入命令 

R6=V′↙ 

结果为 

                                 R6=1  2  3 

                                     2  1  1 
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4．逆矩阵的求法    

对于 n 阶方阵 A，如果存在 n 阶方阵 B，使得 AB = BA = E，则称 n 阶方阵 A 是可逆

的，而 B 称为 A 的逆矩阵，记为 1A ．在 MATLAB 中求逆阵的函数为 inv( )． 

例 6.1.3  在 MATLAB 的提示符下键入 

A=[1,0,1;2,1,0;3,2,5]↙ 

A= 1    0    1  

   2    1    0  

   3   2   5 

输入命令 

                            X=inv(A)↙  

                            X=2.5000    1     0.5000  

                               5        1     1  

                               3.5000    1     0.5000 

5．方阵行列式  

如果A 是一个已知方阵，以A 的元素按原次序所构成的行列式，称为A 的行列式． 

在 MATLAB 中求方阵 A 的行列式的命令为 det(A)． 

例 6.1.4  在 MATLAB 的提示符下键入 

A=[1,1,1;1,2,3;1,3,6];↙ 

D=det(A)↙ 

D=1 

6．矩阵的初等变换 

对矩阵施行以下三种变换： 

（1）互换变换：矩阵的两行（列）互换位置；  

（2）倍法变换：用一个不等于零的数乘矩阵某一行（列）的所有元素；  

（3）消去变换：把矩阵某一行（列）所有元素的倍加到另一行（列）的对应元素上去． 

这三种变换为矩阵的初等行（列）变换，简称矩阵的初等变换．利用矩阵的一系列初

等变换可以将一个矩阵化为与之等价的行阶梯形矩阵． 

在 MATLAB 中，命令 rref(A)将返回 A 的行阶梯形矩阵． 

例 6.1.5  化魔方矩阵 a=magic(6)为行阶梯形矩阵． 

在 MATLAB 的提示符下键入 

a=magic(6)↙ 

a= 35     1     6    26    19    24  

    3    32     7    21    23    25  
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   31     9     2    22    27    20  

    8    28    33    17    10    15  

   30     5    34    12    14    16  

    4    36    29    13    18    11  

b=rref(a)↙  

b= 1     0     0     0     0    2  

   0     1     0     0     0    2  

   0     0     1     0     0     1  

   0     0     0     1     0     2  

   0     0     0     0     1     2  

   0     0     0     0     0     0 

7．矩阵的秩  

从矩阵 A 中任选 r 行 r 列，在这 r 行 r 列中的 2r 个数按原次序作成一个行列式，称为

矩阵 A 的一个 r 阶子行列式（或称 r 阶子式）．若矩阵 A 至少有一个不为零的 r 阶子式，

而所有高于 r 阶的子式都为零，则称矩阵 A 的秩为 r，记为 r(A) = r． 

在 MATLAB 中，求矩阵秩的命令为 rank(A)． 

例 6.1.6  在 MATLAB 的提示符下键入 

A=[2,2,1;3,12,3;8,2,1;2,12,4]; 

r=rank(A) 

r=2 

例 6.1.7  在 MATLAB 的提示符下键入 

A=magic(6); 

c=rank(A) 

c=5 

矩阵的基本运算、功能及其 MATLAB 命令形式见表 6.1.1． 

表 6.1.1  矩阵的基本运算 

运  算 功  能 命令形式 

矩阵的加减法 将两个同型矩阵相加（减） A±B 

数乘 将数与矩阵做乘法 k*A（其中 k 是一个数，A 是一个矩阵） 

矩阵乘法 将两个矩阵做乘法 A*B（A 的列数必须等于 B 的行数） 

矩阵的左除 计算 1A B  A\B（A 必须为方阵） 

矩阵的右除 计算 1AB  A/B（B 必须为方阵） 

求矩阵行列式 计算方阵的行列式 det(A)（A 必须为方阵） 

求矩阵的逆 求方阵的逆 inv(A)或 A^(1)（A 必须为方阵） 

矩阵乘幂 计算 nA  A^n（A 必须为方阵，n 是正整数） 

矩阵的转置 求矩阵的转置 transpose(A)或 A′ 

矩阵的秩 求矩阵的秩 rank(A) 

矩阵行变换化简 求矩阵的行阶梯形矩阵 rref(A) 
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注意：它们都符合矩阵运算的规律，如果矩阵的行列数不符合运算符的要求，将产生

错误信息． 

6.2  线性方程组求解 

6.2.1  实验目的 

（1）理解线性方程组的概念和解的概念，理解一般线性方程组解的结构及基础解系

概念． 

（2）熟悉 MATLAB 数学软件求解线性方程组的命令． 

6.2.2  实验内容 

线性方程组是线性代数研究的主要问题，而且很多实际问题的解决也归结为线性方程

组的求解．在 MATLAB 中求解线性方程组主要有三种方法：求逆法、左除与右除和初等

变换法．下面对各个方法做详细介绍． 

1．求逆法 

对于线性方程组 AX b ，如果系数矩阵 A 是可逆方阵，则解由 X=inv(A)*b 获得． 

例 6.2.1  求方程组
2 3 4

1

x y

x y

 
  

的解． 

解：输入命令 

A=[2,3;1,1];b=[4,1];↙ 

X=inv(A)*b′↙            %因为 b 是行向量，故要用转置运算以满足矩阵相乘的要求 

X=1.4000 

0.4000 

结果：方程组的解为 1.4, 0.4x y  ． 

例 6.2.2  求方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 4 2

2 3 5 2

3 2 11 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
    

的解． 

解：输入命令 

A=[1,1,1,1;1,2,1,4;2,3,1,5;3,1,2,11];↙ 

b=[5;2;2;0];↙ 

X=inv(A)*b↙ 

X=1.0000 
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   2.0000 

   3.0000 

   1.0000 

结果：方程组的解为 1 2 3 41, 2, 3, 1x x x x     ． 

2．左除与右除法 

运算符 / 和 \ 分别称为左除和右除． 

当 X 与 B 都是矩阵而不是向量时，线性方程组 AX B 的解为 1X A B ，同理，线性

方程组 XA B的解为 1X BA ，因此由 MATLAB 的左除和右除运算可以方便地求出解． 

线性方程组 AX B 的求解命令为 

X = A\B 

线性方程组 XA B的求解命令为 

X = B/A 

左除和右除法比求逆法用的时间少，且精度比求逆法高． 

例 6.2.3  在 MATLAB 的提示符下键入 

A=[2,1;1,2]; ↙ 

B=[1,2;1,4];↙ 

X=A/B↙  

X=1.5     0.5  

   1       0 

输入命令 

                             Y=A\B↙  

                             Y=1      0   

                               1      2 

例 6.2.4  设

4 3 2

1 1 0

1 2 3

 
   
  

A ，AB = A + 2B，求 B． 

解：把上矩阵式变形为 ( 2 ) =A E B A ，则求 B 即解此矩阵方程． 

在 MATLAB 的提示符下输入 

A=[4,3,2;1,1,0;1,2,3]; ↙ 

E=[1,0,0;0,1,0;0,0,1]; ↙ 

X=A2*E; ↙ 

B=X\A↙ 

结果为 



线性代数（修订版） 

 

  110 

                           B=1.6667     0.6667    1.3333 

                              0.6667     1.6667    1.3333  

                              0.6667     4.6667     4.3333 

3．初等变换法 

在线性代数中，用消元法求非齐次线性方程组的通解的具体过程为：首先用初等变换化

线性方程组为阶梯形方程组，把最后的恒等式“0=0”（如果出现的话）去掉．如果剩下的方

程中最后的一个等式是零等于一个非零的数，那么方程组无解，否则有解．在有解的情况下，

如果阶梯形方程组中方程的个数 r 小于未知量的个数 n，那么方程组就有无穷多个解． 

在 MATLAB 中，对于线性方程组 AX b ，利用指令 rref(A)可以方便地求得线性方程

组的通解． 

例 6.2.5  求齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 10 2 0

2 4 5 0

3 8 6 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

的通解． 

解：输入命令 

A=[1,8,10,2;2,4,5,1;3,8,6,2];↙ 
rref(A)↙ 
ans=1  0  4     0 
    0  1  3/4  1/4 
    0  0  0     0 

结果分析： 

即 有

1 8 10 2

2 4 5 1

3 8 6 2

 
   
  

A

1 0 4 0

3 1
0 1

4 4
0 0 0 0

    
 
   
 
     

初等行变换 ， 所 以 原 方 程 组 等 价 于

1 3

2 3 4

4

3 1

4 4

x x

x x x

 



 

．取 3 41, 3x x   得 1 24, 0x x   ；取 3 40, 4x x  得 1 20, 1x x  ．因此基

础解系为 1 2

4 0

0 1
,

1 0

3 4

   
   
    
   
   
   

  ．所以方程组的通解为 

1

2
1 2

3

4

4 0

0 1

1 0

3 4

x

x
k k

x

x
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其中 1 2,k k 是任意实数． 

例 6.2.6  求非齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2

4 2 2

3 2 10

11 3 8

x x x

x x x

x x

  
   
  

的通解． 

解：输入命令 

A=[4,2,1;3,1,2;11,3,0];b=[2;10;8];↙ 

B=([A,b]);↙ 

rref(B)↙ 

ans=1   0   3/10     0 

     0   1   11/10   0 

     0   0   0      1 

结果分析： ( ) 2R A ，而 ( ) 3R B ，故方程组无解． 

例 6.2.7  求非齐次线性方程组

2 3 4

2 4 5

3 8 2 13

4 9 6

x y z

x y z

x y z

x y z

  
    
   
    

的通解． 

解：输入命令 

A=[2,3,1;1,2,4;3,8,2;4,1,9];b=[4;5;13;6];↙ 

B=([A,b]);↙ 

rref(B)↙ 

ans=1   0   2  1 

     0   1  1   2 

     0   0   0   0 

     0   0   0   0 

即得 
2 1

2

x z

y z

z z

  
  
 

 

亦即 

2 1

1 2

1 0

x

y k

z

      
           
          

. 

4．符号方程组求解 

（1）线性方程组 AX B 的符号解 
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命令形式：X=linsolve(A,B) 

功能：此命令只给出特解． 

例 6.2.8  求非齐次线性方程组
1 0 0 1

0 2 0 3

  
   

   
X 的解． 

解：输入命令 

A=[1,0,0;0,2,0];B=[1;3];  

X=linsolve(A,B) 

X=1.0000 

   1.5000  

   0 

说明：只给出了方程组的一个特解． 

（2）非线性方程组的解 

命令形式：[x1,x2,x3,…]=solve(e1,e2,e3,…) 

功能：此命令给出非线性方程组的解．其中，e1,e2,e3,…是符号方程，x1,x2,x3,…是要

求的未知量． 

例 6.2.9  解非线性方程组
2 1

2( )

4

a b x y

ax by

a b x y

ay bx

  
   
   
  

． 

解：输入命令 

e1=sym(′a+b+x=y′);↙ 

e2=sym(′2*a*xb*y=1′);↙ 

e3=sym(′2*(a+b)=x+y′);↙ 

e4=sym(′a*y+b*x=4′);↙ 

[a,b,x,y]=solve(e1,e2,e3,e4)↙ 

a=[1] 

   [1] 

b=[1] 

   [1] 

x=[1] 

   [1] 

y=[3] 

   [3] 

结果分析：方程组获得两组解，即 

1, 1, 1, 3

1, 1, 1, 3

a b c y

a b c y
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6.3  求矩阵的特征值、特征向量及矩阵的对角化问题 

6.3.1  实验目的 

（1）理解矩阵特征值和特征向量的概念和求法，理解矩阵特征值的性质，理解方阵的

对角化问题． 

（2）熟悉 MATLAB 数学软件求矩阵特征值和特征向量的命令． 

（3）会借助 MATLAB 数学软件解方阵的对角化问题． 

6.3.2  实验内容 

特征值与特征向量是线性代数中非常重要的概念，在实际的工程应用和在求解数学问

题中占有非常重要的地位．在实验中要介绍如何利用 MATLAB 去求特征值与特征向量、

矩阵的对角化等问题，培养把实际问题转化为数学问题来求解的能力． 

1．求矩阵特征值与特征向量命令 

  poly(A) 

功能：求矩阵 A 的特征多项式． 

  d=eig(A) 

功能：返回方阵 A 的全部特征值组成的列向量 d． 

  [V,D]=eig(A) 

功能：返回方阵 A 的特征值矩阵 D 与特征向量矩阵 V，满足 AV=VD． 

说明：这三条指令求出的是数值解，并不是解析解． 

例 6.3.1  求矩阵
1 1

2 4

 
 
 

的特征多项式、特征值、特征向量． 

解：输入命令 

A=[1,1;2,4];↙ 

p=poly(A);↙ 

poly2str(p,′x′)↙ 

ans=x^25x+6 

[V,D]=eig(A)↙ 

V=985/1393   1292/2889 

    985/1393   2584/2889 

D=2   0 

   0   3 
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结果分析：特征多项式是 2( ) 5 6f x x x   ，特征值是 1 22, 3   ，对应的特征向量

是 1

985 /1393

985 /1393

 
  
 

 ， 2

1292 / 2889

2584 / 2889

 
   

 ，是数值解． 

例 6.3.2  求矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 
 
 
  

的特征多项式、特征值、特征向量． 

解：输入命令 

A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];↙ 

poly2str(poly(A), ′x′)↙ 

p=x^36x^2+9x4 

[V,D]=eig(A)↙ 

V=178/221       377/2814      780/1351 

    609/1174        541/858      780/1351 

    545/1901       685/896      780/1351 

D=1   0   0 

   0   1   0 

   0   0   4 

结果分析：特征多项式是 3 2( ) 6 9 4f x x x x    ，特征值是 1 2 31, 1, 4     ，对应的

特征向量矩阵是 

178/221 377/2814 780/1351

609/1174 541/858 780/1351

545/1901 685/896 780/1351

 
   
  

V  

2．矩阵的对角化 

线性代数中，与矩阵对角化问题有关的结果有：如果 n 阶矩阵 A 的 n 个特征值互不相

等，则 A 与对角阵相似；如果矩阵 A 是实对称阵，则必有正交阵 P，使 1 P AP  ，其中

 是以 A 的 n 个特征值为对角元素的对角矩阵．利用这些结论，就可以用 MATLAB 处理

矩阵对角化问题． 

例 6.3.3  试求一个正交的相似变换矩阵 P，将对称矩阵

2 2 0

2 1 2

0 2 0

 
   
  

化为对角矩阵． 

解：输入命令 
A=[2,2,0;2,1,2;0,2,0];↙ 

[P,D]=eig(A)↙ 

P= 0.3333    0.6667   0.6667 

   0.6667    0.3333    0.6667 
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   0.6667   0.6667   0.3333 

D=2.0000       0        0 

      0      1.0000       0 

      0         0      4.0000 

P*P′↙ 

ans= 1.0000     0.0000   0.0000 

     0.0000   1.0000    0.0000 

     0.0000   0.0000  1.0000 

P^(1)*A*P↙ 

ans= 2.0000  0.0000  0.0000 

  0.0000  1.0000    0.0000 

  0.0000   0.0000   4.0000 

例 6.3.4  求一个正交变换将二次型 
2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 1 4 2 3 3 42 2 2 2f x x x x x x x x x x x x         

化成标准形． 

解：二次型矩阵对应的矩阵为

1 1 0 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1

 
  
 
 
 

A ，把二次型化为标准形就相当于

将矩阵 A 对角化．利用 MATLAB 做本题的命令为 

A=[1,1,0,1;1,1,1,0;0,1,1,1;1,0,1,1];↙ 

[P,D]=eig(A)↙ 

P=0.5000    0.7071   0.0000    0.5000 

   0.5000   0.0000   0.7071    0.5000 

   0.5000    0.7071   0.0000   0.5000 

   0.5000     0      0.7071   0.5000 

D=1.0000      0          0        0 

      0      1.0000       0        0 

      0        0       1.0000      0 

      0        0          0      3.0000 

syms  x1  x2  x3  x4 

X=[x1;x2;x3;x4];Y=P*X↙ 

Y= 1/2*x1+1/2*2^(1/2)*x2+29/144115188075855872*x3+1/2*x4 

1/2*x15822673418478107/40564819207303340847894502572032*x2+1/2*2^(1/2)*x3+1/2*x4 

1/2*x1+1/2*2^(1/2)*x2+3/144115188075855872*x31/2*x4 

1/2*x1+1/2*2^(1/2)*x31/2*x4 

故所求正交变换为 Y = PX，所得标准形为 2 2 2 2
1 2 3 43f y y y y    ． 
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习  题  6 

6.1 输入

1 1 1

1 2 3

1 3 6

 
   
  

A ，

8 1 6

3 5 7

4 9 2

 
   
  

B ，

3

1

4

 
   
  

U ，求： 

（1） ;A B （2） ;A B （3） ;AB （4） ;AU  

（5） 2 3 ;A B （6） 6;A （7） 1;A （8） .AB BA  

6.2 求下列矩阵的逆阵并求其行列式． 

（1）

1 3 3

1 4 3

1 3 4

 
   
  

A ；              （2）

1 2 3

2 2 1

3 4 3

 
   
  

A ； 

（3）

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 
   
  
 

  

A ；       （4）

1 1 0 0

1 2 0 0

3 7 2 3

2 5 1 2

 
 
 
 
 
 

A ． 

6.3 将下列矩阵化为行阶梯形矩阵，并求出它们的秩． 

（1）

1 2 0

1 1 1

1 3 2

 
   
  

A ；           （2）

0 1

1 0

0 1

 
   
  

A ； 

（3）

1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

A ；          （4）

1 4 1 2 2

2 2 1 1 0

2 1 3 2 0

 
   
  

A ． 

6.4 求解下列矩阵方程． 

（1）AX = B，其中
2 5

1 3

 
  
 

A ，
4 6

2 1

 
  
 

B ． 

（2）XA = B，其中

2 1 1

2 1 0

1 1 1

 
   
  

A ，

1 1 3

4 3 2

1 2 5

 
   
  

B ． 

（3）AXB = C，其中
1 4

1 2

 
   

A ，
2 0

1 1

 
   

B ，
3 1

0 1

 
   

C ． 
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（4）AXB = C，其中

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
   
  

A ，

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 
   
  

B ，

1 4 3

2 0 1

1 2 0

 
   
  

C ． 

6.5 求解下列齐次线性方程组． 

（1）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 0

2 2 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

         （2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

2 0

3 6 3 0

5 10 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

 

（3）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 0

3 2 7 0

4 3 6 0

2 4 7 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

          （4）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 7 0

2 3 3 2 0

4 11 13 16 0

7 2 3 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    
    

 

6.6 求解下列非齐次线性方程组． 

（1）
1 2 3

1 2 3

1 2

4 2 2

3 2 10

11 3 8

x x x

x x x

x x

  
   
  

               （2）

2 3 4

2 4 5

3 8 2 13

4 9 6

x y z

x y z

x y z

x y z

  
    
   
    

 

（3）

2 1

4 2 2 2

2 1

x y z w

x y z w

x y z w

   
    
    

             （4）

2 1

3 2 3 4

4 3 5 2

x y z w

x y z w

x y z w

   
    
     

 

6.7 用 MATLAB 命令确定线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

kx x x

x kx x

x x kx

  
   
   

 

中 k 满足什么条件时，方程组：（1）只有零解；（2）有非零解，并在有非零解的

条件下求出其基础解系． 

6.8 求下列矩阵的特征多项式、特征值、特征向量． 

（1）

2 1 2

5 3 3

1 0 2

 
  
   

；   （2）

1 2 3

2 1 3

3 3 6

 
 
 
  

；   （3）

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 
 
 
 
 
 

． 

6.9 试求一个正交的相似变换矩阵 P，将下列对称矩阵化为对角矩阵． 
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（1）

2 2 0

2 1 2

0 2 0

 
   
  

；   （2）

2 2 2

2 5 4

2 4 5

 
  
   

． 

6.10 求一个正交变换将下列二次型化成标准形． 

（1） 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 1 4 2 3 3 42 2 2 2f x x x x x x x x x x x x        ； 

（2） 2 2 2
1 2 3 2 32 3 3 4f x x x x x    ． 

 



 

 

附录A  各章教学基本要求 

第 1 章  行列式 

1．了解行列式的概念，掌握行列式的性质． 

2．会应用行列式的性质和行列式按行（列）展开定理计算行列式． 

3．会用克莱姆法则． 

第 2 章  矩阵及其运算 

1．理解矩阵的概念，了解单位矩阵、数量矩阵、对角矩阵、三角矩阵、对称矩阵和

反对称矩阵及其性质． 

2．掌握矩阵的线性运算、数乘、乘法、转置及运算规律，了解方阵的幂与方阵乘积

行列式的性质． 

3．理解逆矩阵的概念，掌握逆矩阵的性质以及矩阵可逆的充分必要条件，理解伴随

矩阵的概念，会用伴随矩阵求逆矩阵． 

4．理解矩阵的初等变换的概念，了解初等矩阵的性质和矩阵等价的概念，理解矩阵

秩的概念，掌握用初等变换求矩阵的秩和逆矩阵的方法． 

5．了解分块矩阵及其运算． 

第 3 章  线性方程组与向量组的线性相关性 

1．理解 n 维向量的概念，熟悉向量组线性相关、线性无关的定义． 

2．掌握有关向量组线性相关、线性无关的重要结论，熟悉向量组的最大无关组与向

量组的秩的概念． 

3．了解 n 维向量空间、子空间基底、维数等概念． 

4．理解齐次线性方程组的基础解系及通解等概念，理解非齐次线性方程组的解的结

构及通解等概念，掌握用行初等变换求线性方程组通解的方法． 

第 4 章  矩阵的特征值与特征向量 

1．了解向量的内积、长度及正交性的概念，了解正交矩阵概念及性质． 

2．理解矩阵的特征值与特征向量的概念，熟练掌握求矩阵的特征值和特征向量的

方法． 
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3．理解相似矩阵的概念，掌握相似矩阵性质及矩阵对角化的条件． 

4．掌握把线性无关的向量组正交规范化的方法． 

5．熟练掌握实对称矩阵对角化的方法． 

第 5 章  二次型 

1．掌握二次型及其矩阵表示，了解二次型秩的概念，了解合同变换和合同矩阵的概念． 

2．了解二次型的标准形、规范形的概念以及惯性定理． 

3．掌握用正交变换化二次型为标准形的方法，会用配方法化二次型为标准形． 

4．理解正定二次型、正定矩阵的概念，并掌握其判别法． 



 

 

附录 B  各章内容提要 

第 1 章  行列式 

1．行列式的定义 

n阶行列式 

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( 1)
n

n

n

n t
p p np

p p p

n n nn

a a a

a a a
D a a a

a a a

  






   



 

其中 1 2( )np p p 为自然数1, 2, ,n 的一个排列，t 为这个排列的逆序数，求和符号
1 2 np p p



表

示对所有 n级排列 1 2( )np p p 求和．行列式有时也简记为 det ( )ija 或 ija ，这里数 ija 称为行

列式的元素，称
1 21 2( 1)

n

t
p p npa a a  为行列式的一般项． 

注： 

（1） n阶行列式是 !n 项的代数和，且冠以正号的项和冠以负号的项（不含元素本身所

带的符号）各占一半； 

（2）
1 21 2 np p npa a a 的符号为 ( 1)t （不含元素本身所带的符号）； 

（3）一阶行列式 a a ，不要与绝对值记号相混淆； 

（4）二阶和三阶行列式适用对角线法则． 

2．行列式的性质 

（1）行列式与它的转置行列式相等，即 TD D ． 

注：由（1）知道，行列式中的行与列具有相同的地位，行列式的行具有的性质，它

的列也同样具有． 

（2）交换行列式的两行（列），行列式变号． 

注：由（2）知道，若行列式中有两行（列）的对应元素相同，则此行列式为零． 

（3）用数 k 乘行列式的某一行（列），等于用数 k 乘此行列式，即 
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11 12 1 11 12 1

1 1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

D ka ka ka k a a a kD

a a a a a a

  

 
       

 
       

 

． 

第 i 行（列）乘以 k ，记为 kri  （或 iC k ）． 

注：由（3）知道，行列式的某一行（列）中所有元素的公因子可以提到行列式符号

的外面． 

（4）行列式中若有两行（列）元素成比例，则此行列式为零． 

（5）若行列式的某一行（列）的元素都是两数之和，例如， 

11 12 1

1 1 2 2

1 2

n

i i i i in in

n n nn

a a a

D b c b c b c

a a a

   


   


   



 

则 

11 12 1 11 12 1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

n n

i i in i i in

n n nn n n nn

a a a a a a

D b b b c c c D D

a a a a a a

   

 
       

 
       

 

． 

（6）将行列式的某一行（列）的所有元素都乘以数 k 后加到另一行（列）对应位置的

元素上，行列式的值不变． 
注：以数 k 乘第 j 行加到第 i 行上，记为 i jr kr ；以数 k 乘第 j 列加到第 i 列上，记为

i jc kc ． 

3．行列式的按行（按列）展开 

（1）在 n阶行列式 D 中，去掉元素 ija 所在的第 i 行和第 j 列后，余下的 1n  阶行列式，

称为 D 中元素 ija 的余子式，记为 ijM ，再记 

( 1)i j
ij ijA M   

称 ijA 为元素 ija 的代数余子式． 
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（2）行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之和，即可以

按第 i 行展开： 

1 1 2 2 ( 1,2, , )     i i i i in inD a A a A a A i n  

或可以按第 j 列展开： 

1 1 2 2 ( 1,2, , ).j j j j nj njD a A a A a A j n       

（3）行列式某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和等

于零，即 

1 1 2 2 0,    i j i j in jna A a A a A i j  

或 

1 1 2 2 0, .i j i j ni nja A a A a A i j      

4．一些常用的行列式 

（1）上、下三角形行列式等于主对角线上的元素的乘积．即 

11 12 1

22 2

n

n

nn

a a a

a a

a



  11 22 nna a a   

而 

11 1 1 1

21 2 1

1

n n

n

n

a a a

a a

a








 
=

( 1)

2
1 2 1 1( 1) ...

n n

n n na a a


 ． 

（未标明的元素均为零，下同．） 

特别地，对角行列式等于对角元素的乘积，即 

1

2
1 2 n

n




  



 


． 

（2）设
11 1

1

1

m

m mm

a a

D

a a




 


，
11 1

2

1

n

n nn

b b

D

b b




 


，则 
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11 1

1

11 1

1

0 0

0 0

m

m mm

n

n nn

a a

a a

b b

b b

 

 

 
   

 
 

   
 

1 2D D ． 

（3）范德蒙德（Vandermonde）行列式 

1 2 1
2 2 2 2

1 2 1 2 1

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1

( , , , )
n n

n n n n

n n n n
n n

x x x x

V x x x x x x x

x x x x





   







 
    



1

( )i j
j i n

x x


 
≤ ≤

． 

（4）方阵的行列式 

① A 是 n阶方阵， 是数，则 n A A ． 

② A 和 B 都是 n阶方阵，则 AB A B ． 

③ A 是 n阶方阵，则 T A A ，其中 TA 是 A 的转置矩阵． 

④ A 是 n阶方阵， *A 是 A 的伴随矩阵，则
1* nA A ． 

⑤ A 是 n阶方阵， TA 是 A 的转置矩阵，则
2T AA A ． 

⑥ A 和 B 都是 n阶方阵，则
0

0


A
A B

B
，

20
( 1)

0
n 

A
A B

B
． 

5．克拉默（Cramér）法则 

含有 n个未知数 1 2, , , nx x x 的线性方程组 

                         

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

                    

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    






 (B.1)  

称为 n元线性方程组．当其右端的常数项 1 2, , , nb b b 不全为零时，线性方程组 (B.1)称为非

齐次线性方程组；当 1 2, , , nb b b 全为零时，线性方程组 (B.1)称为齐次线性方程组，即 

                         

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

                    

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    






 (B.2)  



附录 B  各章内容提要 

 

125 

线性方程组 (B.1)的系数 ija 构成的行列式称为该方程组的系数行列式 D ，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






   


． 

（1）若系数行列式 0D  ，则线性方程组 (B.1)有唯一解，其解为 

( 1,2, , )j
j

D
x j n

D
    

其中 ( 1,2, , )jD j n  是把 D 中第 j 列元素 1 2, , ,j j nja a a 对应地换成常数项 1 2, , , nb b b ，而其

余各列保持不变所得到的行列式． 

（2）如果线性方程组(B.1)无解或有两个不同的解，则它的系数行列式必为零． 

（3）如果齐次线性方程组(B.2)的系数行列式 0D  ，则齐次线性方程组(B.2)只有零解；

如果齐次方程组(B.2)有非零解，则它的系数行列式 0D  ． 

第 2 章  矩阵及其运算 

1．矩阵的定义 

（1）m n 阶矩阵的定义：形如

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


的一个数表称为 m n 阶矩阵．记

为 A、Amn、(aij)等．aij 称为矩阵的(ij)元． 

（2）矩阵的相等：阶数相同，对应元素相等． 

（3）零矩阵：元素全为零的矩阵． 

（4）单位矩阵：对角线上全为 1，其他元素全为 0 的方阵． 

（5）数量矩阵：对角线上全为 k ，其他元素全为 0 的方阵． 

（6）三角矩阵：对角线下方元素全为 0 的矩阵，称为上三角矩阵；对角线上方元素全

为 0 的矩阵，称为下三角矩阵． 
（7）对称矩阵：具有 ij jia a 的方阵． 

（8）反对称矩阵：具有 ij jia a  的方阵． 

2．矩阵的运算 

（1）加减法（同阶矩阵才能进行）：  A B C ， ij ij ijc a b  ．且有   A B B A ， 

( ) ( )    A B C A B C ， 0 A A， ( ) 0  A A ． 
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（2）数乘 kA：将数 k 乘到矩阵的每一个元素上．数乘矩阵与数乘行列式不同．有1 A A ，

( ) ( )  A A， ( )     A A A ， ( )    A B A B ． 

（3）转置 TA ：将矩阵元素的行列互换．且有 T T( ) A A ， T T T( )  A B A B ，
T T( )k kA A ， T T T( ) AB B A ． 

（4）乘法： AB C ． 

① 矩阵可乘的条件： A 矩阵的列数等于 B 矩阵的行数． 

② 乘积的方法：乘积矩阵C 的 ij 元等于左矩阵 A 的 i 行与右矩阵 B 的 j 列对应元素

乘积之和． 
③  乘积的性质： ( )  A B C AB AC ， ( )  B C A BA CA ， ( ) ( )A BC AB C ，

( ) ( )k L kLA A ． 

④乘积不满足的性质： AB BA ，  AB AC B C ， 0 0 0  或AB A B ． 

例 1  
2 4

1 2

 
   

A ，
2 4

3 6

 
    

B ，而
16 32

8 16

  
  
 

AB ，
0 0

0 0

 
  
 

BA ． 

3．方阵乘积的行列式 

AB A B  

4．逆矩阵 

若  AB BA E ，称 A 可逆， A 的逆矩阵为 B ，记为 1A ． 

（1） A 可逆，则 A 的逆矩阵唯一． 
（2） A 可逆，则 0A ． 

（3） A 可逆，则 A 的逆矩阵等于 A 的行列式分子 A 的伴随矩阵，
*

1 
A

A
A

，且 

11 21 31
*

12 22 32

13 23 33

A A A

A A A

A A A

 
   
  

A  

例 2  

1 2 3

2 2 1

3 4 3

 
   
  

A ，求 1

1 3 2

3 5
3

2 2
1 1 1



 
 
   
 
  

A （其中 2A ）． 

（4）逆矩阵的性质 
1 1( )  A A， 1 1 1( )  AB B A ， 1 1( ) (1 / )k k A A ， T 1 1 T( ) ( ) A A ． 

5．矩阵的初等变换 

（1）矩阵的初等行变换 
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① 在矩阵的一行上加上另一行的 k 倍． 

② 在矩阵的一行上乘以一个非零常数． 

③ 交换矩阵的两行． 

（2）矩阵的初等列变换与行变换称为矩阵的初等变换． 

6．矩阵的秩 

（1）矩阵 A 中非零子式的最高阶数称为矩阵的秩． 

（2）初等变换不改变矩阵的秩． 

例 3  

1 1 2 4

2 3 1 1

3 2 2 11

 
    
  

A ，其秩为 3． 

（3）用初等变换把矩阵化为阶梯形，阶梯形非零行的行数称为矩阵的秩． 

（4）初等矩阵的概念 

① 把单位矩阵用一次初等变换化为的矩阵． 

② 对矩阵进行一次初等行变换等价于左乘一个初等矩阵．对矩阵进行一次初等列变

换等价于右乘一个初等矩阵． 

（5）等价的概念 

① 等价的矩阵具有相同的秩． 

② 等价 A≌B．存在两个可逆矩阵 P 与 Q，使 PAQ = B．如果方阵 A 可逆，则 A 一定

可以等价于单位矩阵． 

7．用初等变换求逆矩阵与解矩阵方程 

（1）方法：A 与 E 用初等行变换把 A 化为 E，则 E 就变为逆矩阵 1A ． 
1( , ) ( , )→A E E A  

例 4  

1 3 3

1 4 3

1 3 4

 
   
  

A ，求逆 1A ． 

解：

1 3 3 1 0 0 1 0 0 7 3 3

1 4 3 0 1 0 0 1 0 1 1 0

1 3 4 0 0 1 0 0 1 1 0 1

    
      
      

→ ， 1

7 3 3

1 1 0

1 0 1



  
   
  

A ． 

（2） AX B ，求 X，则 1X A B ． 

（3） XA B，求 X，则 1X BA ． 

（4） AXB C ，求 X，则 1 1 X A CB ． 
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例 5  

1 2 3 1 3
2 1

2 2 1 2 0
5 3

3 4 3 3 1

   
               

X  ，得 1 1

2 1

10 4

10 4

 

 
    
  

X A CB ． 

第 3 章  线性方程组与向量组的线性相关性 

1．线性方程组的解 

定理 1  n元线性方程组 Ax b ， 
（1）无解的充分必要条件是 ( ) ( , )R RA A b ； 

（2）有唯一解的充分必要条件是 ( ) ( , )R R n A A b ； 

（3）有无限多解的充分必要条件是 ( ) ( , )R R n A A b ． 

定理 2  n元线性方程组 Ax b 有解的充分必要条件是 ( ) ( , )R RA A b ． 

定理 3  n元齐次线性方程组 0Ax 有非零解的充分必要条件是 ( )R nA ． 

定理 4  矩阵方程 AX B 有解的充分必要条件是 ( ) ( , )R RA A B ． 

定理 5  矩阵方程 0m n n l  A X 只有零解的充要条件是 ( )R nA ． 

2．向量组及其线性组合 

定义 1  给定n维向量组 1 2: , , , mA a a a 和n维向量b ，如果存在一组常数 1 2, , , mk k k ，使 

1 1 2 2 m mk k k   b a a a  

则向量 b 是向量组 A的线性组合，此时称向量 b 能由向量组 A线性表示． 
定理 1  向量 b 能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示的充分必要条件是矩阵

1 2( , , , )m A a a a 的秩等于矩阵 1 2( , , , , )m B a a a b 的秩． 

定义 2  设有两个向量组 1 2: , , , mA a a a 和 1 2: , , , nB b b b ，如果 B 组中的每个向量能由

A组线性表示，则称向量组 B 能由向量组 A线性表示，如果向量组 A也能由向量组 B 相互

线性表示，则称这两个向量组等价． 
定理 2  向量组 1 2: , , , nB b b b 能由向量组 1 2: , , , mA a a a 线性表示的充要条件是矩阵

1 2( , , , )m A a a a 的秩等于矩阵 1 2 1 2( , ) ( , , , , , , , )m n  A B a a a b b b 的秩，即 ( ) ( , )R RA A B ． 

定 理 3 设 向 量 组 1 2: , , , nB b b b 能 由 向 量 组 1 2: , , , mA a a a 线 性 表 示 ， 则

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n mR R ≤b b b a a a ． 

3．向量组的线性相关性 

定义 1  对于给定的 n 维向量组 1 2: , , , mA a a a ，如果存在不全为零的一组实数

1 2, , , m   ，使 

1 1 2 2 0m m     a a a  
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则称向量组 A是线性相关的，否则就称之为线性无关． 
定理 1  n 维向量组 1 2: , , , mA a a a ( 2)m≥ 线性相关的充要条件是该向量组中至少存

在一个向量可以由其余 1m  个向量线性表示． 
定理2  向量组 1 2, , , ma a a 线性相关的充要条件是它所构成的矩阵 1 2( , , , )m A a a a 的

秩小于向量的个数m ；向量组线性无关的充要条件是 ( )R mA ． 

定理 3  在 n维向量组 1 2, , , ma a a 中，若存在某部分组线性相关，则向量组 1 2, , , ma a a

一定线性相关．反之，若向量组 1 2, , , ma a a 线性无关，则它的任意部分组都线性无关． 

定理 4  如果m 个n维向量组 1 2, , , ma a a 线性无关，且 1m  个n维向量组 1 2, , , ,ma a a b

线性相关，则向量 b 可以由向量组 1 2, , , ma a a 线性表示，且表示式是唯一的． 

定理 5  n 维向量组 1 2, , , ma a a 同时去掉相应的 ( )n s n s  个分向量后得到 s 维向量组

1 2, , , m   ，其中

1

2

j

j
j

nj

a

a

a

 
 
 
 
 
  


a ，

1

2

j

j
j

sj

a

a

a

 
 
 
 
 
  


 ， 1,2, ,j m  ，则 

（1）如果 1 2, , , ma a a 线性相关，则 1 2, , , m   也线性相关； 

（2）如果 1 2, , , m   线性无关， 1 2, , , ma a a 线性无关． 

定理 6  设有两个向量组 1 2: , , , mA a a a ； 1 2: , , , nB    ，向量组 B 能由向量组 A 线

性表示，并且m n ，则向量组 B 线性相关． 

4．向量组的秩 

定义 1  设有向量组 A ，如果 A 中能选出 r 个向量 1 2, , , ra a a ，满足 

（1） A 的部分组 0 1 2: , , , rA a a a 线性无关； 

（2）向量组 A 中任意 1r  个向量都线性相关． 
那么称向量组 0A 是向量组 A 的一个最大线性无关向量组（简称最大无关组），最大无

关组所含向量的个数 r 称为向量组 A 的秩，记为 RA ． 

最大无关组的等价定义 
设向量组 0 1 2: , , , rA a a a 是向量组 A 的部分组，且满足 

（1）向量组 0A 线性无关； 

（2）向量组 A 中任意一个向量都能由向量组 0A 线性表示， 

那么向量组 0A 便是向量组 A 的一个最大线性无关组． 

定理 1  矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于它的行向量组的秩． 

5．线性方程组解的结构 

（1）齐次线性方程组解的结构 
性质 1  若 1 2,  为矩阵方程 0Ax 的解，则 1 2  也是该方程的解． 
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性质 2  若 1 为矩阵方程 0Ax 的解， k 为实数，则 1k 也是矩阵方程 0Ax 的解． 

定理 1  对于齐次线性方程组 0m nx A ，若 ( )r r n A ，则方程组的基础解系一定存

在，且每个基础解系中所含解向量的个数均等于 n r ，其中 n是方程组所含列向量或未知

量的个数． 

（2）非齐次线性方程组解的结构 
性质 3  设 1 2,  是非齐次线性方程组 Ax b 的解，则 1 2  是对应的齐次线性方程组

0Ax 的解． 
性质 4  设 是非齐次线性方程组 Ax b 的解， 是为对应的齐次线性方程组 0Ax

的解，则   为非齐次线性方程组 Ax b 的解． 

第 4 章  矩阵的特征值与特征向量 

1．向量的内积、长度及正交性 

（1）向量的内积 

设 T T
1 2 1 2( , , , ) , ( , , , ) n

n n R   a a a b b b  ，记 

1 1 2 2
1

[ , ]
n

n n k k
k

    a b a b a b a b  ，称[ , ]  为向量 与  的内积． 

（2）内积的性质 （其中 , , , , )nR k l R    ： 

①[ , ] [ , ]    ；②[ , ] [ , ]k k    ；③[ , ] [ , ] [ , ]         ； 

④[ , ] 0≥  ，且[ , ] 0 0     ；⑤[ , ] [ , ] [ , ]k l k l         ． 

（3）向量的长度 

设 T
1 2( , , , ) n

n R a a a ，令 2 2 2
1 2( , ) n    a a a   ，称  为向量 的长

度，称长度为 1 的向量为单位向量． 

（4）向量的长度的性质 （设 , nR  ），则 

① 0≥ ，且 0 0    ，（非负性）；② k k  ，（正齐次性）； 

③  ≤    ，（三角不等式）． 

（5）向量的夹角：设 , , 0, 0nR      ，称 arccos 
[ , ] 
 

， 

0 π≤ ≤ ，为 与  的夹角．当[ , ] 0  时，称正交， 与  正交，记为   ． 

显然 0 ，则 与 nR 中任何向量都正交． 

（6）正交向量组 

① 两两正交的非零向量构成的向量组为正交（向量）组． 
② 正交组的性质：若 n维向量 1 2, , , n   是一组两两正交的非零向量，则 1 2, , , n  

线性无关． 
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（7）施密特正交化： 
① 规范正交基：设 1 2, , , m   是向量空间V 的一个基，如果 1 2, , , m   两两正交，

且每个向量 i 又都是单位向量，则称 1 2, , , m   是V 的一个规范正交基． 

② 施密特正交化公式 

         1 1  ， 2 1
2 2 1

1 1

[ , ]

[ , ]
 

   
 

， 3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]
  

      
   

，… 

         1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

[ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ]
m m m m

m m m
m m




 

      
         
     

 

（8）正交矩阵：如果 n阶矩阵 A 满足 T ,A A E 则称 A 为正交（矩）阵． 

（9）正交矩阵 A 的性质： 

① A 是可逆阵，且 1 T A A 是正交阵； 

② 设有 n n 实矩阵 1 2( )n A    ，则 1 2, , , n   构成 nR 的一个规范正交基的充要

条件是 A 是正交矩阵． 
③ 对任意 n维列向量 X 和Y ， AX 和 AY 保持 X 和Y 的内积，即 [ , ] [ , ]AX AY X Y ． 

2．方阵的特征值与特征向量 

（1）特征值与特征向量的概念 

A 是 n阶方阵，如果存在数 和 n维列向量

1

2 0

n

x

x

x

 
 
  
 
 
 


X ，使 AX X 成立，那么，

称为方阵 A 一个的特征值，非零向量 X 称为 A 的属于特征值的特征向量． 

（2）特征值与特征向量的求法： 
A 的特征值就是特征方程 0n A E 的解， A 的属于特征值 i 的特征向量就是齐次

线性方程组 ( ) 0i n A E X 的非零解向量． 

（3）特征值与特征向量的性质： 

① 矩阵 A 的 n个特征值之和等于 A 的 n个对角线元素之和，即 

1 2 11 22n nna a a          （ 1 2, , , n   为 A 的 n个特征值）． 

② 矩阵 A 的 n个特征值的乘积等于 A 的行列式的值，即 1 2 n      A ． 

③ 设 1 2, , , m   是 n 阶方阵 A 的 m 个特征值， 1 2, , , mX X X 依次是与之对应的特征

向量，如果 1 2, , , m   互不相等，则 1 2, , , mX X X 线性无关． 

3．相似矩阵 

（1）相似矩阵的概念：设 ,A B 都是 n阶方阵，若存在可逆阵 P ，使 1B P AP ，则称

A 与 B 相似，称从 A 到 B 的这种变换为相似变换，称这个 P 为相似变换矩阵． 
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（2）相似矩阵的性质： 

① 若 n 阶矩阵 A 与 B 相似，则 A 与 B 的特征多项式相同，从而 A 与 B 的特征值也相

同．且 A B ． 

② n阶矩阵 A 与对角阵相似（即 A 能对角化）的充要条件是 A 有 n个线性无关的特

征向量． 

4．实对称矩阵的对角化 

（1）实对称阵的三个重要性质： 

① 实对称阵的特征值都是实数； 

② 实对称阵的对应于不同特征值的实特征向量必正交； 
③ 对应于实对称阵 A 的 ir 重特征值 i ，一定有 ir 个线性无关的实特征向量．就是说方

程组 ( ) 0n  E A X 的每个基础解系恰好含有 ir 个向量． 

（2）实对称矩阵的对角化 

设 A 为 n阶实对称矩阵，则存在 n阶正交阵 P ，使 

1

21 T

n








 
 
  
 
 
 


P AP P AP  

其中 1 2, , , n   为 A 的 n个特征值． 

第 5 章  二次型 

1．二次型的概念：含有 n个变量 1 2, , , nx x x 的二次齐次函数 

2
1 2 11 1 12 1 2 13 1 3 1 1

2
22 2 23 2 3 2 2

2

( , , , ) 2 2 2

 2 2

n n n

n n

nn n

f x x x a x a x x a x x a x x

a x a x x a x x

a x

     

   

 




 

称为二次型．取 ij jia a ，于是上式写成 

2
1 2 11 1 12 1 2 1 1

2
21 2 1 22 2 2 2

2
1 1 2 2

1 1

( , , , )

 

n n n

n n

n n n n nn n

n n

ij i j
i j

f x x x a x a x x a x x

a x x a x a x x

a x x a x x a x

a x x
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如果二次型中只含有变量的平方项，所有混合项 ( )i jx x i j 的系数全是零，即 

2
1 2

1

( , , , )
n

n i i
i

f x x x k x


   ( 1,2, , )ik i n   

其中 ( 1,2, , )ik i n  为实数，则称这样的二次型为标准形． 

如果标准形的系数 ( 1,2, , )ik i n  只在1, 1,0 三个数中取值，即 

2 2 2 2
1 2 1 1( , , , )n p p rf x x x x x x x         

则称这样的二次型为规范形． 

2．二次型的矩阵 

               

1 2 1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

( , , , ) ( )

( )

( )

n n n

n n

n n n nn n

f x x x x a x a x a x

x a x a x a x

x a x a x a x

    

  

  

 





 

                            

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2
1 2

1 1 2 2

( , , , )
                      

n n

n n
n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x
x x x

a x a x a x

   
    
 
 

    








 

                            

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

( , , , )
        

n

n
n

nn n nn

a a a x

a a a x
x x x

xa a a

   
   
   
   
   
    





   



 

记 

11 12 1

21 22 2

1 2

,
      

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
  




   


A

1

2

 
 
 
 
 
 



n

x

x

x

x  

则二次型可记为 

                                  Tf  x Ax  (5.1.3) 

其中 A 为对称矩阵． 

3．矩阵的合同 

两个 n 阶实对称矩阵 A 和 B，如果存在可逆实矩阵 C，使得 B = CTAC，则称 A 与 B

合同，记为 A B ． 
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经可逆变换 x = Cy 后，二次型 f 的矩阵由 A 变为与 A 合同的矩阵 TC AC ，且二次型

的秩不变． 

矩阵的合同关系具有反身性、对称性、传递性． 

4．二次型的标准化和规范化 

（1）正交变换法．对任意 n 元实二次型 T

1 1

( )
n n

ij i j ij ji
i j

f a x x x a a
 

   x A ，存在正交线

性变换 x Py ，使二次型 f 化为标准形   

2 2 2
1 1 2 2 n nf y y y       

其中 1 2, , , n   是 A 的 n个特征值． 

（2）配方法．把二次型化为几个一次式的平方，再设新未知数． 

5．惯性定理 

实二次型 Tf x x A 的秩为 r，x = Cy 及 x = Pz 是两个可逆变换，使二次型 T( )f x x x A

化为标准形 

f = 2 2 2
1 1 2 2 ( 0)r r ik y k y k y k     

及 

f = 2 2 2
1 1 2 2 ( 0)r r iz z z        

则 1 2, , , rk k k 中正数的个数与 1 2, , , r   中正数的个数相等． 

二次型 Tf x x A 的标准形中正系数个数称为 f 的正惯性指数，负系数个数称为负惯性

指数．正惯性指数与负惯性指数之差称为符号差． 

若二次型 Tf x x A 的正惯性指数为 p，秩为 r，则 Tf x x A 的规范形便可确定为 

2 2 2 2
1 1p p rf z z z z       ． 

对称矩阵 A 与 B 合同当且仅当它们有相同的秩和相同的正惯性指数． 

6．正定二次型和正定矩阵 

n 元实二次型 Tf x x A 和对应的 n 阶实对称矩阵 A，可分成以下五类： 

（1）如果对于任何非零实列向量 x，都有 T 0x x A ，则称 f 为正定二次型，称 A 为正

定矩阵． 

（2）如果对于任何实列向量 x，都有 T 0x≥x A ，则称 f 为半正定二次型，称 A 为半正

定矩阵． 

（3）如果对于任何非零实列向量 x，都有 T 0x x A ，则称 f 为负定二次型，称 A 为负

定矩阵． 
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（4）如果对于任何实列向量 x，都有 T 0x≤x A ，则称 f 为半负定二次型，称 A 为半负

定矩阵． 

（5）其他的实二次型称为不定二次型，其他的实对称矩阵称为不定矩阵． 

二次型 Tf x x A 为正定的充分必要条件是，其标准形的 n 个系数全为正，即它的正惯

性指数等于 n． 

实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是，A 的特征值都是正数． 

实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是，A 的顺序主子式都为正，即 

11 0,a  11 12

21 22

0, ,
a a

a a
 

11 12 1

21 22 2

1 2

0
           






   


n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 

对称矩阵 A 负定的充分必要条件是，A 的奇数阶顺序主子式都为负，偶数阶顺序主子

式都为正，即 

11 12 1

21 22 2

1 2

( 1) 0    ( 1,2, , )
           

r

rr

n n rr

a a a

a a a
r n

a a a

  





   



． 



 

 

附录C  各章典型题例与分析 

第 1 章  行列式 

例 1  求下列排列的逆序数： 

（1）21736854； 
（2）135 (2 1)246 (2 )n n  ． 

分析：求一个排列的逆序数可以有两种思路． 

思路 1：按此排列的次序分别算出每个数的后面比它小的数的个数，然后求和． 

思路 2：按自然数的顺序分别算出排在1,2,3,前面的比它大的数的个数，再求和． 

解：（1）法一（用思路 1）： 

2 的后面有 1 小于 2，故 2 的逆序数为 1． 

1 的后面没有小于 1 的数，1 的逆序数为 0． 

7 的后面有 3, 6, 5, 4 小于 7，故 7 的逆序数为 4．依此方法逐个计算．可知此排列的逆

序数 (21736854) 1 0 4 0 2 2 1 0 10          ． 

法二（用思路 2）： 

1 的前面比 1 大的数有一个 2，故 1 的逆序数是 1． 

2 排在首位没有逆序． 

3 的前面有一个 7 比 3 大，逆序数为 1． 
依此计算，得 (21736854) 1 0 1 4 3 1 0 0 10          ． 

（2）此排列的前 n个数135 (2 1)n  之间没有逆序，后 n个数 246 (2 )n 之间也没有逆

序，只是前 n个数与后 n个数之间才有逆序，用思路 1 易见 

(13 5 (2 1) 2 4 6 (2 ))

0 1 2 ( 1) 0 0 0

1
( 1).

2

n n

n

n n

 
         

 

  
   

例 2  写出 4 阶行列式中含 11 23a a 的项． 

分析：行列式是不同行不同列元素乘积的代数和，含 11 23a a 的项应当有形式

3 411 23 3 4j ja a a a ，由此分析 3 4,j j 的取值及该项所带的正负号． 

解：因为含 11 23a a 的项可写为
3 411 23 3 4j ja a a a ，其中 3 413 j j 是 1 至 4 的排列．所以 3 4,j j 取

自 2 和 4．可见共有两项含 11 23a a ． 
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若 3 42, 4j j  ，则 

(13 2 4) 1   

是奇排列，故该项带负号为 11 23 32 44a a a a ． 

若 3 44, 2j j  ，利用对换改变排列的奇偶性，知 11 23 34 42a a a a 带正号．即 4 阶行列式中，

含 11 23a a 的项是 11 23 32 44a a a a ， 11 23 34 42a a a a ． 

例 3  在五阶行列式中，项 32 55 14 21 43a a a a a 的符号取        ． 

分析：按行列式定义，行列式中每一项都是不同行不同列元素的乘积． 
解：将 32 55 14 21 43a a a a a 记成 14 21 32 43 55a a a a a ，对应的列标的排列为奇排列，故符号取为

负号． 

例 4  

1

2 2 3

7 10 4 3

1 7 1

x x x

x

x

 




为        次多项式，常数项为        ． 

分析：按行列式定义，行列式中每一项都是不同行不同列元素的乘积． 

解：按第一行展开，可以看出该行列式是二次多项式．为求常数项，在第一行中取元

素 1 ，第三行中取元素 3，即有 

1 3 3 4 2 2
( 1) ( 1) 3 ( 1) 48

1 7
         


 

故应填为二次多项式，其常数项为 48 ． 

例 5  设 A 为m 阶方阵，B 为n阶方阵，且 aA ， bB ，
0

0

 
  
 

A
C

B
，则 C （    ）． 

    A． ab          B． ( 1)m n ab           C． ab          D． ( 1)mn ab  

解：选 D． 

例 6  设 A 是 n 阶方阵， k 是非零常数， *A 是 A 的伴随矩阵，则行列式 *( )k A

（     ）． 

    A．
1n

k


A       B．
1n

k


A        C．   11 nn nk
 A       D．

11 nnk
 A  

解：选 C．由 * 1 *( ) nk k A A ，得 *( )k A 1 *nk  A   11 nn nk
 A ． 

例 7  设 A 是 3 阶方阵， *A 是 A 的伴随矩阵，
1

8
A ，计算

1
*1

8
3


   
 

A A ． 

解：由 * 1 11

8
  A A A A ，得 

1
* 1 1 1 3 11 8

8 3 2 2 64
3


            

 
A A A A A A

A
． 
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例 8  计算行列式

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

a

b
D

c d

e f

 之值． 

分析：按行列式定义， D 的一般项是
1 2 3 41 2 3 4j j j ja a a a ，由于行列式中有较多的 0，该项

若不为 0，则必有 

1 23, 1j j   

而 3j 可取 2 或 4， 4j 可取 3 或 4．但因 1 2 3 4, , ,j j j j 是 1 至 4 的排列，互不相同，则

必有 

4 34, 2j j  ． 

所以在 D 的 4!项中，仅有一个非 0 项． 

解：    1 2 3 4

1 2 3 4

3124
1 2 3 4( 1) ( 1)j j j j

j j j jD a a a a abcf abcf      ． 

例 9  计算行列式 n

x a a

a x a
D

a a x






   


之值． 

分析：用化为三角形行列式的方法计算行列式是计算行列式的最基本方法，难点在于

怎样化为上三角或下三角行列式以及如何计算较为简便，这需要多练习，多思考，并注意

从范例中得到启发． 

解：将第一行乘(1)分别加到其余各行，得 

0 0

0 0

0 0 0

n

x a a a

a x x a

D a x x a

a x x a

 
  

 





    
 

再将各列都加到第一列上，得 

( 1)

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

n

x n a a a a

x a

D x a

x a

 


 







    
  1( 1) ( )nx n a x a     ． 
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例 10  计算行列式

1 1 1

1

( 1) ( )

( 1) ( )

1

1 1 1

n n n

n n n

n

a a a n

a a a n

D

a a a n

  



 
 



 




   



之值． 

分析：将行列式经过上下翻转后得到的行列式是范德蒙德行列式，根据范德蒙德行列

式的计算公式算出行列式的值． 

解：将行列式经过上下翻转后，有 

( 1)

2
1

1 1 1

1 1 1

1

              ( 1)

( 1) ( )

( 1) ( )

n n

n

n n n

n n n

a a a n

D

a a a n

a a a n




  

 

 

 
 




  



 

此行列式为范德蒙德行列式  
( 1)

2
1

1 1

( 1) [( 1) ( 1)]
n n

n
n i j

D a i a j



 

      
≥ ≥

 

                        
( 1)

2

1 1

( 1) [ ( )]
n n

n i j

i j


 

   
≥ ≥

 

                        
( 1) ( 1)   1

2 2

1 1

( 1) ( )( 1)
n n n n

n i j

i j
     

 

     
≥ ≥

 

                        
1 1

( )
n i j

i j
 

 
≥ ≥

． 

例 11  计算行列式
1 1

2
1 1

    

    

n n

n

n n

a b

a b
D

c d

c d

   



   

之值． 

解：
1 1

2
1 1

    

    

n n

n

n n

a b

a b
D

c d

c d

   



   

（按第 1 行展开） 
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1 1

1 1

1 1

1 1

0

    

    

0

0 0

n n

n

n n

n

a b

a b

c da

c d

d

 

 

   


   



1 1

1 1
2 1

1 1

1 1

0

    

( 1)

    

0

n n

n
n

n n

n

a b

a b
b c d

c d

c

 



 

   

 
   

 

再按最后一行展开得递推公式 

2 2 2 2 2n n n n n n nD a d D b c D   ，即 2 2 2( )n n n n n nD a d b c D   ． 

于是 

2 2
2

( )
n

n i i i i
i

D a d b c D


  ， 

而 

1 1
2 1 1 1 1

1 1

a b
D a d b c

c d
   ， 

所以 2
1

( )
n

n i i i i
i

D a d b c


    

例 12  证明 

1 2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n n n

x

x

x

a a a a x a 










     



 1
1 1

n n
n nx a x a x a
    ．s 

证：用数学归纳法证明  

当 n  2 时， 2
2 1 2

2 1

1x
D x a x a

a x a


   


，命题成立． 

假设对于 n1 阶行列式命题成立，即 
1 2

1 1 2 1
n n

n n nD x a x a x a 
        

则 Dn 按第一列展开，有 

1
1

1
1 1 1

1 0 0 0

1 0 0
( 1)

1 1 1





 




  



      




    




n
n n n

n n
n n n n

x
D xD a

x

xD a x a x a x a ． 
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因此，对于 n 阶行列式命题成立． 

例 13  计算

1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

a

a
D

a











   


，其中 1 2 0na a a  ． 

解：

1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

a

a
D

a











   


 

          
1 2

2 3

1

2 2

3 3

1 1

0 0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0 1

c c

c c

n n

n n

a

a a

a a

a a

a a





 







 





      


 

 

          

1
1

1
2

1
3

1 2

1
1

1

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 1

n

n

n

a

a

a
a a a

a

a

















 





      



 

          
2 1

3 2

1
1

1 1
1 2

1 1
1 3

1 2

1
1

1

1

1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1

r r

n
r r

n

i
i

n

i
i

a

a a

a a

a a a

a

a



 

 





























      
       

 



 

          1 2
1

1
( ) 1

n

n
ii

a a a
a

 
  

 
   

例 14  设 1 2 3, ,   均为三维列向量，记矩阵 
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1 2 3( , , )A    ， 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , 2 4 , 3 9 )      B           

如果 1A ，求 B ． 

解：将方阵B 的行列式 B 的第 1 列乘 1 分别加到第 2 列和第 3 列，然后将第 2 列乘 2 加

到第 3 列，由行列式的性质得 

         1 2 3 2 3 2 3, 3 ,2 8    B        1 2 3 2 3 3, 3 ,2          

            1 2 2 32 , ,      

             1 2 3 2 2 32 , , , ,        

            2(1 0) 2   ． 

例 15  已知 5 阶行列式 

5

1 2 3 4 5

2 2 2 1 1

3 1 2 4 5 27

1 1 1 2 2

4 3 1 5 0

D    

求 41 42 43A A A  和 44 45A A ． 

解：由 

41 42 43 44 45

41 42 43 44 45

( ) 2( ) 27

2( ) ( ) 0

    
     

A A A A A

A A A A A
 

解得 41 42 43 9A A A    ， 44 45 18A A  ． 

例 16  设矩阵 3 3( )ija A 满足 * TA A ，其中 *A 是 A 的伴随矩阵， TA 是 A 的转置矩

阵，若 11 12 13, ,a a a 为三个相等的正数，求 11a ． 

解：由 T A A 和
3 1 2*  A A A ，得

2 A A ，即  1 0 A A ，从而 0A 或

1A ． 

又将 A 按第 1 行展开，并注意到 ij ija A * T( )A A ，得 
2 2 2

11 11 12 12 13 13 11 12 13 0a A a A a A a a a      A ， 11 0a   

于是得 1A ，即 2
113 1a  ，故 11

3

3
a  ． 

例 17  已知方阵

1 2 2

2 1

3 1 1


 

   
  

A ， B 是 3 阶非零矩阵且满足 0AB ，试求 的值． 

解：设 1 2 3( , , )B    ，则 0AB ，即 

1 2 3( , , )AB     1 2 3( , , ) (0,0,0) A A A    
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从而有 0( 1, 2, 3)j j A ．这说明 ( 1, 2, 3)j j  是齐次线性方程组 0Ax 的解．又由

0B 知 0Ax 有非零解，故 
1 2 2

2 1 5( 1) 0

3 1 1

 


    


A  

解得 1  ． 

例 18  问  取何值时，齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0

2 (3 ) 0

(1 ) 0

x x x

x x x

x x x






   
    
    

有非零解？ 

解：系数行列式为  

                  

1 2 4 1 3 4

2 3 1 2 1 1

1 1 1 1 0 1

D

  
 

 

    
   

 
 

                    
3

3 2

(1 ) ( 3) 4(1 ) 2(1 )( 3 )

(1 ) 2(1 ) 3.

    

  

         

     
 

令 D  0，得 

  0，  2 或   3． 

于是，当   0，  2 或   3 时，该齐次线性方程组有非零解． 

例 19  如果 n次多项式 0 1( ) n
nf x c c x c x    对 1n  个不同的 x 值都等于零，证明

( ) 0f x  ． 

证：设 ix a ( 1,2, , 1, , )i ji n a a i j    时， ( ) 0f x  ，则有 

0 1 1 1

0 1 2 2

0 1 1 1

0

0

      

0

n
n

n
n

n
n n n

c c a c a

c c a c a

c c a c a 

    


   


   







 

这是以 0 1, , , nc c c 为未知量的齐次线性方程组，其系数行列式是范德蒙德行列式 
2

1 1 1
2

2 2 2
2

3 3 3

2
1 1 1

1

1

1

1

n

n

n

n
n n n

a a a

a a a

D a a a

a a a  







    


1

( )i j
j i n

a a


 
≤ ≤

． 

因 ia ( 1,2, , 1)i n  各不相同， 0D  ．根据克拉默法则方程组只有零解，即

0 0nc c c    ，故 ( ) 0f x  ． 
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例 20  设 ( )ijaA 为 3 阶正交矩阵，且 33 1a   ， T(0,1,1)b ，求方程组 Ax b 的解． 

分析： A 为 3 阶正交矩阵，则 1 0  A ，方程组 Ax b 有唯一解．又由于正交矩阵

的行向量组和列向量组都是两两正交的单位向量，且已知 33 1a   ，可知 A 的第 3 行和第 3

列应分别是 (0, 0, 1) 和 T(0, 0, 1) ．这样可设出矩阵 A ，并用克拉默法则求得方程组的解． 

解：由题设条件，正交矩阵
11 12

21 22

0

0

0 0 1

a a

a a

 
   
  

A ．由于 1 0  A ，方程组 Ax b 有唯

一解 1 2 3( , , )x x xx ．由克拉默法则，得 

12

22

1
1

0 0

0 0

1 0 1
0

a

a

D
x


  

A A
，

11

21

2
2

0 0

0 0

0 1 1
0

a

a

D
x


  

A A
，

11 12

21 22

3
3

0

0

0 0 1
1

a a

a a

D
x    

A A
 

所以方程组 Ax b 的解为 T(0, 0, 1) x ． 

第 2 章  矩阵及其运算 

例 1  设

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
   
  

A ，

1 2 3

1 2 4

0 5 1

 
    
  

B ，求 3 2AB A． 

解： 3 2AB A  

        

1 1 1 1 2 3 1 1 1

3 1 1 1 1 2 4 2 1 1 1

1 1 1 0 5 1 1 1 1

0 5 8 1 1 1

3 0 5 6 2 1 1 1

2 9 0 1 1 1

     
               
           
   
         
      

 

        

2 13 22

2 17 20

4 29 2

 
    
  

 

例 2  求

1 3 1

2 1 4 0 0 1 2

1 1 3 4 1 3 1

4 0 2

 
         
 

 

． 
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解：

1 3 1

2 1 4 0 0 1 2

1 1 3 4 1 3 1

4 0 2

 
         
 

 

6 7 8

20 5 6

 
    

． 

例 3  已知两个线性变换 

1 1 3

2 1 2 3

3 1 2 3

2 ,

2 3 2 ,

4 5 ,

x y y

x y y y

x y y y

 
    
   

     
1 1 2

2 1 3

3 2 3

3

2

3

  
  
   

y z z

y z z

y z z

 

求从 1 2 3, ,z z z 到 1 2 3, ,x x x 的线性变换． 

解：由已知

1 1

2 2

23

2 0 1

2 3 2

4 1 5

x y

x y

yx

     
           
         

1

2

3

2 0 1 3 1 0

2 3 2 2 0 1

4 1 5 0 1 3

z

z

z

     
          
         

1

2

3

6 1 3

12 4 9

10 1 16

z

z

z

   
      
      

所以有 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

6 3

12 4 9

10 16

x z z z

x z z z

x z z z

   
   
    

． 

例 4  设
1 2

1 3

 
  
 

A ，
1 0

1 2

 
  
 

B ，问： 

（1） AB BA吗？ 

（2） 2 2 2( ) 2   A B A AB B 吗？ 

（3） 2 2( )( )   A B A B A B 吗？ 

解：（1）
1 2

1 3

 
  
 

A ， 
1 0

1 2

 
  
 

B ，则
3 4

4 6

 
  
 

AB ，
1 2

3 8

 
  
 

BA ，所以 AB BA ． 

（2） 2 2 2( ) + +  A B A AB BA B ，所以不等于 2 22 A AB B ． 

（3）  2 2 2    A B A AB BA B ，所以不等于 2 2A B ． 

例 5  举反列说明下列命题是错误的： 

（1）若 2 0A ，则 0A ； 

（2）若 2 A A，则 0A 或 A E ； 

（3）若 AX AY ，且 0A ，则 X Y ． 

解：（1）取
0 1

0 0

 
  
 

A ， 2 0A ，但 0A ； 

（2）取
1 1

0 0

 
  
 

A ， 2 A A，但 0A 且 A E ； 
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（3）取
1 0

0 0

 
  
 

A ，
1 1

1 1

 
   

X ，
1 1

0 1

 
  
 

Y ， AX AY 且 0A 但 X Y ． 

例 6  设 ,A B 为 n阶矩阵，且 A 为对称矩阵，证明 TB AB也是对称矩阵． 

证：已知 T A A ，则 T T T T T( )  B AB B A B B AB ，从而 TB AB也是对称矩阵． 

例 7  求下列矩阵的逆矩阵． 

（1）
1 2

2 5

 
 
 

； （2）

1 2 1

3 4 2

5 4 1

 
  
  

； （3）

5 2 0 0

2 1 0 0

0 0 8 3

0 0 5 2

 
 
 
 
 
 

  

解：（1）
1 2

2 5

 
  
 

A ， 1A ， 11 21 12 225, 2 ( 1), 2 ( 1), 1A A A A         

11 21

12 22

5 2

2 1

A A

A A
    
      

A ， 1 1 A A
A

 

故 1 5 2

2 1
  
   

A ． 

（2） 2A ，故 1A 存在， 11 21 314, 2, 0A A A    ，而 12 22 3213, 6, 1A A A     ， 13 32,A    

23 3314, 2A A   ，故 1 1 A A
A

2 1 0

13 1
3

2 2
16 7 1

 
 
   
 
   

． 

（3） 1 0 A ，故 1A 存在．而 

          11 21 31 411, 2, 0, 0A A A A     ， 12 22 32 422 , 5, 0, 0A A A A     ， 

          13 23 33 430, 0, 2, 3A A A A     ， 14 24 34 440 , 0, 5, 8A A A A     ， 

从而 1

1 2 0 0

2 5 0 0

0 0 2 3

0 0 5 8



 
  
 
 

 

A ． 

例 8  解下列矩阵方程． 

（1）
2 5 4 6

1 3 2 1

   
   

   
X ；  （2）

2 1 1
1 1 3

2 1 0
4 3 2

1 1 1

 
          

X ； 

（3）
1 4 2 0 3 1

1 2 1 1 0 1

     
            

X ； 
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解：（1）
1

2 5 4 6

1 3 2 1

    
    
   

X
3 5 4 6

1 2 2 1

    
       

2 23

0 8

 
  
 

． 

（2）

1
2 1 1

1 1 3
2 1 0

4 3 2
1 1 1

 
           

X

1 0 1
1 1 31

2 3 2
4 3 23

3 3 0

 
            

2 2 1

8 2
5

3 3

 
 
  
 

． 

（3）
1 1

1 4 3 1 2 0

1 2 0 1 1 1

 
     

             
X

2 4 3 1 1 01

1 1 0 1 1 212

     
           

 

          
6 6 1 01

3 0 1 212

   
    

   

1 1

1
0

4

 
 
 
 

． 

例 9  设方阵 A 满足 2 2 0  A A E ，证明 A 及 2A E 都可逆，并求 1A 及 1( 2 )A E ． 

证：由 2 2 0  A A E 得 2 2 A A E ，两端同时取行列式有 2 2 A A ，即

2 A A E ，故 0A ，所以 A 可逆，而 22 A E A ． 
222 0   A E A A ，故 2A E 也可逆． 

由 2 2 0  A A E ( ) 2  A A E E 1 1( ) 2   A A A E A E 1 1
( )

2
  A A E ，又由 

2 2 0  A A E ( 2 ) 3( 2 ) 4     A E A A E E ( 2 )( 3 ) 4    A E A E E  

所以 
1 1( 2 ) ( 2 )( 3 ) 4( 2 )      A E A E A E A E  

从而 1 1
( 2 ) (3 )

4
  A E E A ． 

例 10  

1

2 1 0 0 0

3 1
0 0 01 2 0 0 0 2 2

3 4 0 0 0 1
0 0 0 0

0 0 5 0 0 5
10 0 0 6 0

0 0 0 0
60 0 0 0 7

1
0 0 0 0

7



 
 
                        
 
  

． 

例 11  设 , ,A B C 均为 n 阶方阵，且   AB BC CA E ，则 2 2 2  A B C         ． 

    A． 3E      B． 2E     C． E       D．0 

解：选A． 2( )( ) ( )  E AB CA A BC A A ，同理， 2 2, E B E C ．所以 2 2 2 3  A B C E ． 
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例 12  设 (1 2 3) ，
1 1

1
2 3

    
 ， TA   ，求 nA ． 

解： T T T T T T T 1 T 1

( 1)

1 1
1

2 3
2

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 3 3 2 1
3

3
3 1

2

 



 
 
 
        
 
 
 
  

  
n n n

n n个 个

A              ． 

例 13  设 A 为 n 阶方阵， 2 2 3 0  A A E ，证明 2A E 可逆，求逆． 

解：因为
4

( 2 )
5

    
 

A E
A E E ，所以 1 ( 4 )

( 2 )
5

  
 

A E
A E ． 

例 14  己知 1

1 1 1

1 2 1

1 1 3



 
   
  

A ，求 * 1( )A ． 

解： * 1 1 *( ) ( ) A A =

5 2 1

2 2 0

1 0 1

  
  
  

． 

例 15  己知实矩阵 3 3[ ]ija A 满足条件： 

① ( , 1,2,3)ij ija A i j  ，其中 ijA 是 ija 的代数余子式； 

② 11 0a  ． 

计算行列式 A ． 

解：因为 ij ija A ，故 * TA A ， T * AA AA A E ， T AA A E ，
2 3T  AA A A ，

故 A =1 或 A =0，由 11 0a  ， 2 2 2
11 11 12 12 13 13 11 12 13 0a A a A a A a a a      A ，故 A =1． 

第 3 章  线性方程组与向量组的线性相关性 

例 1  向量 T
5 ( 2,1,1)  ， T

6 (3, 1,3)  能否表示为 T
1 (2, 1,1)  ， T

2 ( 1,1,1)  ，
T

3 ( 3,2,0)  ， T
4 ( 4,3,1)  的线性组合？ 

解：证明多个向量能否表示为同一向量组的线性组合，用初等变换可一并证明，比较

方便．矩阵 1 2 5( , , , ) A    经初等变换变成新矩阵 

1 1 2 5

1 0 1 1 0 2

( , , , ) 0 1 1 2 1 1

0 0 0 0 1 0

  
    
  

    ． 

因为 1 2 3 4 5 1 2 3 4( , , , , ) ( , , , )R R         ，故 
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1 2 3 4 5 1 2 3 4( , , , , ) ( , , , )R R         ． 

因而， 5 不能由 1 2 3 4, , ,    线性表示．又因为 

1 2 3 4 6 1 2 3 4( , , , , ) ( , , , )R R         ， 6 1 22     

所以有 

1 2 3 4 6 1 2 3 4( , , , , ) ( , , , )R R          

6 能由 1 2 3 3 4, , , ,     线性表示，且 6 1 22    ． 

例 2  求向量组 T
1 (1,2, 1,1)  ， T

2 (2,0, ,0)t ， T
3 (0, 4,5, 2)   ， T

4 (3, 2, 4, 1)t   

的秩和一个最大无关组． 

解：向量的分量中含有参数 t ，向量组的秩和一个最大无关组与 t 的取值有关．对下列

矩阵进行初等行变换： 

1 2 3 4

1 2 0 3

0 1 1 2
( , , , )

0 0 3 3

0 0 0 0

t t

 
 
 
  
 
 

→    ． 

显然， 1 2,  线性无关，且 

（1） 3t  时， 1 2 3 4( , , , ) 2R     ， 1 2,  是其一个最大无关组； 

（2） 3t  时， 1 2 3 4( , , , ) 3R     ， 1 2 3, ,   是其一个最大无关组． 

例 3  设三维向量 1 2 3, ,   线性无关， A 是 3 阶矩阵，且有 

1 1 2 32 3  A    ， 2 2 32 3 A   ， 3 2 33 4 A   ， 

求 A ． 

解：由条件可得 

T
1 2 3 1 2 3

1 2 3

( , , ) 0 2 3 ( , , )

0 3 4

 
   
  

A        

又因为 1 2 3, ,   线性无关， 1 2 3| , , | 0   ，对于上式两端取行列式得到 

1 2 3

0 2 3 17

0 3 4

  


A ． 

例 4  已知向量组(I) 1 2 3, ,   ；(II) 1 2 3 4, , ,    ；(III) 1 2 3 5, , ,    ．如果各向量组

的秩分别为 (I) (II) 3, (III) 4R R R   ．证明向量组 1 2 3 5 4, , ,      的秩为 4． 

解：因为 (I) (II) 3R R  ， 1 2 3, ,   线性无关， 1 2 3 4, , ,    线性相关，故 4 可由向量

组 1 2 3, ,   唯一线性表示，即存在常数 1 2 3, ,k k k 使得 
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4 1 1 2 2 3 3k k k       

假设 1 2 3 5 4, , ,      线性相关，则存在一组不全为零的数 1 2 3 4, , ,    使得 

1 1 2 2 3 3 4 5 4( ) 0             

即有  

1 1 4 1 2 2 4 2 3 3 4 3 4 5( ) ( ) ( ) 0k k k                 

由于 (III) 4R  ，故 1 2 3 5, , ,    线性无关，因此 

1 1 4 2 2 4 3 3 4 40, 0, 0, 0k k k              

解此方程组得到 1 2 3 4 0       ．而这与不全为零的前提矛盾．故 1 2 3 5 4, , ,     

线性无关，即秩为 4． 
例 5  设 A 为 n阶方阵，且 0A ，则矩阵 A 中 

（A）必有一列元素全为零； 

（B）必有两列元素对应成比例； 

（C）必有一列向量是其余列向量的线性组合； 

（D）任一列向量是其余列向量的线性组合． 
解：由 0A 知， A 的 n列向量必线性相关，因此必有一列向量是其余列向量的线性

组合，故选（C）． 
例 6  设向量组 1 2 3, ,   线性相关，向量组 2 3 4, ,   线性无关，问 

（1） 1 能否由 2 3,  线性表示？试证明你的结论． 

（2） 4 能否由 1 2 3, ,   线性表示？试证明你的结论． 

解：（1）由 2 3 4, ,   线性无关知 2 3,  也线性无关，而 1 2 3, ,   线性相关，故 1 能由

2 3,  线性表示；（2） 4 不能由 1 2 3, ,   线性表示，反证如下：如果 4 能由 1 2 3, ,   线性

表示，则根据（1）的结论， 1 能由 2 3,  线性表示，所以 4 能由 2 3,  线性表示，这与

2 3 4, ,   线性无关矛盾，因此假设不成立． 

例 7  利用初等行变换求下列矩阵列向量组的一个最大无关组，并把其余向量用最大

无关组线性表示． 
T

1 (2,1,1,1,) ， T
2 ( 1,1,7,10,)  ， T

3 (3,1, 1, 2,)   ， T
4 (8,5,9,11,) ． 

解： 1 2 4( , ,..., )A    经初等变换变成行最简形矩阵 

 1 2 4

4 13
1 0

3 3
1 2

0 1, , ,
3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
  
 
 
  

 →    
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因此 1 2,  是向量组的一个最大无关组，且 3 1 2

4 1

3 3
    ， 4 1 2

13 2

3 3
    ． 

例 8  丙烷（ 3 8C H ）燃烧时和氧气（ 2O ）结合，生成二氧化碳（ 2CO ）和水（ 2H O），

其化学方程式为 

3 8 2 2 2( )C H ( )O ( )CO ( )H O →  

请用求解线性方程组的方法配平该化学方程式． 
解：因为化学反应过程中原子不可能消失也不可能产生新原子，故令 1 2 3 4, , ,x x x x 使 

1 3 8 2 2 3 2 4 2( )C H ( )O ( )CO ( )H Ox x x x →  

从而得到方程组 

1 3

1 4

2 3 4

3 0

8 2 0

2 2 0

x x

x x

x x x

 
  
   

 

取 4x c ，其中 c 任意常数，得到通解如下： 

1 2 3 4

1 5 3
, , ,

4 4 4
x c x c x c x c     

由于化学方程式系数必须为整数，取 4 4x  ，此时 1 2 3 41, 5, 3, 4x x x x    ，配平后的化学

方程式为 

3 8 2 2 2C H 5O 3CO 4H O → ． 

例 9  已知 1 2 3, ,r r r 是三元非齐次线性方程组 Ax b 的解， ( ) 1R A ，且 

1 2

1

0

0

 
    
  

r r ， 2 3

1

1

0

 
    
  

r r ， 2 3

1

1

1

 
    
  

r r  

求方程组的通解． 

解：令 1 3 1

0

1

0

 
     
  

r r ， 2 1 2

0

0

1

 
     
  

r r ， 1 2

1

2
1

( ) 0
2

0

 
 
 

    
  

 r r ，由线性方程组解的性

质可知， 1 2,  是方程组 0Ax 的解， 是方程组 Ax b 的一个特解，又由于 ( ) 1R A ，

Ax b 的基础解系有两个解向量，而 1 2,  线性无关，因此方程组的通解为

1 1 2 2k k  x    ， 1 2,k k 为任意实数． 

例 10  为何值时，下列方程组有解？有解时，求出其解． 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 4 2

7 4 11

x x x x

x x x x

x x x x 
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解：用初等变换把增广矩阵 A 化为 

1

1 2 1 4 2

0 5 3 7 3

0 0 0 0 5

 
     
  

 ． 

显然， 5  时， ( ) ( ) 2 4R R n   A  ，原方程组有无穷多个解． 

当 5  时，经初等变换 1 可变为 

1

1 6 4
1 0

5 5 5
3 7 3

0 1
5 5 5

0 0 0 0 0

 
 
 
   
 
 

A ． 

因此方程组的一个特解为 0
4 3

, ,0,0
5 5

   
 

 ；对应其次方程组的基础解系为 

1
1 3

, ,1,0
5 5

   
 

 ， 2
6 7

, ,0,1
5 5

    
 

 ． 

故原方程组的通解为 0 1 1 2 2k k      ，其中 1 2,k k 为任意实数． 

第 4 章  矩阵的特征值与特征向量 

例 1  n阶矩阵可对角化，则（    ）． 

    A．的秩为 n                        B．必有 n个不同的特征值   

    C．有 n个线性无关的特征向量      D．有 n个两两正交的特征向量 

分析： n阶矩阵可对角化的充要条件为有 n个线性无关的特征向量，有 n个不

同的特征值是 n阶矩阵可对角化的充分条件，有 n个两两正交的特征向量也是 n阶矩

阵可对角化的充分条件，而 n阶矩阵可对角化并不要求满秩． 

解：应选 C． 

例 2 设方阵

1 2 4

2 4 2

4 2 1

  
    
   

 相似于对角矩阵

5

4

t

 
 
 
  

，则 t          ． 

分析：因为相似矩阵它们的主对角线元素之和相等，所以1 4 1 5 4t     ． 

解： 5t  ． 

例 3  已知 3 阶方阵的特征值为 1，2，3，则 3 25 7             ． 

分 析 ： 设 0 1( ) m
mf x a a x a x    是 关 于 x 的 多 项 式 ，  是 n 阶 方 阵 ，

0 1( ) m
n mf a a a       ．根据已知结论，若 是的特征值，则 ( )f  是 ( )f  的特

征值， 3 25 7     三个特征值为 3，2，3，故 3 25 7 3 2 3       ． 
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解：应填 18． 

例 4  设方阵

1 2 4

2 2

4 2 1

x

  
    
   

 与

5 0 0

0 0

0 0 4

y

 
   
  

 相似，求 ,x y ． 

分析：此题有两种解法，解法一是用相似矩阵有相同的特征多项式的结论；解法二是

用相似矩阵它们的主对角线元素之和相等． 

解法一：方阵与 相似，则 A 与 的特征多项式相同，即 

   A E E
1 2 4

2 2

4 2 1

x






  
   

  

5 0 0

0 0

0 0 4

y







 

 
． 

比较上述两个三次多项式系数得 4, 5x y  ． 

解法二：因为相似矩阵它们的行列式相等，所以 A  ，即 20y A ，又因为相似

矩阵它们主对角线元素之和相等，所以1 1 5 4x y     得 4, 5x y  ． 

例 5  设矩阵

1 0 1

0 2 0

1 0 a

 
   
  

A ，已知 1 0  是 A 的一个特征值，试求 A 的全部特征值和

特征向量． 
分析：因为 A 的 n个特征值的乘积等于 A 的行列式的值，而 1 0  ，所以 0A ，从

中解出 a，再由 A 求出全部特征值和特征向量． 

解：由 1 0, 2( 1) 0a    A ， 1a 得 ，又由 2( 2) 0      A E ，得 

1 2 30, 2      

由 1 0  ，解得特征向量 1

1

0

1

 
   
  

 ；又由 2 3 2   ，解得特征向量 2 3

0 1

1 ; 0

0 1

   
       
      

  ． 

例 6  设

1 3 3

3 3

6 6

a

b

 
   
  

A 的特征值 1 22, 4    ，试求参数 ,a b 之值． 

分析：此题可根据两个已知的特征值代入方程 0 A E ，解出参数 ,a b 之值． 

解：由
1

2

0

0





  


 

A Ε

A Ε
得 

3( 5)(4 ) 0

3[ (7 )( 2) 72] 0

a b

a b

  
     

 

故 5, 4a b   ． 
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例 7  设

4 6 0

3 5 0

3 6 1

 
    
   

A ，（1）求 A 的特征值和特征向量；（2）判断 A 能否对角化． 

分析：求出 A 的特征值后，发现它有三个线性无关的特征向量，故 A 可对角化． 

解：（1） A E = 2( 1) ( 2)    ， 1 2 1   ， 3 2   ． 

1  ， 1
2

1

0

 
   
  

； 2
0

0

1

 
   
  

； 2   ； 3
1

1

1

 
   
  

． 

（2）因为有三个线性无关的特征向量，故可对角化． 

例 8  设

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
    
   

 ，（1）求 A 的特征值，（2）求 1E A 的特征值，（3）求 *A

的特征值． 

分析：先由 0 A E 求出 A 的三个特征值 1 2 3, ,   ．根据已知结论， 1A 的特征值

为
1 2 3

1 1 1
, ,

  
， 1E A 的特征值为

1 2 3

1 1 1
1 ,1 ,1

  
   ，因为 * 1A A A ，所以 *A 的特征值

为
1 2 3

, ,
  
A A A

． 

解：（1） A E = 2( 1) ( 5)    ， 1 2 1   ， 3 5   ； 

（2）因为 1A 的特征值为
1

1,1,
5

 ，所以 1E A 的特征值
4

2,2,
5
； 

（3）根据（1）结论，A 的特征值为1,1, 5 ， 1 1 ( 5) 5     A ，因为 * 1A A A ，所

以 *A 的特征值为 5, 5,1  ． 

例 9  设 1 2 3

1 0 0

0 1 0
, ,

1 1 1

1 0 1

     
     
       
     
     
     

   ，求与 1 2 3, ,   等价的规范的正交向量组． 

分析：可以按如下的施密特正交化方法将向量组 1 2 3, ,   正交化，令 

1 1  ， 2 1
2 2 1

1 1

[ , ]

[ , ]
 

   
 

， 3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]
  

      
   

 

再将用公式 31 2
1 2 3

1 2 3

, , ,      
  

将 1 2 3, ,   规范化． 
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解： 1 1

1

0

1

1

 
 
  
 
 
 

  ，
 
 

2 1
2 2 1

1 1

0 1 1

, 1 0 31 1

1 1 2, 3 3

0 1 1

     
     
         
     
          

 
  

 
 

 
 

 
 

3 3 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

7

15
0 1 1 3
0 0 3, , 2 1 5
1 1 2 1, , 3 5

151 1 1
4

3

  
                                                 
 
 

   
   

   
 

再取 

1
1

1

1

31
0

01
1

13
3

1
1

3

 
 
  
  
       
  

   
 
  




， 2
2

2

1

15
1 3

31 15
2 215

151
1

15

  
 

   
   
     
   
      

   




， 3
3

3

7

91

159

20

 
   
 
 
 





 

例10  设3阶方阵的特征值为 1 2 31, 0, 1      ；对应的特征向量依次为 1

1

2

2

 
   
  

P ，

2

2

2

1

 
   
  

P ， 3

2

1

2

 
   
  

P ，求 A ． 

分析：设 1 2 3( , , )P P P P ，
1

2

3






 
   
  

 ．由 1 P AP  ，得 1A P P ． 

解：根据特征向量的性质知 1 2 3( , , )P P P 可逆，得 

1
1

1 2 3 1 2 3 2

3

( , , ) ( , , )








 
   
  

P P P A P P P  

可得
1

1
1 2 3 2 1 2 3

3

( , , ) ( , , )








 
   
  

A P P P P P P ，进而得

1 0 2
1

0 1 2
3

2 2 0

 
   
  

A ． 
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例 11  设 3 阶对称矩阵 A 的特征值 6，3，3，与特征值 6 对应的特征向量为 T
1 (1,1,1)P ，

求 A ． 
分析：根据 1 1AP P 和实对称矩阵的性质定理知 3A E 的秩为 1 解出 A  

解：设
1 2 3

2 4 5

3 5 6

x x x

x x x

x x x

 
   
  

A ，由

1 1

1 6 1

1 1

   
      
      

A ，知①
1 2 3

2 4 5

3 5 6

6

6

6

x x x

x x x

x x x

  
   
   

，3 是 A 的二重特征值，

根据实对称矩阵的性质定理知 3A E 的秩为 1． 

故利用①可推出
1 2 3

2 4 5 2 4 5

3 5 6 3 5 6

3 1 1 1

3 3

3 3

~
x x x

x x x x x x

x x x x x x

   
       
       

，秩为 1．则存在实的 ,a b

使得② 2 4 5

3 5 6

(1,1,1) ( , 3, )

(1,1,1) ( , , 3)

a x x x

b x x x

 
  

成立． 

由①②解得 2 3 1 4 6 51, 4, 1x x x x x x      ，从而得

4 1 1

1 4 1

1 1 4

 
   
  

A ． 

例 12  设

2 2 2

2 5 4

2 4 5

 
   
   

A ，试求 P ，使得 1P AP 为对角阵． 

分析：因为任意实对称矩阵均可角化，此题先求出 A 的特征值，在求出相应的特征向

量，再将它们化为规范正交组 1 2 3, ,P P P ，则 1 2 3( , , )P P P P ． 

解：

2 2 2

2 5 4

2 4 5


 



  
     
    

A E 2( 1) ( 10)     ，故得特征值为 1 2 31, 10     ． 

当 1 2 1   时，由
1

2

3

1 2 2 0

2 4 4 0

2 4 4 0

x

x

x

     
         
         

，解得
1

2 1 2

3

2 2

1 0

0 1

x

x k k

x

     
           
         

． 

这两个向量正交，单位化后，得两个单位正交的特征向量 

1

2
1

1
5

0

 
   
  

P ， *
2

2

32 2
4 4

0 1
5 5

1 0
1

 
 

     
            

          

P ，单位化得 2

2

5
5 4

3 5
1

 
 
 
   
 
 

P ． 

当 3 10  时，由 
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1

2

3

8 2 2 0

2 5 4 0

2 4 5 0

x

x

x

      
          
          

，解得
1

2 3

3

1

2

2

x

x k

x

   
       
     

 

单位化 3

1
1

2
3

2

 
   
  

P ，得正交阵 1 2 3( , , )P P P

2 2 5 1

15 35

1 4 5 2

15 35

5 2
0

3 3

 
  
 
 
  
 
 
 
  

， 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1



 
   
  

P AP ． 

例 13  设

2 1 2

1 2 2

2 2 1

 
   
  

A ，求 10 9 8( ) 6 5   A A A A ． 

分析：先求 P 使得 1 P AP  为对角阵，则 1A P P ，而 1k k A P P ， 
10 9 8( ) 6 5   A A A A 8 2 8( 6 5 ) ( )( 5 )     A A A E A A E A E 就可算出． 

解：同例 10 方法先求得正交相似变换矩阵

6 1 1

6 2 3

6 1 1

6 2 3

6 1
0

3 3

 
  
 
 
  
 
 
 
  

P ，使得 

1 1

1 0 0

0 1 0 ,

0 0 5

 

 
    
  

P AP A P P  1k k A P P  

10 9 8( ) 6 5   A A A A 8 2 8( 6 5 ) ( )( 5 )     A A A E A A E A E  

                8 1

1 1 2 3 1 2

1 1 2 1 3 2

2 2 0 2 2 4



   
        
      

P P
1 1 2

2 1 1 2

2 2 4

 
   
   

． 

例 14  设

0 0 1

1

1 0 0

x y

 
   
  

A 有三个线性无关的特征向量，求 x y与 应满足的条件． 

分析：先求出 A 的特征值为1,1, 1 ，根据题意有 A 有三个线性无关的特征向量，故 A

可对角化， 1  是二重根，必有两个线性无关的特征向量，从而 ( ) 1R  E A ，即可推出

x y与 满足的条件． 
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解：  2

0 1

1 1 ( 1) 0

1 0

x y


   




        


E A ，得到 A 的特征值为 1 2 1,    

3 1   ． 

因此， 1  必有 2 个线性无关的特征向量，从而 ( ) 1R  E A ， 

1 0 1 1 0 1

( ) 0 0 0

1 0 1 0 0 0

x y x y

    
           
      

→E A ，有 0x y  ． 

例 15  A 设是三阶方阵，且有特征值 1，2，3，证明：矩阵 2 E A是可逆的． 
分析：A 的特征值为 1，2，3，可求出 2 E A的特征值为 3，4，5，于是有 2 60 E A ，

可得 2 E A矩阵是可逆的． 

证：因为 A 的特征值为 1 ， 2 ， 3，所以 2 E A 的特征值为 3， 4 ， 5 ，则

2 3 4 5 60    E A ，因为 2 0 E A ，所以矩阵 2 E A是可逆的． 

例 16  设 x 为 n维列向量， T 1x x ，令  H E T2xx ，证明 H 是对称的正交阵． 

分析：先证 H 是对称的，即证 T H H ，再根据正交矩阵定义，证明 T H H E ． 

证 ： 因 为 T T T( 2 )  H E xx H ， 所 以 H 是 对 称 的 ， 又 因 为
T 2 T 2 T T T( 2 ) 4 4 ( )      H H H E xx E xx x x x x E  ，所以 H 又是正交阵． 

例 17  设 1 2,  是 n阶方阵 A 的特征值，且 1 2  ，而 1X 和 2X 分别对应于 1 和 2 的

两个线性无关的特征向量，证明 1X + 2X 不是 A 的特征向量． 

分析：此题用反证法证明，假设 1X + 2X 是 A 的特征向量，然后推出矛盾结果． 

证：反证法．设 1X + 2X 是 A 的特征向量，其特征值为，则    

                       1 2 1 2 1 2( ) ( ) .      A X X X X X X  （1） 

又 
                      1 2 1 2 1 1 2 2( ) A A      A X X X X X X  （2） 

式（1）减式（2）得 

1 1 2 2( ) ( ) 0      X X  

由于 1 2,X X 线性无关，故 1 2 0       ，即 1 2    ，矛盾． 

例 18  设 ,A B 都是 n阶方阵，且 0A ，证明 AB 与 BA相似． 

分析：要证 AB 与 BA相似，只要找到可逆阵 P ，使 1( ) P AB P BA，可以取 P A． 

证： 0A ，则 A 可逆， 1 1( ) ( )( )  A AB A A A BA BA，则 AB 与 BA相似． 

例 19  设 n阶方阵满足 2 A A，证明 A 的特征值只能是 0 或 1． 

分析： X 为 A 的特征向量，其特征值为  ， AX X ， 2 2A X X ， 2 A A ，
2( ) 0  X ，即可推出结论． 
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证：设 X 为 A 特征向量，其特征值为  ， AX X ， 2 2A X X ， 2 A A ，
2( ) 0  X ，因为 0X ，所以 2( ) 0   ，从而得 0 1  或 ． 

例 20  

1 4 2

0 3 4

0 4 3

 
   
  

A ，求 100A ． 

分析：因为 A 有三个不相等的特征值 1,5,5 321   ，所以可求出 P ． 

解： 1 P AP  ，而 100 100 1A P P  

1,5,5 321   ，

1 2 1

2 1 0

1 2 0

 
   
  

P ， 

5

5

1

 
   
  

 ， 1

2 1
0

5 5
1 2

0
5 5

1 0 1



  
 
   
  

P  

     

100

100 100

100

1 0 5 1

0 5 0

0 0 5

 
 

  
 
 

A ． 

第 5 章  二次型 

例 1  求二次型 2
1 2 3 1 2( , , ) ( )f x x x x x  对应的矩阵． 

分析：二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 1 2 2( , , ) ( ) 2f x x x x x x x x x     ． 

解：

1 1 0

1 1 0

0 0 0

 
  
  

． 

例 2  求矩阵

1 2 3

2 3 1

3 1 3

 
   
  

A 对应的二次型． 

解： 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 3 3 4 6 2f x x x x x x x x x x x x      ． 

例 3  用正交变换法化 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x      为标准形． 

解：二次型的矩阵为 

A = 

2 2 2

2 5 4

2 4 5

 
  
   

 

它对应的特征多项式为 
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2 2 2

| | 2 5 4

2 4 5


 



 
   


A E 2( 1) ( 10)     

于是 A 的特征值为 1 2 310, 1     ． 

当 1 10  时，由 

8 2 2

10 2 5 4

2 4 5

 
    
  

E A

2 0 1

0 1 1

0 0 0

 
 
 
  

→  

得基础解系 x1 =

1

2

2

 
 
 
  

，单位化即得 p1 =

1

3
2

3
2

3

 
 
 
 
 
 
 
  

． 

当 2 3 1   时，由 

1 2 2

2 4 4

2 4 4

  
     
  

E A

1 2 2

0 0 0

0 0 0

 
 
 
  

→  

可得正交的基础解系 x2 = 

0

1

1

 
 
 
  

，x3 = 

4

1

1

 
  
  

，单位化即得 

p2 = 

0

1

2
1

2

 
 
 
 
 
 
  

，p3 = 

2 2

3

2

6

2

6

 
 
 
 
 
 
 
 
  

． 

于是正交变换矩阵为 

P = 

1 2 2
0

3 3

2 1 2

3 62

2 1 2

3 62

 
 
 
 

 
 
 
 
  

 



附录 C  各章典型题例与分析 

 

161 

经正交变换 x = Py 后，二次型化为标准形 
2 2 2
1 2 310f y y y   ． 

例 4  用配方法化 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 5 5 4 4 8f x x x x x x x x x      为标准形． 

解：先集中含 1x 的项配方，再对 2x 的项配方， 

2 2 2
1 2 3 2 3 2 3

2
2 2

1 2 3 2 3 3

2 2 2
1 2 3

2( ) 3 3 4

2 5
2( ) 3

3 3

5
3 .  

3

     

       
 

  

f x x x x x x x

x x x x x x

y y y

 

其中

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2

3

y x x x

y x x

y x

  
  




． 

例 5  设

2 1 1

1 2 1

1 1 2

  
    
   

A ，

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
   
  

B ，则 A 与 B（    ）． 

    A．合同且相似           B．合同但不相似 

    C．不合同但相似         D．既不合同也不相似 

分析：由 2| | (3 )    A E ， 2| | (1 )    B E ，知 A 与 B 不相似（特征值不同），

A 与 B 合同（正负惯性指数相同）． 

解：(B)是答案． 

例 6  实二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 2 3 3( , , ) ( 2 ) 2( ) 4f x x x x x x x x x      的秩和正惯性指数依次

是        ． 

分析：因为线性变换

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2y x x x

y x x

y x

  
  
 

是可逆的（变换矩阵的行列式为 1），所以标准

形为 2 2 2
1 2 32 4y y y  ． 

解： 3, 2r p  ． 

例 7  设 ,A B 均为 n 阶正定矩阵，则（    ）是正定矩阵． 

    A． * *A B       B． * *A B       C． * *A B       D． * *
1 2k kA B  

分析：因为 ,A B 均为 n 阶正定矩阵，则 * *,A B 均为 n 阶正定矩阵，所以 * *A B 为 n

阶正定矩阵． 

解：答案是 A． 
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例 8  下列矩阵为正定的是（    ）． 

    A．

1 1 0

2 3 1

0 0 2

 
 
 
  

  B．

4 3 2

3 4 1

2 1 2

 
 
 
  

    C．

6 3 4

3 1 2

4 2 1

 
  
  

  D．

1 2 1

2 4 1

1 1 5

 
 
 
  

 

分析：正定矩阵首先一定是对称矩阵，排除 A．用顺序主子式判断，只有选项 B 的 2

阶顺序主子式大于 0． 

解：答案是 B． 

例 9  设 A 为 n 阶实对称矩阵，证明 R(A) = n 的充分必要条件为存在一个 n 阶实矩阵

B，使 TAB B A 是正定矩阵． 

证：“充分性”（反证法）． 
反设 ( )R nA ，则|A| = 0．于是 0  是 A 的特征值，假设相应的特征向量为 x，即

0 ( 0) Ax x ，所以 T T 0x A ．所以 T T T T T( ) 0x   x AB B A x x AB x B Ax ，和 TAB B A

是正定矩阵矛盾． 

“必要性”． 

因为 ( )R nA ，所以 A 的特征值 1 2, , , n   全不为 0．取 B A ，则 T AB B A  
22 AA AA A ，它的特征值为 2 2 2

1 22 ,2 , ,2 n   全部为正，所以 TAB B A 是正定矩阵． 

例 10  证明二次型 Tf  x Ax 在 1x 时的最大值为矩阵 A 的最大特征值． 

分析：对实对称矩阵 A ， 1 2, , , n   为 A 的特征值，不妨设 1 最大，有一正交矩阵
1 PAP  为对角阵， P 为正交矩阵， 1 y x ， 2 2 2

1 2 1ny y y    ． 

y Px ， 2 2 2
1 1 2 2 n nf y y y      ，

1

2 2
1 1 1

1
( )n n

y
f y y  


   最大 最大 ． 

证： A 为实对称矩阵，则有一正交矩阵 P ，使得 

1

21

n








 
 
  
 
 
 


PAP B  

成立．其中 1 2, , , n   为 A 的特征值，不妨设 1 最大．P 为正交矩阵，则 1 T P P 且 1P ，

故 1 T A P BP P BP ，则 
T T T T T( )f    x Ax x P BPx Px BPx y By 2 2 2

1 1 2 2 n ny y y      ， 

其 中 y Px ， 当 1 y x 时 ， 即 2 2 2
1 2 1ny y y    即 2 2 2

1 2 1ny y y    ，

1

2 2
1 1 1

1
( )n n

y
f y y  


   最大 最大 ．故得证． 
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第 1 章自测题 

（满分 100 分，测试时间 100 分钟） 

 

1．填空题（每小题 3 分，共 15 分） 

（1）排列 246 (2 )13 5 (2 1) n n 的逆序数为        ． 

（2）已知排列1 2 5 4 8 9 7i j 为偶排列，则 i          ， j          ． 

（3）四阶行列式中包含因子 12 24a a 且带正号的项为        ． 

（4）五阶行列式

1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1 1

a a

a a

a a

a a

a


 

 
 

 

的值等于        ． 

（5）设

3 5 7 9

1 1 1 1

2 4 1 0

3 2 6 5

D 




， 4 jA 为元素 4 ja 的代数余子式 ( 1, 2, 3, 4)j  ，则 41A   

42 43 44A A A           ． 

2．选择题（每小题 3 分，共 15 分） 

（1）四阶行列式

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0

0 0

0 0

0 0

a b

a b

b a

b a

的值等于（    ）． 

    A． 1 2 3 4 1 2 3 4a a a a b b b b             B． 1 2 3 4 1 2 3 4a a a a b b b b   

    C． 1 2 1 2 3 4 3 4( )( )a a b b a a b b        D． 2 3 2 3 1 4 1 4( )( )a a b b a a b b   
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（2）记行列式

2 1 2 3

2 2 2 1 2 2 2 3

3 3 3 2 4 5 3 5

4 4 3 5 7 4 3

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
   
   

  

为 ( )f x ，则方程 ( ) 0f x  的根的个数为

（    ）． 

    A．1    B．2     C．3     D．4  

（3）行列式

x y y

y x y

y y x

的值等于（    ）． 

    A． 3( )x y    B. 2( 2 )( )x y x y    C． 2( 2 )( )x y x y    D． 2( 2 )( )x y x y   

（4）

1

2 2 3
( )

7 10 4 3

1 7 1

x x x

x
f x

x

 






，其中 2x 项系数是（    ）． 

    A．34    B．25     C．74     D．6 

（5）设三阶矩阵 2

3

2

3

 
   
  

A r

r


， 2

3

 
   
  

B r

r


，其中 2 3, , ,r r  均为三维行向量，且已知 18A ，

2B ，则行列式  A B （    ）． 

    A．1    B．2     C．3     D．4 

3．（本题满分 10 分）证明

1

1
0

1

1

a b c d

b c d a

c d a b

d a b c








． 

4．（本题满分 10 分）求使下列方程组有非零解的 k 值： 

4 3 2

2 3

x y z kz

x y z ky

x y z kx

  
   
   

 

5．（本题满分 10 分）设 5

1 2 3 4 5

5 5 5 3 3

3 2 5 4 2

2 2 2 1 1

4 6 5 2 3

D  ，求 31 32 33A A A  和 34 35A A ． 
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6．（本题满分 10 分）计算

1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 3 2

2 2 2 2

nD

n







    
． 

7．（本题满分 10 分）设 A 和 B 都是 n阶正交矩阵，且  A B ，求 A B ． 

8．（本题满分 10 分）计算 1

1 1 1
2 1 1 1

1 1 1
1 2 1 1

1 1 1
1 1 2 1

1 1 1
1 1 1 2

n

n n n

n n n
D

n n n

n n n



  

  


  

  







    



． 

9．（本题满分 10 分）已知 , ,a b c 不全为零，证明齐次线性方程组 

2 3 4

1 2

1 3

1 4

0

0

0

0

ax bx cx

ax x

bx x

cx x

  
  
  
  

 

只有零解． 

第 2 章自测题 

（满分 100 分，测试时间 100 分钟） 

1．概念题（每小题 4 分，共 32 分） 

（1）若 AB AC ， A 可逆，则 B C ．    （     ） 

（2）若 0AB ，则 0A 或 0B ．        （     ） 

（3）设 A 为 3 阶方阵， A =
1

3
，则

1
*1

12
7


   
 

A A 等于（      ）． 

A．81       B．18        C．128      D．88 

（4）下列等式成立的是（    ）． 

    A． 2 2 2( ) 2   A B A AB A       B． 1 1( )k k A A  

    C． * 1 1 *( ) ( ) A A                D．
0

0

A

B
= A B  
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（5）初等矩阵的定义为__________________． 

（6）矩阵的行秩与矩阵的列秩____________． 

（7）若 A 、 B 均可逆，则

1

0


 
 
 

A C

B
=________． 

（8）若 A 、 B 、C 均可逆，则

1
0 0

0 0

0 0


 
 
 
  

C

B

A

=_____________． 

2．计算题（每小题 18 分，共 54 分） 

（1）解矩阵方程

1 2 3 1 3
2 1

2 2 1 2 0
5 3

3 4 3 3 1

   
               

X ，求 X ． 

（2）已知 1A =

1 1 1

1 2 1

1 1 3

 
 
 
  

，求 * 1( )A ． 

（3）设 =  1 2 3 ，
1 1

1
2 3

    
 ， TA   ，求 nA ． 

3．证明题（本题满分 14 分） 

（1）设 A 满足 2 A A．证明 0A 或 A E ． 

第 3 章自测题 

（满分 100 分，测试时间 100 分钟） 

 
1．（本题满分 10 分）向量 2    ，    ， 3     ，试用两种方法验证

向量组 , ,   线性相关． 

2．（本题满分 10 分）求下列向量组的秩及一个最大无关组，并把其余向量表示为所

求最大无关组的线性组合． 

1

6

4

1

1

2

 
 
 
 
 
 
  

 ， 2

1

0

2

3

4

 
 
 
 
 
 
  

 ， 3

5

4

1

4

2

 
 
 
  
 
 
  

 ， 4

7

1

0

1

3

 
 
 
 
 
 
  

 ． 
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3．（本题满分 10 分）设三阶矩阵

1 2 2

2 1 2

3 0 4

 
   
  

 ，三维向量 T( ,1,1)a ．已知 与

 线性相关，则 a          ． 

4．（本题满分 10 分）若线性方程组 

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 1 4

x x a

x x a

x x a

x x a

  
  
  
  

 

有解，则常数 1 2 3 4, , ,a a a a 应满足条件为        ． 

5．（本题满分 10 分） n元齐次线性方程组 0x 系数矩阵 A 的秩为 r ，则 0x 有

非零解的充要条件是        ． 

6．（本题满分 10 分）求解一个齐次方程组，使它的基础解系由下列向量组成： 

1

1

2

0

3

1

 
  
 
 
 
  

 ， 2

2

3

2

5

3

 
  
 
 
 
  

 ， 3

1

2

1

2

2

 
  
 
 
 
  

 ． 

7．（本题满分 10分）已知向量组 1 2

0 1

: 1 , 1

1 0

   
       
      

A   ； 1 2 3

1 1 3

: 0 , 2 , 2

1 1 1

     
            
          

B    ，

证明向量组 A 和向量组 B 等价． 

8．（本题满分 10 分）求下列矩阵列向量组的一个最大无关组： 

1 1 2 2 1

0 2 1 5 1

2 0 3 1 3

1 1 0 4 1

 
  
 
 

 

． 

9．（本题满分 10 分）讨论 ,a b 为何值时，方程组 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

1

3 2 3

2 2 6 3

5 4 3 3

x x x x x

x x x x x a

x x x x

x x x x x b

    
     
    
     

 

无解，有无穷多个解．在有无穷多个解时，求出其通解． 
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10．（本题满分 10 分）已知 

T
1 (1,2,5,7) ， T

2 (3, 1,1,7)  ， T
3 (2,3,4,20)  

是齐次线性方程组（I）的一个基础解系， 

T
1 (1,4,7,1) ， T

2 (1, 3, 4,2)    

是齐次线性方程组（II）的一个基础解系，求方程组（I）与方程组（II）的公共解． 

第 4 章自测题 

（满分 100 分，测试时间 100 分钟） 

 

1．填空题（每小题 3 分，共 15 分） 

（1）已知 4 阶矩阵 A 相似于矩阵 B，A 的特征值是 2 3 4 5，，，，则  B E         ． 

（2）设 3 阶矩阵 A 的三个特征值 1 2 31, 1      ，则 100 A         ． 

（3）设 A 是 3 阶可逆矩阵， 1A 的特征值为 1，2，3， ijA 为 A 中元素 ija 的代数余子式，

则 11 22 33A A A           ． 

（4）若 4 阶矩阵

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

a

b

c

 
 
 
 
 
 

A 可对角化，则 a =      ，b =      ， c =      ． 

（5）已知

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

A ，

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 0

0 0 0

a

a

 
 
 
 
 
 

B ，且 A 与 B 相似，则 a =        ． 

2．选择题（每小题 3 分，共 15 分） 

（1）设 3 阶矩阵 A 的三个特征值是 0，1，2，则 2 5 A A （    ）． 

    A．24            B．4            C．2           D．0 

（2）设 A 是 3 阶矩阵，有特征值 1,1,2，下列矩阵中可逆矩阵是（    ）． 

    A． E A          B． 2 E A         C． 2 E A      D． E A    

（3）设是 n阶可逆矩阵 A 的一个特征值，则 *A 有一个特征值为（    ）． 

    A． 1 n A          B． A          C． 1 A        D．
n A    

（4）设方阵 A 与 B 相似，则必有（     ）． 
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    A．    A E B E                B． A 与B 有相同的特征值和特征值向量 

    C． A 与 B 相似于一个对角阵     D．对任意常数t ，t E A与t E B都相似 

（5） A 与 B 为 n阶可逆矩阵，则（    ）． 

    A． AB BA                      B．存在可逆矩阵 P ，使得 1 P AP B      

    C．存在可逆矩阵 P ，使得 T P AP B   D．存在可逆矩阵 ,P Q ，使得 PAQ B  

3．（本题满分 10 分）设 A

4 6 0

3 5 0

3 6 1

 
    
   

，（1）求 A 的特征值和特征向量；（2）判断

A 能否对角化． 

4．（本题满分 10 分）设 A 是 3 阶实对称阵， A 的特征值为 1，2，2， T
1 (1,1,0)X

与 T
2 (0,1,1)X 都是 A 的与特征值 2 对应的特征向量。求 A 的属于特征值 1 的实单位特

征向量． 

5．（本题满分 10 分）设 3 阶方阵 A 的特征值是 1，1，1， 

1 2 3

1 0 3

0 1 2

0 1 1

     
            
           

， ，T T T  

依次为对应的特征向量，求 A 与 9A ． 

6．（本题满分 10 分）设

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
   
  

A ，求一个正交阵 P ，使 1P AP 为对角阵． 

7．（本题满分 10 分）设 n阶实对称矩阵 A 的特征值都大于零，试证 1 A E ． 

8．（本题满分 10 分）试证：正交向量组 1 2, , , m   一定线性无关． 

9．（本题满分 10 分）设 ,A B 均为 n 阶方阵， ( )  是 B 的特征多项式，证明 ( ) A 满秩

的充要条件是 A 和 B 没有公共的特征值。 

第 5 章自测题 

（满分 100 分，测试时间 100 分钟） 
 

1．填空题（每小题 3 分，共 15 分） 

（1）二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2( , , ) 2 3 4 2f x x x x x x x x x x     的矩阵是        ． 

（2）矩阵

1 2 4

2 2 1

4 1 3

 
   
  

A 对应的二次型是        ． 
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（3）二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 1 3( , , ) 4 4 4f x x x x x x x x x x x x      的秩为        ． 

（4）二次型 2 2
1 2 3 2 3 1 2 3 2 1 3( , , ) 2 2 4 8 4f x x x x x x x x x x x     的标准形为        ． 

（5）设 n 阶实对称矩阵 A 的特征值分别为1,2, ,n ，则当 t         时， t E A是正

定的． 

2．选择题（每小题 3 分，共 15 分） 

（1）若矩阵 A 与 B 是合同的，则它们也是（    ） 

    A．相似的      B．相等的       C．等价的    D．满秩的 

（2）实二次型 T
1( , , )nf x x  x Ax 为正定的充要条件是（    ） 

    A．f 的秩为 n      B．f 的正惯性指数为 n  

    C．f 的正惯性指数等于 f 的秩   D．f 的负惯性指数为 n 

（3）以下结论中不正确．．．的是（    ） 

    A．若存在可逆实矩阵 C，使 1A C C ，则 A 是正定矩阵 

    B．二次型 2 2
1 2 3 1 2( , , )f x x x x x  是正定二次型 

    C．n 元实二次型正定的充分必要条件是 f 的正惯性指数为 n 

    D．n 阶实对称矩阵 A 正定的充分必要条件是 A 的特征值全为正数 

（4）若矩阵 A 的秩等于矩阵 B 的秩，则（    ） 

    A．A 与 B 合同      B．B = A 

    C．A 的行秩等于 B 的列秩    D．A，B 是相似矩阵 

（5）下列矩阵中为正定矩阵的是（    ） 

    A．

1 2 0

2 3 0

0 0 2

 
 
 
  

     B．

1 2 0

2 4 0

0 0 2

 
 
 
  

     C．

1 2 0

2 5 0

0 0 2

 
  
  

     D．

2 0 0

0 1 2

0 2 5

 
 
 
  

 

3．（本题满分 10 分）已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 35 5 2 6 6f x x cx x x x x x x      的秩为 2，求

参数 c ． 

4．（本题满分 10 分）用正交变换法化 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 35 6 2 2f x x x x x x x x x      为标准形． 

5．（本题满分 10 分）已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 2 4 8f x x x ax x x x x x      用正交变换

可化为标准形 2 2 2
1 2 32 2 7y y y  ，求参数 a． 

6．（本题满分 10 分）用配方法化 1 2 1 3 2 34 6f x x x x x x   为标准形． 

7．（本题满分 10 分）当 t 满足什么条件时，实二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 2f x x x tx tx tx x x      

1 3 2 32 2x x x x 是正定的． 

8．（本题满分 10 分）判别二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 32 6 4 2 2f x x x x x x x      的正定性． 

9．（本题满分 10 分）设实对称矩阵 A 的特征值全大于 a，实对称矩阵 B 的特征值全

大于 b，证明 A + B 的特征值全大于 a + b． 
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第 1 章  行列式 

1．（1）
1

( 1)
2

n n  ；（2）6，3；（3） 12 24 33 41a a a a ；（4） 2 3 4 51 a a a a a     ；（5）0． 

2．（1）D；（2）B；（3）C；（4）A；（5）B． 
3．提示：将行列式的第三列与第四列加到第二列，第二列提出公因子 ( )a b c d   ，

留下的行列式的第一列与第二列元素均为 1． 

证：

1

1

1

1

a b c d

b c d a

c d a b

d a b c








1 1

1 1
( ) 0

1 1

1 1

b c d

c d a
a b c d

d a b

a b c




   



． 

4．提示：根据齐次线性方程组有非零解的充要条件求 k 的值． 

解：齐次线性方程组的系数行列式 
1 1 1

4 3 2 ( 1)( 6)

1 2 3

k

D k k k k

k


    


 

由于齐次线性方程组有非零解，所以 0D  ，故当 1, 0, 6k   时，方程组有非零解． 

5．提示：根据代数余子式的性质求 31 32 33A A A  和 34 35A A 的值． 

解：由 

31 32 33 34 35

31 32 33 34 35

5( ) 3( ) 0

2( ) ( ) 0

A A A A A

A A A A A

    
     

 

解得 31 32 33 0A A A   ， 34 35 0A A  ． 

6．提示：利用代数余子式的性质求 nD 的值． 

解：在 nD 的各元素中加上 ( 2) ，则有 

*( )nD 

1 0 0 0

0 0 0 0

00 0 1 0

0 0 0 2n











    


，
1

( 1) 1 2 ( 2) ( 2)!
n

ii
i

A n n
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nD *( )nD  
1

( 2) 0 ( 2) ( 2)!
n

ii
i

A n


       2( 2)!n   ． 

7．提示：利用矩阵正交的性质 T T AA BB E 求解． 

解： T( )A B A T T T T T     AA BA E BA BB BA  

                   
T( ) B B A  B B A ． 

又 T( )A B A  A A B ，所以 

A A B  B B A



A B

2 0 A B  0 A B ． 

8．提示：本题属于各行（或列）诸元素之和相等，或多数相等个别不相等的情形，

可用行加法计算． 
解：将第 2 1n ～ 列全加到第 1 列，再提出 1n  后，得 

            1

1 1 1
1 1 1 1

1 1
1 2 1 1

( 1) 1 1
1 1 2 1

1 1
1 1 2

n

n n n

n n
D n

n n

n n



  

 

 
 

 







    



 

                  
2 1

1
1 1

1 0 0 0

1
1 1 0 0

1
( 1) 1 0 1 0

1
1 0 0 1

n

n

n

n
n

n



   
 



 













～ 各列

减第 列

1( 1)n

n

n

n


 ． 

9．提示：利用齐次线性方程组只有零解的充要条件证明． 

证：齐次线性方程组的系数行列式 

1 2

1 3

1 4

2 2 20 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

r ar

r br

r cr

a b c a b c

a a
D

b b

c c






  

 2 2 2( )a b c     

由于 , ,a b c 不全为零，故 0D  ，即齐次线性方程组只有零解． 
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第 2 章  矩阵及其运算 

1．（1）√． 

  （2）×． 

  （3）A． 

  （4）C． 

  （5）将单位矩阵经过一次初等变换得到的矩阵． 

  （6）相等． 

  （7）
1 1 1

10

  



 
 
 

A A CB

B
  

  （8）

1

1

1







 
 
 
  

A

B

C

 

2．（1）

1
1

1 3 2
1 2 3 1 3 1 3 2 1

2 1 3 15 5
2 2 1 2 0 3 2 0 22 9

5 3 5 22 2
3 4 3 3 1 3 1 10 4

1 1 1




                                                        

X  

  （2） * 1 1 *

5 2 1

( ) ( ) 2 2 0

1 0 1

 

  
    
  

   

  （3） T T T T T T T 1

1 1
1

2 3
2

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 3 2 1
3

3
3 1

2

n n

 
 
 
     
 
 
  

           A  

3．证：因为 2 A A，所以有
2 A A ，即 ( 1) 0 A A ，得 0A ；或 1 0 A ，A

可逆． 
1 2 1 A A A A , A E ． 

第 3 章  线性方程组与向量组的线性相关性 

1．略． 
2． 1 2 3 4( , , , ) 4R     ， 1 2 3 4, , ,    为最大无关组． 

3． 1a   ． 
4． 1 2 3 4 0a a a a    ． 



线性代数（修订版） 

 

  174

5． r n ． 

6． 1 2 3 4

1 2 3 5

5 0

0

x x x x

x x x x

   
    

． 

7．略． 

8．第 1，2，3 列构成一个最大无关组． 

9．当 0a  或 2b  时无解；当 0a  且 2b  时有无穷多个解，通解为 

1 2 3

1 1 5 2

2 2 6 3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

k k k

       
                
          
       
       
              

x ，其中 1 2 3, ,k k k 为任意实数． 

10．
T

1 2

1 3 1 5
, 1, ,

2 2 2 2
k k         
   

  ，其中 k 为任意实数． 

第 4 章  矩阵的特征值与特征向量 

1．（1）24；（2） E ；（3）1；（4）0,0,0；（5） 1 ． 

2．（1）D；（2）B；（3）C；（4）D；（5）D． 

3．提示：（1）由 2( 1) ( 2) 0       A E 得特征值为 1 2 1   ， 3 2   ． 

当 1  时，特征向量为 1 2

2 0

1 0

0 1

k k

   
      
      

（ 1 2,k k 不同时为零）； 

当 2   时，特征向量为 3 3

1

1 ,( 0)

1

k k

 
   
  

． 

（2）因 A 有三个线性无关的特征向量，故可对角化． 

4．提示：设 T
1 2 3( , , )X x x x 为 A 的属于特征值 1 的实单位特征向量。由 A 为实对称

阵知 1 2[ , ] 0,[ , ] 0 X X X X ．又 1X ，于是 














1

0

0

2
3

2
2

2
1

32

21

xxx

xx

xx

，解之得

3 3

3 3

3 3

3 3

3 3

3 3

   
   
   
   

       
   
   
   
      

或X X ． 
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5．提示：令 1 2 3

1 0 0

( , , ) 0 1 0

0 0 1

 
    
   

，T T T T D ，则 AT TD ， 1A TDT ， 

1 *

1 3 3
1

0 2 2

0 1 1



  
     
  

，T T
T

1 6 6

0 1 0

0 0 1

  
   
  

A ， 9 1 9 9 1( )   A TDT TD T A． 

6．提示：由 2( 5)( 1)      A E ，先求出 A 的特征值为 1, 1,5  ，再求 3 个规范

正交的特征向量 1 2 3, ,P P P ， 1 2 3( , , )P P P P ， 1

1 0 0

0 1 0

0 0 5



 
    
  

P AP D ． 

7．提示：设 A 的特征值为 1 2 3, ,   ，可证 1 2 3( 1)( 1)( 1) 1       A E ． 

8．见教材定理 4.4.2 的证明． 
9．设 1 2, , , n   为 B 的特征值，则 

1 2( ) ( )( )...( )n           ， 1 2( ) ( )( ) ( )n      A A E A E A E ， 

( ) A 满秩 ( ) 0 0( 1,2, , )i i n       A A E 1 2, , , n    不是 A 的特征值．故

( ) A 满秩 A 和 B 没有共同的特征值． 

第 5 章  二次型 

1．（1）

1 2 0

2 2 1

0 1 3

 
 
 
  

； （2） 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 3 4 8 2x x x x x x x x x     ． 

（3）3；（4） 2 2 2
1 2 32 6 4y y y  ；（5） t n ． 

2．（1）C；（2）B；（3）B；（4）C；（5）D． 

3．解： 1 2 3( , , )f x x x 对应的矩阵为

5 1 3

1 5 3

3 3 c

 
   
  

 

5 1 3 1 5 3

1 5 3 0 2 1

3 3 0 0 3c c

    
        
       

→  

因为 ( ) 2R A ，所以 3c  ． 

4．解：求 A 的特征值． 

                   λE  A =

1 3 1

3 1 1

1 1 5
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                   |λE  A| =

1 3 1 2 3 1

3 1 1 2 1 1

1 1 5 0 1 5

 
  

 

 
     
   

 

                         

2 3 1
4 2

0 4 2 ( 2)
1 5

0 1 5

( 2)( 3)( 6)




 



  


 

    
 

 

   

 

λ1 = 3，λ2 = 6，λ3 =  2． 

求 A 的特征向量． 

                      λ1E  A=

2 3 1 1 0 1

3 2 1 0 1 1

1 1 2 0 0 0

   
      
       

→  

                      x1 =

1

1

1

 
  
  

，p1 =

1

3
1

3
1

3

 
 
 
  
 
 
  

． 

                      λ2E  A=

1
1 0

25 3 1
1

3 5 1 0 1
2

1 1 1
0 0 0

 
 

   
       
    

 
  

→  

                      x2 =

1

1

2

 
 
 
  

，p2 =

1

6
1

6
2

6

  
 
 
 
 
 
  

． 

                      λ3E  A=

3 3 1 1 1 0

3 3 1 0 0 1

1 1 7 0 0 0

    
       
       

→  
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                      x3 =

1

1

0

 
 
 
  

，p3 =

1

2
1

2
0

 
 
 
 
 
 
  

． 

正交变换矩阵  

P =

1 1 1

3 6 2
1 1 1

3 6 2
1 2

0
3 6

  
 
  
 
 
  

 

标准形为 2 2 2
1 2 33 6 2y y y  ． 

5．解：变化前后二次型的矩阵分别为

1 2

2 4 ,

2 4 2

a

a

 
   
  

A

2 0 0

0 2 0

0 0 7

 
   
  

 ． 

由题意知：2 是 A 的特征值，由 22 4 16 16 0a a    A E 解得 

2a   ． 

6．解：令

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y

x y y

x y

 
  
 

，代入可得 2 2
1 2 1 3 2 32 10f y y y y y y    ，再配方可得 2

1 3( )f y y   

2 2
2 3 3( 5 ) 24y y y   ．令

1 1 2

2 2 3

3 3

5

z y y

z y y

z y

 
  
 

，解得

1 1 3

2 2 3

3 3

5

y z z

y z z

y z

 
  
 

． 

所用的变换矩阵为

1 1 0 1 0 1 1 1 6

1 1 0 0 1 5 1 1 4

0 0 1 0 0 1 0 0 1

     
              
          

C ，即所用的可逆变换 x = Cz，二

次型的标准形为 
2 2 2
1 2 324f z z z   ． 

7．解： 1 2 3( , , )f x x x 对应的矩阵为

1 1

1 1

1 1

t

t

t

 
  
  

，它的顺序主子式 
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1 ,D t 2
2

1
1,

1

t
D t

t
   2

3

1 1

1 1 ( 1) ( 2)

1 1

t

D t t t

t

    


 

当 1 0D  ， 2 0D  ， 3 0D  时，二次型 1 2 3( , , )f x x x 为正定的，解得 2t  ． 

8．解： 1 2 3( , , )f x x x 对应的矩阵为

2 1 1

1 6 0

1 0 4

 
  
  

，它的顺序主子式 

2 0, 
2 1

11 0,
1 6


 



2 1 1

1 6 0 38 0

1 0 4


   


 

故上述二次型是负定的． 

9．证：因为实对称矩阵 A 的特征值全大于 a，所以 aA E 为正定矩阵；因为实对称

矩阵 B 的特征值全大于 b，所以 bA E 为正定矩阵．进而( aA E ) + ( bA E )为正定矩阵． 
假设为 A + B 的特征值，相应的特征向量为 x，即 ( )  A B x x ．于是， 

[( ) ( )] ( ) ( ) ( ( ))a b a b a b         A E B E x A B x Ex x ． 

所以 ( )a b   为( aA E ) + ( bA E )的特征值．又因为( aA E ) + ( bA E )为正定矩阵，

所以 ( )a b   > 0，即 a b   ． 



 

 

习 题 解 答 

习题一解答（原题见本书第 23 页） 

11  利用对角线法则计算下列三阶行列式.  

（1）

2 0 1

1 4 1

1 8 3

 


；     

解：

2 0 1

1 4 1

1 8 3

 


2(4)30(1)(1)1180132(1)81(4)(1) 

               2481644  

（2）

a b c

b c a

c a b

；  

解：

a b c

b c a

c a b

acbbaccbabbbaaaccc3abca3b3c3 

（3）
2 2 2

1 1 1

a b c

a b c

；       

解：
2 2 2

1 1 1

a b c

a b c

bc2ca2ab2ac2ba2cb2(ab)(bc)(ca) 

（4）

x y x y

y x y x

x y x y





  

解：

x y x y

y x y x

x y x y





x(xy)yyx(xy)(xy)yxy3(xy)3x3 

                     3xy(xy)y33x2 yx3y3x3 

                     2(x3y3)  
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1.2  按自然数从小到大为标准次序，求下列各排列的逆序数. 

（1）1 2 3 4；   

解：逆序数为 0. 

（2）4 1 3 2；  

解：逆序数为 4：41 43 42 32 
（3）3 4 2 1；               

解：逆序数为 5：3 2 3 1 4 2 4 1, 2 1 
（4）2 4 1 3；  

解：逆序数为 3：2 1 4 1 4 3 
（5）1 3  …  (2n1) 2 4  …  (2n)；  

解：逆序数为
( 1)

2

n n 
  

3 2 (1 个) 

5 2 5 4(2 个) 

7 2 7 4 7 6(3 个) 

…… 

(2n1)2 (2n1)4 (2n1)6 … (2n1)(2n2) (n1 个) 

(6)1 3  …  (2n1) (2n) (2n2)  …  2  

解：逆序数为 n(n1)： 

3 2(1 个) 

5 2 5 4 (2 个) 

…… 

(2n1)2 (2n1)4 (2n1)6… (2n1)(2n2) (n1 个) 

4 2(1 个) 

6 2 6 4(2 个) 

…… 

(2n)2 (2n)4 (2n)6    (2n)(2n2) (n1 个) 

1.3  写出 4 阶行列式中含有因子 a11a23 的项  

解：含因子 a11a23 的项的一般形式为：(1)ta11a23a3ra4s 
其中 r、s 是 2 和 4 构成的排列，这种排列共有两个，即 24 和 42  

所以含因子 a11a23 的项分别是 

(1)ta11a23a32a44(1)1a11a23a32a44a11a23a32a44 
(1)ta11a23a34a42(1)2a11a23a34a42a11a23a34a42 

1.4  计算下列各行列式.  
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（1）

4 1 2 4

1 2 0 2

10 5 2 0

0 1 1 7

；       

解：

4 1 2 4

1 2 0 2

10 5 2 0

0 1 1 7

2 3

4 37

4 1 2 10

1 2 0 2

10 3 2 14

0 0 1 0

c c

c c





 




 

   
4 3

4 1 10

1 2 2 ( 1)

10 3 14



 
  



4 1 10

1 2 2

10 3 14


 

2 3

1 3
1
2

9 9 10

0 0 2 0

17 17 14

c c

c c




    

（2）

2 1 4 1

3 1 2 1

1 2 3 2

5 0 6 2


；  

解： 

2 1 4 1

3 1 2 1

1 2 3 2

5 0 6 2

 4 2

2 1 4 0

3 1 2 2

1 2 3 0

5 0 6 2

c c 


4 2 4 1

2 1 4 0

3 1 2 2

1 2 3 0

2 1 4 0

r r r r 
   

          

2 1 4 0

3 1 2 2
0

1 2 3 0

0 0 0 0


   

（3）

ab ac ae

bd cd de

bf cf ef





；   

解：

ab ac ae

bd cd de

bf cf ef






b c e

adf b c e

b c e


 



1 1 1

1 1 1 4

1 1 1

adfbce abcdef


  


  

（4）

1 0 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1

a

b

c

d
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解：

1 0 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1

a

b

c

d






1 2

0 1 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1

r ar

ab a

b

c

d











  

  2 1

1 0

( 1)( 1) 1 1

0 1

ab a

c

d




   



3 2

1

1 1

0 1 0

c dc
ab a ad

c cd



  


 

  3 2 1
( 1)( 1)

1 1

ab ad

cd
 

  
 

abcdabcdad1  

1.5  证明: 

（1）

2 2

2 2

1 1 1

a ab b

a a b b (ab)3； 

证明：

2 2

2 2

1 1 1

a ab b

a a b b
2 1

3 1

2 2 2 2

2 2 2

1 0 0

c c

c c

a ab a b a

a b a b a




 
    

     

2 2 2
3 1( 1)

2 2

ab a b a

b a b a
  

 
 

( )( )
1 2

a b a
b a b a


   (ab)3   

（2） 3 3( )

ax by ay bz az bx x y z

ay bz az bx ax by a b y z x

az bx ax by ay bz z x y

  
    
  

； 

证明：

ax by ay bz az bx

ay bz az bx ax by

az bx ax by ay bz

  
  
  

 

   

x ay bz az bx y ay bz az bx

a y az bx ax by b z az bx ax by

z ax by ay bz x ax by ay bz

   
     

   
 

   2 2

x ay bz z y z az bx

a y az bx x b z x ax by

z ax by y x y ay bz

 
   

 
 

   3 3

x y z y z x

a y z x b z x y

z x y x y z
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   3 3

x y z x y z

a y z x b y z x

z x y z x y

   

   3 3( )

x y z

a b y z x

z x y

    

（3）

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)
0

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

  
  


  
  

； 

证明：

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)

( 1) ( 2) ( 3)

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

  
  
  
  

(c4c3 c3c2 c2c1 得) 

     

2

2

2

2

2 1 2 3 2 5

2 1 2 3 2 5

2 1 2 3 2 5

2 1 2 3 2 5

a a a a

b b b b

c c c c

d d d d

  
  


  
  

(c4c3 c3c2 得) 

     

2

2

2

2

2 1 2 2

2 1 2 2
0

2 1 2 2

2 1 2 2

a a

b b

c c

d d




 



  

（4） 2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1

a b c d

a b c d

a b c d

(ab)(ac)(ad)(bc)(bd)(cd)(abcd)； 

证明： 2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1

a b c d

a b c d

a b c d 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

0

0 ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( )

b a c a d a

b b a c c a d d a

b b a c c a d d a

  


  
  

 

    
2 2 2

1 1 1

( )( )( )

( ) ( ) ( )

b a c a d a b c d

b b a c c a d d a
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1 1 1

( )( )( ) 0

0 ( )( ) ( )( )

b a c a d a c b d b

c c b c b a d d b d b a

     
     

 

    
1 1

( )( )( )( )( )
( ) ( )

b a c a d a c b d b
c c b a d d b a

     
   

   

    =(ab)(ac)(ad)(bc)(bd)(cd)(abcd)  

（5）

1 2 2 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n n n

x

x

x

a a a a x a 










    



xna1x
n1 … an1xan   

证明：用数学归纳法证明  

当 n2 时， 2
2 1 2

2 1

1x
D x a x a

a x a


   


，命题成立  

假设对于(n1)阶行列式命题成立，即 

Dn1xn1a1 x
n2 … an2xan1 

则 Dn 按第一列展开，有 

1
1

1 0 0 0

1 0 0
( 1)

1 1 1

n
n n n

x
D xD a

x







  






   


xD n1anxna1x
n1 … an1xan  

因此，对于 n 阶行列式命题成立  

1.6  设 n 阶行列式 Ddet(aij)，把 D 上下翻转、或逆时针旋转 90、或依副对角线翻转，

依次得 

1

1

11 1

n nn

n

a a

D

a a




 


，
1

2

11 1

n nn

n

a a

D

a a




 


，
1

3

1 11

nn n

n

a a

D

a a




 


 

证明：
( 1)

2
1 2 ( 1)

n n

D D D


    D3D   

证明：因为 Ddet(aij)，所以  

11 1
1

11
1

11 1
21 2

( 1)

n
n nn

n nnn

n
n

a a
a a

a a
D

a a
a a
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11 1

21 2
1 2

31 3

1

( 1) ( 1)

n

n
n n

n

n nn

a a

a a

a a

a a

    



 

 


 

                  
( 1)

1 2   ( 2) ( 1) 2( 1) ( 1)
n n

n n D D


            

同理可证 

11 1( 1)

2
2

1

( 1)
nn n

n nn

a a

D

a a



 


 


( 1) ( 1)

2 2( 1) ( 1)
n n n n

TD D
 

     

( 1) ( 1) ( 1)
( 1)2 2 2

3 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
n n n n n n

n nD D D D D
  

         

1.7  计算下列各行列式（Dk为 k 阶行列式）. 

（1）

1

1
n

a

D

a

  ，其中对角线上元素都是 a，未写出的元素都是 0；  

解：

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

n

a

a

a
D

a

a







    



（按第 n 行展开)  

       
1

( 1) ( 1)

0 0 0 0 1

0 0 0 0

( 1) 0 0 0 0

0 0 0 0

n

n n

a

a

a



  

  





    


 

         2

( 1) ( 1)

( 1) n

n n

a

a

a
  

  

 
       

1

( 2)( 2)

( 1) ( 1)n n n

n n

a

a

a



 

     anan2an2(a21)  
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（2） n

x a a

a x a
D

a a x






  


 

解：将第一行乘(1)分别加到其余各行，得 

0 0

0 0

0 0 0

n

x a a a

a x x a

D a x x a

a x x a

 
  

 





    
， 

再将各列都加到第一列上，得 

( 1)

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

n

x n a a a a

x a

D x a

x a

 


 







    
[x(n1)a](xa)n1 

（3）

1 1 1

1

( 1) ( )

( 1) ( )

1

1 1 1

n n n

n n n

n

a a a n

a a a n

D

a a a n

  



 
 



 




   



； 

解：根据第 6 题结果，有 

( 1)

2
1

1 1 1

1 1 1

1

( 1)

( 1) ( )

( 1) ( )

n n

n

n n n

n n n

a a a n

D

a a a n

a a a n




  

 

 

 
 




  



 

此行列式为范德蒙德行列式  

                    

( 1)

2
1

1 1

( 1)

2

1 1

( 1) [( 1) ( 1)]

( 1) [ ( )]

n n

n
n i j

n n

n i j

D a i a j

i j




 



 

      

   




≥ ≥

≥ ≥
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( 1) ( 1)   1
2 2

1 1

1 1

( 1) ( )( 1)

( ).

n n n n

n i j

n i j

i j

i j

     

 

 

    

 




≥ ≥

≥ ≥

 

（4） 1 1
2

1 1

n n

n

n n

a b

a b
D

c d

c d



 

 

； 

解：
1 1

2
1 1

n n

n

n n

a b

a b
D

c d

c d



 

 

（按第 1 行展开） 

        

1 1

1 1

1 1

1 1

0

0

0 0

n n

n

n n

n

a b

a b

c da

c d

d

 

 

 

 

 



 

          

1 1

1 1
2 1

1 1

1 1

0

( 1)

0

n n

n
n

n n

n

a b

a b
b c d

c d

c

 



 



 

 
 

再按最后一行展开得递推公式 

D2nandnD2n2bncnD2n2，即 D2n(andnbncn)D2n2 

于是                    2 2
2

( )
n

n i i i i
i

D a d b c D
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而                      1 1
2 1 1 1 1

1 1

a b
D a d b c

c d
   ， 

所以                      2
1

( )
n

n i i i i
i

D a d b c


    

（5）Ddet(aij)，其中 aij|ij|； 

解：aij|ij|， 

            

0 1 2 3 1

1 0 1 2 2

2 1 0 1 3
det( )

3 2 1 0 4

1 2 3 4 0

n ij

n

n

n
D a

n

n n n n





 


   






     


 

                      
1 2

2 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 2 3 4 0

r r

r r

n n n n






 
  


   

   






     


 

                      
2 1

3 1

1 0 0 0 0

1 2 0 0 0

1 2 2 0 0

1 2 2 2 0

1 2 3 2 4 2 5 1

c c

c c

n n n n n






 
  


   

    






     


 

               (1)n1(n1)2n2  

（6）

1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

a

a
D

a











   


，其中 a1a2 … an0  

解：

1

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

a

a
D

a
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1 2

2 3

1

2 2

3 3

1 1

0 0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0 1

c c

c c

n n

n n

a

a a

a a

a a

a a





 







 





      



 

        

1
1

1
2

1
3

1 2

1
1

1

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 1

n

n

n

a

a

a
a a a

a

a

















 





      



 

        

1
1

1
2

1
3

1 2
1
1

1

1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1

n

n

n

i
i

a

a

a

a a a

a

a






















       




 

        1 2
1

1
( ) 1

n

n
ii

a a a
a

 
  

 
   

1.8  用克莱姆法则解下列方程组.  

（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 4 2

2 3 5 2

3 2 11 0

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
    

     

解：因为 

1 1 1 1

1 2 1 4
142

2 3 1 5

3 1 2 11

D


  
  

， 
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1

5 1 1 1

2 2 1 4
142

2 3 1 5

0 1 2 11

D
 

  
   

， 2

1 5 1 1

1 2 1 4
284

2 2 1 5

3 0 2 11

D
 

  
  

， 

3

1 1 5 1

1 2 2 4
426

2 3 2 5

3 1 0 11

D


  
  

， 4

1 1 1 5

1 2 1 2
142

2 3 1 2

3 1 2 0

D
 

 
  

， 

所以        1
1 1

D
x

D
  ， 2

2 2
D

x
D

  ， 3
3 3

D
x

D
  ， 4

4 1
D

x
D

     

（2）

1 2

1 2 3

2 3 4

3 4 5

4 5

5 6 1

5 6 0

5 6 0

5 6 0

5 1

x x

x x x

x x x

x x x

x x

 
      
   
  

  

解：因为 

5 6 0 0 0

1 5 6 0 0

6650 1 5 6 0

0 0 1 5 6

0 0 0 1 5

D       1

1 6 0 0 0

0 5 6 0 0

15070 1 5 6 0

0 0 1 5 6

1 0 0 1 5

D   ， 

2

5 1 0 0 0

1 0 6 0 0

11450 0 5 6 0

0 0 1 5 6

0 1 0 1 5

D          3

5 6 1 0 0

1 5 0 0 0

7030 1 0 6 0

0 0 0 5 6

0 0 1 1 5

D    

4

5 6 0 1 0

1 5 6 0 0

3950 1 5 0 0

0 0 1 0 6

0 0 0 1 5

D         5

5 6 0 0 1

1 5 6 0 0

2120 1 5 6 0

0 0 1 5 0

0 0 0 1 1

D    

所以     1

1507

665
x  ， 2

1145

665
x   ， 3

703

665
x  ， 4

395

665
x


 ， 5

212

665
x   
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1.9  问 ， 取何值时，齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

2 0

x x x

x x x

x x x





  
   
   

有非零解？ 

解：系数行列式为 
1 1

1 1

1 2 1

D


  


    

令 D0，得 
0 或 1 

于是，当 0 或 1 时，该齐次线性方程组有非零解  

1.10  问  取何值时，齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0

2 (3 ) 0

(1 ) 0

x x x

x x x

x x x






   
    
    

有非零解？ 

解：系数行列式为  

                  

1 2 4 1 3 4

2 3 1 2 1 1

1 1 1 1 0 1

D

  
 

 

    
   

 
 

                    (1)3(3)4(1)2(1)(3) 

                    (1)32(1)23  

令 D0，得 0 2 或 3  

于是，当 0 2 或 3 时，该齐次线性方程组有非零解  

 

习题二解答（原题见本书第 44 页） 

2.1  

11 0 5 5

10 15 6 1

10 4 19 6

 
   
  

. 

2.2  

2 3 2 2

2 2 1 1

1 7
1 1

2 2

 
   
 

   
 

. 

2.3  （1）
1

0 1

n 
 
 

；（2）
1 1

n n

a b

a b

 
 
 
 
 

 ；（3）

8 7 6

3 0 3

5 7 9

  
   
   

；（4） 1

2 1 2

3 6 3 6

4 2 4

n

 
    
 
 

. 
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2.4  1，

1 0 4

1 0 4

0 0 0

 
 
 
 
 

，

1 1 0

0 0 0

4 4 0

 
 
 
 
 

. 

2.6  （1）
4 31

5 27

 
   

；（2）
cos sin

sin cos

 
 

 
  

；（3）

5 2 1
1

2 4 2
8

1 2 3

  
   
 
 

；（4）不存在. 

2.7  （1）

1 2
0 0 0

3 3
2 1

0 0 0
3 3
0 0 3 1 0

0 0 2 1 0

1
0 0 0 0

5

  
 
  
 
 
  
 
 
 
 

；（2）

7 28
2 3

5 5
4 21

1 2
5 5

2 3
0 0

5 5
1 4

0 0
5 5

   
 
   
 
 
 
 
  
 

. 

2.8  1, 6, 1, 2a b c d     . 

2.9  （1）

5 1 1

8 4 8
1 1 1

4 2 4
1 1 3

8 4 8

  
 
   
 
  
 

；（2）

1 1 1

3 3 3
1 5 1

3 6 6
1 1 1

3 6 6

 
 
 
  
 
   
 

. 

2.10 （1）4；（2）2 . 

2.12  （1）
3 0

3 1

 
 
 

；（2）

16 12 11

68 49 40

109 80 63

 
   
   

；（3）
21 331

7 114

 
  

 

2.13  

2 3 0 0

1 2 0 0

11 15 5 1

19 19 19 19
13 16 1 4

19 19 19 19

 
  
 
  
 
   
 

 

 

习题三解答（原题见本书第 70 页） 

3.1  求解下列齐次线性方程组 
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（1）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

2 0

2 2 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

  

1

2
1

3

4

4

3
3

4

3
1

x

x
c

x

x

 
  
         
  
    
 

， 1c R  

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

3 6 3 0

5 10 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

  

1

2
1 2

3

4

2 1

1 0

0 0

0 1

x

x
c c

x

x

     
     
      
     
     

    

， 1 2,c c R  

（3）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0

2 5 2 0

3 4 0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 方程组只有零解 

（4）
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 6 4 2 0

2 2 3 5 3 0

5 6 8 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    
     
     

  1 2 3

9 3 1

4 4 4
3 7 5

4 4 4
1 0 0

0 1 0

0 0 1

x c c c

          
     
                  
     
     
          
     

， 1 2 3, ,c c c R  

3.2  求解下列非齐次线性方程组 

（1）
1 2 3

1 2 3

1 2

4 2 2

3 2 10

11 3 8

x x x

x x x

x x

  
   
  

  方程组无解 

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

4 2 2 2

2 1

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

  

1

2

3

4

0 0

1 1

1 0

0 0

x

x
c

x

x

     
     
           
           

, c R  

（3）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

3 2 3 4

4 3 5 2

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     

  

1

2
1 2

3

4

1 1 6

7 7 7
5 9 5

7 7 7
1 0 0

0 1 0

x

x
c c

x

x

     
      
      
                
      
            
     

， 1 2,c c R  
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（4）

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 3 2 3

2 6 3 2

3 2 1

3 9 5 5

x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x

    
    
      
     

  1 2

3 3 5

1 0 0

0 0 0

0 2 4

0 1 0

x c c

      
     
     
       
     

     
     
     

， 1 2,c c R  

3.3  为何值时，下列非齐次线性方程组有唯一解、无解和无限多解？在有无限多解时，

求出通解. 

（1）
1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1x x x

x x x

x x x


 

 

  
   
   

 

1）（i） 1  且 2   有唯一解； 

（ii） 2   无解； 

（iii） 1  有无穷解，解为

1

2 1 2

3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

x

x c c

x

        
                

             

， 1 2,c c R . 

（2）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 ) 2 2 1

2 (5 ) 4 2

2 4 (5 ) 1

x x x

x x x

x x x




 

   
    
      

 

（i） 1  且 10  有唯一解； 

（ii） 10  无解； 

（iii） 1  有无穷解，解为
1

2 2

3

2 2 1

1 0 0

0 1 0

x

x c c

x

       
                

      
      

， 1 2,c c R . 

3.4  确定 ,a b的值使下列非齐次线性方程组有解，并求其解 

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 2

1

3

5

x x x x

x x x

x x x x a

x x x x b

   
   
    
    

. 
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解：当 1, 1a b   时，有无穷多个解，通解为

1

2
1 2

3

4

0 4 0

1 1 1

1 0 0

0 1 0

x

x
c c

x

x

       
       
         
       
       

      

， 1 2,c c R  

3.5  已知 1 2 3 4( , , , ) 3R a a a a  ， 2 3 4 5( , , , ) 4R a a a a  ，证明 

（1） 1a 能由 2 3 4, ,a a a 线性表示； 

（2） 5a 不能由 1 2 3 4, , ,a a a a . 

3.6  已知向量组 1

1

2

2

2

a

 
 
 
 
 
 

， 2

1

3

0

11

a

 
 
 
 
 
 

， 3

2

1

2

5

a

 
  
 
 
 

和向量组 1

3

1

0

3

b

 
 
 
 
 
 

， 2

3

4

2

16

b

 
  
 
 
 

，

3

1

7

4

15

b

 
 
 
 
 
 

，证明向量组 1 2 3, ,a a a 和 1 2 3, ,b b b 等价. 

解： 1 1 3b a a  ， 2 1 2b a a  ， 3 1 22b a a  ； 1 1 2 3a b b b    ， 2 1 2 32 2a b b b   ，

3 1 2 32a b b b    

3.7  已知向量组 1 2 3: , ,b b bB 由向量组 1 2 3: , ,a a aA 线性表示的表示式为 

1 1 2 3b a a a   ， 2 1 2 3b a a a   ， 3 1 2 3b a a a    ， 

试将向量组 A 的向量用向量组 B 的向量线性表示. 

解： 1 1 2

1
( )

2
a b b  ， 2 2 3

1
( )

2
a b b  ， 3 1 3

1
( )

2
a b b   

3.8  已知 1

1

2

3

a

 
   
 
 

， 2

3

1

2

a

 
   
 
 

， 3

2

3a

c

 
   
 
 

，问： 

（1） c 为何值时， 1 2 3, ,a a a 的线性无关； 

（2） c 为何值时， 1 2 3, ,a a a 的线性相关，并将 3a 表示成 1 2,a a 的线性组合. 

解：（1） 5c  ；（2） 5c  , 3 1 2

11 3

7 21
a a a   

3.9  判断下列向量组是线性相关还是线性无关 

（1）

4 1 2

1 2 1
, ,

6 3 0

1 1 1

      
     
     
     
     
     

；（2）

1 1 1 1

1 1 1 1
, , ,

1 1 1 1

1 1 1 1

       
                
       
       

       

；（3）

1 5 0 3

2 6 8 10
, , ,

1 9 7 14

0 1 1 2
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解：（1）线性相关，因为 1 2 32 3a a a  ；（2）线性无关；（3）线性相关，因为 1 22a a   

3 4 0a a  . 

3.10  设 1 2 3, ,a a a 线性无关，问 k 为何值时，向量组 2 1 3 2 1 3, ,a a ka a a a   线性无关. 

解： 1k  . 
3.11  设 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1, , ,b a a b a a b a a b a a        ，证明向量组 1 2 3 4, , ,b b b b 线性相关. 

3.12  设 1 1 2 1 2 1 2, , , t tb a b a a b a a a        ，且向量组 1 2, ,..., ta a a 线性无关，证

明向量组 1 2, , , tb b b 也线性无关. 

3.13  求下列向量组的秩，并求一个最大无关组 

（1） 1 2 3

1 9 2

2 100 4
, ,

1 10 2

4 4 8

     
            
     
     

     

   ； 

（2） T T
1 (1, 2, 1, 3) , T T

2 (4, 1, 5, 6)    , T T
3 (1, 3, 4, 7)     

解：（1） 1 2,  ；（2） T T
1 2,   

3.14  利用初等行变换求下列矩阵列向量组的一个最大无关组，并把其余向量用最大

无关组线性表示： 

（1）

1 1 0

2 0 4

2 3 2

 
 
 
  

；（2）

1 1 2 2 1

0 2 1 5 1

2 0 3 1 3

1 1 0 4 1

 
  
 
 

 

. 

解：（1）第 1、4 列是矩阵列向量组的一个最大无关组 3 1 22 2    ；（2）第 1、第 2、

第 3 列矩阵列向量组的一个最大无关组 

3.15  设矩阵

2 1 2

3 2 3

1 3 1 1

a

b

 
   
 
 

A ， ( ) 2R A ，求 ,a b的秩. 

解： 2, 5a b   

3.16  求齐次线性方程组的基础解系 

（1）

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 0

2 3 0

3 8 0

3 9 7 0

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

  
    
    
    

基础解系为 1

3

2
7

2
1

0

  
 
   
 
 
 
 

 ， 2

1

2

0

1
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（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 10 2 0

2 4 5 0

3 8 6 2 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

基础解系为 1

0

1

0

4

 
 
 
 
 
 

 ， 2

4

0

1

3

 
 
 
 
 
 

  

3.17  求非齐次线性方程组的一个特解和其所对应齐次线性方程组的基础解系： 

（1）
1 2

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 2 1

5 3 2 2 3

x x

x x x x

x x x x

 
    
    

  

8

13

0

2

 
 
 
 
 
 

 ，

1

1

1

0

 
 
 
 
 
 

  

（2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 2 3 11

5 3 6 1

2 4 2 6

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     

  

17

0

14

0

 
 
 
 
 
 

 ， 1

9

1

7

0

 
 
 
 
 
 

 ， 2

4

0

7

2
1

 
 
 

  
 
  
 

  

3.18  已知三阶矩阵 A 和三维的列向量满足 3 23x x x A A A ，且向量组 2, ,x x xA A 线

性无关 

（1）记 2( , , )P x Ax A x ，求三阶的矩阵 B ,使 AP PB ； 

（1）求 A . 

解：（1）

0 0 0

1 0 3

0 1 1

 
 
 
  

；（2） 0A  

3.19  n阶的矩阵 A 满足 2A A ， E 为单位阵，证明 ( ) ( )R R n  A A E . 

解：利用 

3.20  求一个齐次的方程组，使它的基础解系由下列向量组成 

1

1

2

0

3

1

 
  
 
 
 
  

 ， 2

2

3

2

5

3

 
  
 
 
 
  

 ， 3

1

2

1

2

2

 
  
 
 
 
  

 . 

解：方程组为 1 2 3 4

1 2 3 5

5 0

0

x x x x

x x x x

   
    

 

3.21  设矩阵 A 的秩为 r ， 0 为 bAX 的特解， 0x A 的一个基础解系为 1,a 2 , ,a   

n ra  ， X 的维数为 n ，证明 0 0 1 0, , , n ra a     与 0 0 1 0, , , n ra a     均为 bAX 的

1n r  个线性无关的解. 
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3.22  设 1 2, , , ta a a 是齐次线性方程组 0x A 的基础解系 1 2 3 tb a a a    ，

2 1 3 tb a a a    ，， 1 2 1t tb a a a     ，证明向量组 1 2, , , tb b b 也是齐次线性方程

组 0x A 的基础解系. 
解： 1 2, , , ta a a 是齐次线性方程组 0x A 的基础解系，所以 1 2, , , ta a a 线性无关，又

因为向量组 1 2, , , ta a a 和向量组 1 2, , , tb b b 等价，所以 1 2, , , tb b b 也是齐次线性方程组

0x A 的基础解系. 
3.23  苏打含有碳酸氢钠（ 3NaHCO ）和柠檬酸（ 3 6 5 7H C H O ）.它在水中溶解时，按

照如下反应生成柠檬酸钠、水和二氧化碳： 

3NaHCO  3 6 5 7 3 6 5 7 2 2H C H O Na C H O H O CO    

试用线性方程组的方法配平该化学方程式. 

解：          

33NaHCO  3 6 5 7 3 6 5 7 2 2H C H O Na C H O 3H O 3CO    

 

习题四解答（原题见本书第 88 页） 

4.1  已知 1

1

1

1

 
   
 
 

a ， 2

1

0

2

 
   
 
 

a ，求一非零向量 3a ，使其与 1 2,a a 都正交. 

解：记
T
1
T
2

1 1 1

1 0 2

   
    

  

a
A

a
，设

1

3 2

3

x

x

x

 
   
 
 

a ，因 3a 与 1 2,a a 都正交，所以， 3 0Aa ，

即是：
1

2

3

1 1 1
0

1 0 2

x

x

x

 
       

 

， 

方程组为：
1 3

2 3

3 3

2x x

x x

x x

 
  
 

，其基础解系为：

2

1

1

 
  
 
 

，取 3

2

1

1

 
   
 
 

a 即可。 

4.2  试用施密特法把下列向量组正交化： 

（1） 1 2 3

1 0 1

( , , ) 0 1 1

1 1 0

 
   
 
 

a a a ； 

解：根据施密特正交化方法： 
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令                           1 1

1

0

1

 
    
 
 

b a ， 

 
 

1 2
2 2 1

1 1

1
, 1

2
, 2

1

 
     
 
 

b a
b a b

b b
， 

 
 

 
 

1 3 2 3
3 3 1 2

1 1 2 2

1
, , 2

1
, , 3

1

 
      
  

b a b a
b a b b

b b b b
， 

故正交化后得：         1 2 3

1 2
1

2 3
2

( , , ) 0 1
3

1 2
1

2 3

  
 
   
 
  
 

b b b ． 

（2） 1 2 3

1 1 1

0 1 1
( , , )

1 0 1

1 1 0

 
  
 
 
 

a a a  

解：根据施密特正交化方法令   

1 1

1

0

1

1

 
 
  
 
 
 

b a  

 
 

1 2
2 2 1

1 1

1

, 31

2, 3

1

 
    
 
 
 

b a
b a b

b b
 

 
 

 
 

1 3 2 3
3 3 1 2

1 1 2 2

1

, , 31

3, , 5

4

 
 
    
 
 
 

b a b a
b a b b

b b b b
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故正交化后得            1 2 3

1 1
1

3 5
3

0 1
5( , , )

2 3
1

3 5
1 4

1
3 5

  
 
  

  
 
 
 
  
 

b b b  

4.3  下列矩阵是不是正交阵： 

（1）

3 1

2 2

1 3

2 2

 
 

 
 
 
 

；（2）

1 1
1

2 3
1 1

1
2 2

1 1
1

3 2

  
 
  
 
  
 

. 

解：（1）该方阵每一个行向量均是单位向量，且两两正交，故为正交阵 

（2）第一个行向量非单位向量,故不是正交阵． 

4.4  设 A 与 B 都是 n阶正交阵，证明 AB 也是正交阵． 

证：因为 ,A B 是 n阶正交阵，故 1 T A A ， 1 T B B  
T T T 1 1( ) ( )    AB AB B A AB B A AB E  

故 AB 也是正交阵． 

4.5  若矩阵 A 满足 2 6 8 0  A A E ，且 T A A，证明： 3A E 是正交矩阵. 

证： T( 3 ) ( 3 ) A E A E T( 3 )( 3 )  A E A E = T 6 9  A A A E E  

4.6  求下列矩阵的特征值和特征向量： 

（1）
1 1

2 4

 
 
 

； 

解：               
1 1

( 2)( 3)
2 4


  


 

    


A E  

故 A 的特征值为 1 22, 3   ． 

当 1 2  时,解方程 ( 2 ) 0x A E ，由 

1 1 1 1
( 2 )

2 2 0 0
~    

     
   

A E  

得基础解系 1

1

1

 
  
 

P . 
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所以， 1 1 1( 0)k k P 是对应于 1 2  的全部特征值向量． 

当 2 3  时，解方程 ( 3 ) 0x A E ，由 

2 1 2 1
( 3 )

2 1 0 0
~    

     
   

A E  

得基础解系 2

1

2
1

     
 

P . 所以， 2 2 2( 0)k k P 是对应于 2 3  的全部特征值向量． 

（2）

1 2 3

2 1 3

3 3 6

 
 
 
 
 

； 

解：           

1 2 3

2 1 3 ( 1)( 9)

3 3 6


    




      


A E  

故 A 的特征值为 1 2 30, 1, 9      ． 

当 1 0  时，解方程 0x A ，由 

1 2 3 1 2 3

2 1 3 0 1 1

3 3 6 0 0 0

~
   
       
   
   

A  

得基础解系 1

1

1

1

 
   
 
 

P . 故 1 1 1( 0)k k P 是对应于 1 0  的全部特征值向量. 

当 2 1   时,解方程 ( ) 0x A E ，由 

2 2 3 2 2 3

2 2 3 0 0 1

3 3 7 0 0 0

~
   
        
   
   

A E  

得基础解系 2

1

1

0

 
   
 
 

P . 故 2 2 2( 0)k k P 是对应于 2 1   的全部特征值向量. 

当 3 9  时，解方程 ( 9 ) 0x A E ，由 

1 1 1
8 2 3

1
9 2 8 3 0 1

2
3 3 3 0 0 0

~
    

             
 

A E  
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得基础解系 3

1

2
1

2

1

 
 
 
 

  
 
 
 
 

P . 故 3 3 3( 0)k k P 是对应于 3 9  的全部特征值向量． 

（3）

2 1 0

2 3 0

1 0 4

 
   
  

A  

解：因          2

2 1 0

2 3 0 ( 4) ( 1)

1 0 4


   



 
      


E A  

所以得方阵 A 的特征根为： 1 1  ， 2 3 4    

当 1 1  时，对应的特征向量应满足齐次线性方程组： ( ) 0x E A  

即
1

2

3

1 1 0

2 2 0 0

1 0 3

x

x

x

    
      
     

，而

1 1 0 1 0 3

2 2 0 0 1 3

1 0 3 0 0 0

     
        
      

 

故对应的方程组为：
1 3

2 3

3 3

3

3

x x

x x

x x


  
 

，得其一个基础解系为： 1

3

3

1

 
   
 
 

  

所以方阵 A 对应于特征根 2 1  的全部特征向量为： 

1 1 1

3

3

1

k k

 
   
 
 

  

其中， 1k 为任意非零实数。 

当 2 3 4   时，对应的特征向量应满足齐次线性方程组： (4 ) 0x E A  

即
1

2

3

2 1 0

2 1 0 0

1 0 0

x

x

x

   
     
     

，而

2 1 0 1 0 0

2 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0

   
       
      

 

故对应的方程组为：
1

2

3 3

0

0

x

x

x x


 
 

 ，得其一个基础解系为： 2

0

0

1

 
   
 
 

 ， 

所以方阵 A 对应于特征根 2 3 4   的全部特征向量为： 
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2 2 2

0

0

1

k k

 
   
 
 

 ， 

其中， 2k 为任意非零实数。 

4.7  设 A 为 n阶方阵，证明 TA 与 A 的特征值相同. 

证：因为 T T( )      E A E A E A ，所以 TA 与 A 的特征值相同. 

4.8  设 n阶矩阵的 A 的满足 2 6 0  A A E ，证明 A 的特征值只能取 2，3. 

证：因为 2 6 0  A A E ，所以 2 6 0    ， ( 2)( 3) 0    所以 A 的特征值只能

取 2，3. 

4.9  设 ,A B 都是 n阶方阵， A 与 B 相似， 2 A A ，证明 2 B B . 

证： A 与 B 相似.存在可逆阵 P ，使得 1 P AP B ，有因为 2 A A ， 1 2 2 P A P B  
2 B B  

4.10  若设

2 0 0

0 0 1

0 1 x

 
   
 
 

A 与

2 0 0

0

0 0 1

y

 
   
 
 

B 相似，并求 x 与 y . 

解： tr( ) tr( ) A B A B， ， 0, 1x y  . 

4.11  若 4 阶矩阵 A 与 B 相似，矩阵 A 的特征值为
1 1 1 1

, , ,
2 3 4 5

，求行列式 1 B E  

解： A 与 B 相似， A 与 B 特征值相同， 1B 的特征值为 2，3，4，5， 1  B E  

1 2 3 4 24    . 
4.12  已知 3 阶行列式 A 的特征值为 1，2，3，求 3 25 7 A A A . 

解： A 的特征值为 1，2，3， 3 25 7 A A A特征值为 3，2，3. 

所以 3 25 7 3 2 3 18     A A A  

4.13  已知 3 阶行列式 A 的特征值为 1，2，3，求 * 3 2 A A E . 
解：已知 3 阶行列式 A 的特征值为 1，2，3， 

6 A ， * EAA A * * 21
3 2 3 2    A A E AA A A

A
 

而               23 2 6 1 10 ( 15) 150       A A E ， 

* 21
3 2 3 2 25     A A E A E A A

A
 

4.14  设矩阵

2 1 1

0 2 0

4 1 3

 
   
  

A ， 
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（1）求矩阵 A 的特征值与特征向量；（2）判别矩阵 A 能否对角化． 
解：(1)特征值 1 2 31, 2       

1 1

1

1 0

1


 
     
 
 

p当 时， ， 2 3 2 3

0 1

2 1 , 0

1 4

 
   
         
      

p p当 时，  

（2） A 有三个线性无关的特征向量,故可角化   

4.15  试求一个正交的相似变换矩阵，将下列对称矩阵化为对角阵. 

（1）

2 0 0

0 3 2

0 2 3

 
 
 
 
 

；（2）

1 2 2

2 4 4

2 4 0

 
   
  

 

解：（1）令

2

3 2 ( 1)( 2)( 5) 0

2 3


    




        

 
E A 得 

1 2 31, 2, 5     . 

1 1  时， 

1

0

1

1


 
   
  

； 2 2  ， 2

1

0

0


 
   
 
 

； 3 5  ， 3

0

1

1


 
   
 
 

. 

将所得向量正交化、单位化得： 

1 2 3

0 01

1 / 2 , 0 , 1 / 2

01 / 2 1 / 2

  

    
          

         

 

令

0 1 0

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2

 
 
 
 

  
 
 
 
 

P ，则有 1 T

1

2

5



 
    
 
 

P AP P AP . 

4.15 （2）解： 

2
1 2 3

1 2 2

2 4 4 ( 9) 0 0, 9

2 4 4


      



 
         

 
E A  
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1 2 0   时，对应矩阵的基础解系为 T T
1 2(2 1 0) , ( 2 0 1)     

正交化：
T

T
1 2

2 4
(2 1 0) , 1

5 5
    
 

   

单位化：
_

1

2 1
0

5 5

 
  
 

 ，
_

2

2 4 5

3 5 3 5 3 5

 
  
 

  

3 9  时，对应方程组的基础解系为  T
3 1 2 2  ，

_

3

1 2 2

3 3 3
   
 

  

令

2 2 1

35 3 5
1 4 2

35 3 5
5 2

0
33 5

 
 

 
 

  
 
 
 
 

P ，则有 T

0

0

9

 
   
 
 

P AP  

4.16  设 1 P AP ，其中 
1 2 1 1 0 0

0 1 2 , 0 5 0

0 2 1 0 0 5

   
        
   
   

P   

求 10A . 

解： 10 1 10 10 1( )  A P P P P 

10

10

10

1 2 1 1 0 0 5 0 5
1

0 1 2 . 0 5 0 0 1 2
5

0 2 1 0 0 5 0 2 1

     
          

         

 

       

10

10

10

1 0 5 1

0 5 0

0 0 5

 
 

  
 
 

 

4.17  设 3 阶实对称矩阵A 的各行元素之和均为 3，向量    T T
1 21,2, 1 , 0, 1,1      ，

是线性方程组 0AX 的两个解. 

（1）求 A 的特征值与特征向量 

（2）求正交矩阵 P 和对角矩阵 ，使 1 P AP ； 

（3）求 A .  
解：（1）条件说明 A (1,1,1)T=(3,3,3)T,即 0 =(1,1,1)T 是 A 的特征向量,特征值为 3.又 1 ，

2 都是 0AX 的解，说明它们也都是 A 的特征向量，特征值为 0.由于 1 2 线性无关, 特

征值 0 的重数大于 1.于是 A 的特征值为 3，0，0. 
属于 3 的特征向量：c 0 , c0. 

属于 0 的特征向量：c1 1 +c2 2 , c1, c2 不都为 0. 
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（2）将 0 单位化，得 

1p =

T
3 3 3

, ,
3 3 3

 
  
 

. 

对 1 ， 2 作施密特正交化,得 

2p

T
2 2

0, ,
2 2

 
   
 

， 3p

T
6 6 6

, ,
3 6 6

 
   
 

. 

作 1 2 3( , , )p p pP 则 P 是正交矩阵，并且 

T

3

0

0



 
    
 
 

P AP P AP . 

（3）

1 1 0 3 0 0

1 2 1 3 0 0

1 1 1 3 0 0

   
       
      

A 解得

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
   
 
 

A . 

4.18  试证实对称矩阵相似的充要条件是它们有相同的特征值. 

证：因为它们相似于同一对角阵. 

 

习题五解答（原题见本书第 101 页） 

5.1  写出下列二次型对应的矩阵 

（1） 2 2 2( , , ) 2 4 3 7f x y z x xy xz y yz z      ； 

解：                f(x, y, z) =(x, y, z) 

1 1 2

1
1 3

2
1

2 7
2

 
 
 
 
 
 
 
 

x

y

z

 
 
 
 
 

，  

A =

1 1 2

1
1 3

2
1

2 7
2

 
 
 
 
 
 
 
 

. 
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（2） 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 1 2 2 3( , , , ) 2 3 4 2f x x x x x x x x x x x     . 

解：           

1

2
1 2 3 4 1 2 3 4

3

4

1 2 0 0

2 2 1 0
( , , , ) ( , , , )

0 1 3 0

0 0 0 0

x

x
f x x x x x x x x

x

x

  
  
     
     

 

1 2 0 0

2 2 1 0

0 1 3 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

A . 

5.2  写出下列各矩阵所对应的二次型 

（1）A=

1 1 0

1 2 1

0 1 3

 
  
 
 

；   

解：f (x1, x2, x3) =
2 2 2
1 1 2 2 2 3 32 2 2 3x x x x x x x    ； 

（2）

1 2 4

2 2 1

4 1 3

 
   
  

A . 

解： 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 3 4 8 2f x x x x x x x x x x x x      . 

5.3  将下列二次型写成矩阵形式 

（1） 2 2( , )f x y x xy y   ； 

解：f (x, y)=

1
1

2( , )
1

1
2

x
x y

y

 
  
  
   
 

； 

（2） 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3( , , , ) 2f x x x x x x x x x     

解：f (x1，x2，x3，x4) =

1

2
1 2 3 4

3

4

1
0 0 0

2
1

0 1 0( , , , )
2

0 1 1 0

0 0 0 0

x

x
x x x x

x

x

   
  
    
  
   
 

. 

5.4  已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2 6 6f x x x x x ax x x x x x x      的秩为 2，求参数 a

的值. 
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解：首先作出二次型的矩阵 

A=

2 1 3

1 2 3

3 3 a

 
   
  

， 

做初等变换 

A

1 2 3

2 1 3

3 3 a

  
   
  

1 2 3

0 3 3

0 3 9a

  
   
  

. 

令 r(A)=2，得到 6a  . 

5.5  用正交变换化法下列实二次型为标准形 

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 2 3( , , ) 11 5 2 16 4 20f x x x x x x x x x x x x      ； 

解：                    

11 8 2

8 5 10

2 10 2

 
   
  

A ， 

3 2

11 8 2

| | 8 5 10 18 81 1458 0

2 10 2


    




         

 
A E  

解得： 1 2 39, 18, 9      . 

所以可用正交变换将原二次型化成以下标准形： 
2 2 2

1 2 3 1 2 3( , , ) 9 18 9f y y y y y y   . 

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 4f x x x x x x x x x x x x      . 

解：                       

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
   
 
 

A  

3

1 2 2

| | 2 1 2 (1 ) 12(1 ) 16 0

2 2 1


   




        


A E . 

解得： 1,2 31, 5     

所以可用正交变换将原二次型化成以下标准形： 
2 2 2

1 2 3 1 2 3( , , ) 5f y y y y y y    . 
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5.6  用配方法化下列二次型为标准形 

（1） 2 2
1 1 2 22 4 5f x x x x   ；  

解：                   
2 2
1 1 2 22 4 5f x x x x    

                   =2(x1
2+2x1x2+x2

2) +3x2
2 

                   =2(x1+x2)
 2+3x2

2. 

令                         1 21

2 2

y xx

y x

 
 

 

即 

1 1

2 2

1 1

0 1

y x

y x

    
    
    

， 1 1

2 2

1 1

0 1

x y

x y

    
    
    

，x=Cy， 

可逆变换矩阵 

1 1

0 1

 
  
 

C ， 

标准形为  

g(y)= 2 2
1 22 3y y ． 

（2） 1 2 2 1 2 2 2 1 1( , , , )n n n n nf x x x x x x x x x       

解：令
1 1 2 2 2 2 1 1

2 1 2 2 1 2 2 1 1 1

, , , ,

, , , .
n n n n n

n n n n n n n

x y y x y y x y y

x y y x y y x y y
 

   

     
      




 

则 

    1 2 2 1 2 2 2 1 1( , , , )n n n n nf x x x x x x x x x       

             = 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 1( )( ) ( )( ) ( )( )n n n n n n n ny y y y y y y y y y y y             

             = 2 2 2 2
1 1 2n n ny y y y      . 

5.7  已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 2 3( , , ) 2 3 3 2 ( 0)f x x x x x x ax x a     ，通过正交变换化为标准

形 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , ) 2 5f y y y y y y   ，求 a 的值及所作的正交变换矩阵. 

解：f (x)的矩阵 

A=

2 0 0

0 3

0 3

a

a

 
 
 
 
 

 

因为 A 的特征值等于 1，2，5，所以 

      | A | =182a2=1 2 5  =10. 
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得到       a=2． 

A=

2 0 0

0 3 2

0 2 3

 
 
 
 
 

， 

λEA=

2 0 0

0 3 2

0 2 3






 
   
   

， 

λ1=1，λ2=2，λ3=5， 

λ1EA=

1 0 0 1 0 0

0 2 2 0 1 1

0 2 2 0 0 0

   
        
       

， 

x1=

0

1

1

 
 
 
  

，p1=

0

1

2
1

2

 
 
 
 
 
 
 
 
 

； 

λ2EA=

0 0 0

0 1 2

0 2 1

 
   
   

， 

x2=

1

0

0

 
 
 
 
 

=p2， 

λ3EA=

3 0 0 1 0 0

0 2 2 0 1 1

0 2 2 0 0 0

   
        
      

 

x3=

0

1

1

 
 
 
 
 

，p3=

0

1

2
1

2

 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 
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0 1 0

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2

 
 
 
 

  
 
 
 
 

P . 

5.8  设

2 1 1 1 0 0

1 2 1 , 0 1 0

1 1 2 0 0 0

    
         
       

A B ，证明 A B . 

证： A 特征值为 3，3，0，B 的特征值为 1，1，0，则 A B . 

5.9  判别二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 3 4 2 4 3f x x x x x x x x x      的有定性 

解：2A=

4 2 4

2 6 3

4 3 8

 
   
  

， 

1 阶顺序主子式等于 4； 

2 阶顺序主子式
4 2

2 6




=20； 

3 阶顺序主子式

4 2 4

2 6 3

4 3 8


 


=192+24+24963632>0. 

所以 f 正定． 

5.10  已知二次型矩阵的特征多项式，判断它们的正定性 

（1） 3( 1)  ；   （2） (2 1)( 7)( 1)     ；  （3） 3( 2)  ； 

（4） 2(6 5)( )    ；     （5） 3 22    . 

解：（1）全部特征值大于 0，二次型正定；  

（2）特征值有正有负，二次型不定； 

（3）全部特征值小于 0，二次型负定；  

（4）特征值大于 0 与等于 0，二次型半正定；  

（5） 3 22    = 2( 2 1)    = 2( 1)   ．特征值小于 0 与等于 0，二次型半负定. 

5.11  已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 2 2 4f x x x x x x cx x x x x x      ，当 c 满足什么条

件时，二次型 1 2 3( , , )f x x x 正定? 

解：                      A=

1 1

4 2

1 2 4

c

c

 
 
 
  

, 
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|A1|=1，|A2|=4c2,|A3|=|A|=4(c+2)(c1)， 

24 0

( 2)( 1) 0

c

c c

  


  
 2<c<1. 

5.12  判别下列二次型的正定性： 

（1） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 5 4 8 4f x x x x x x x x x x x x      ； 

解：  1 2 3, ,f x x x 对应的矩阵为

5 2 4

2 1 2

4 2 5

 
  
   

，它的顺序主子式 

5 0,
5 2

1 0,
2 1

 
5 2 4

2 1 2 1 0,

4 2 5


  

 
 

故上述二次型是正定的. 

（2） 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 4 5 4f x x x x x x x x    . 

解：  1 2 3, ,f x x x 对应的矩阵为 

2 0 2

0 4 0 ,

2 0 5

 
   
  

A  

令 0  E A ，得 1 2 31, 4, 6.     即知 A 是正定矩阵，故上述二次型是正定的. 

5.13  设 Α是正定矩阵，B 是实对称矩阵，证明 ΑB 可对角化. 

证：由于 A 正定，存在可逆实矩阵 C，使得 TA C C . 

于是 T T T 1 T T T   (( ) ( ) )  AB C CB CBC C C CB C CBC . 

而 TCBC 是实对称矩阵，可以对角化，从而 AB 也可对角化. 

5.14   如果 Α正定，则 Αk，Α1，Α*也都正定． 

证：首先说明 1 *k A A A， ， 都是它的对称矩阵，再用特征值看它们的正定性. 

设 A 的特征值为 1 2, , , 0. 0n i     A ，  

1 2: , , ,k k k k
n  A  全大于 0. 

1

1 2

1 1 1
: , , ,

n  
A  全大于 0. 

*

1 2

: , , ,
n  

A A A
A  全大于 0. 
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5.15  二次型 T
1 2 3( , , )f x x x x x A 在正交变换 x y P 下化为 2 2

1 2y y ，P 的第 3 列为

2

2





，0，

T
2

2





. 

（1）求 A；（2）证明 A+E 是正定矩阵. 

解：（1） T

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
   
 
 

P AP ，即 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0



 
   
 
 

P AP . 

则 P 的第 3 列是 A 的特征向量，特征值为 0.A 的另两个特征值都为 1. 

记  B E A，则 B 的特征值为 0，0，1. 且

1

0

1


 
   
 
 

是 B 的特征向量，特征值为 1. 则 

T
2

1 0 1
1 1

0 0 0
2

1 0 1




 
    
 
 

B ， 

1 1
0

2 2

0 1 0

1 1
0

2 2

  
 
     
 
  
 

A E B . 

（2） A E 的特征值为 2，2，1.所以 A E 是正定矩阵. 
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