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线性代数（经管类）是高等教育自学考试所有科目中最难的课程之一，参加自

学考试的学生由于缺乏必要的辅导，在学习与考试中遇到不少困难，甚至很多同学

因这一门课程屡试不过而无法毕业。 

线性代数（经管类），除具有数学学科的严密性和逻辑性之外，又特别具有研究

方法的特殊性。要学好这门课，必须对该课程理论有深刻的理解，同时还要理论联

系实际，做好相应训练。因此，为帮助考生更有效地掌握好线性代数（经管类）这

门课程，我们精心编写了这本书。 

本书的编排从“帮助考生”这一主导思想出发，旨在能让广大读者，形成自学

能力，提高学习效率，顺利通过国家统一考试。在考点分析部分，按章排列，每章

内按照知识点展开叙述。对每个知识点，由考核要求、考点内容、典型例题、同步

练习和参考答案四部分构成，其中所有例题及练习题都来源于历年真题，代表性强，

讲解清晰，步骤详细，便于读者把握知识重难点，掌握知识，进行针对性的学习。

最后，本书还为广大自考生提供了 2012—2017年真题和参考答案的详解过程，适合

广大读者独立学习，也可作为自学考试的辅导教材和考试用书。 

本书是烟台南山学院数理部教师多年的教学经验总结，编写中，韩兆君老师主

要负责本书的编写、策划和审定工作，李高尚老师负责编写第 1～第 4 章，郭立娜

老师负责编写第 5和第 6章，刘婧老师负责整理真题，教研室其余老师协助本书完

成编写工作。 

由于时间紧张，本书在编写和整理过程中难免存在不完善之处，恳请各位读者

在使用本书的过程中积极提出修改意见和建议，我们将不胜感激。 

祝每一位读者自学成功！ 

 

韩兆君         

前言 
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第一部分  考点分析与训练 

第 1 章  行  列  式 

【考核要求】 

学习本章，要确切知道行列式的定义；理解行列式的性质；熟练掌握行列式的计算

方法（特别是低阶的数字行列式和具有特殊形状的文字或数字行列式），会计算简单的

行列式；理解克拉默法则在线性方程组求解理论中的重要性． 

本章的重点：行列式的性质与计算． 

难点：n阶行列式的计算． 

考点 1  行列式的对角线法 

【考点内容】 

1．二阶行列式的对角线法公式 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
  . 

2．三阶行列式的对角线法公式 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33

31 32 33

a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a

      . 

【典型例题】 

【例 1-1】设
2 1

( )
3 1

x
f x

 
 ，则方程 ( ) 0f x  的根是________． 

解：因为
2 1

=2 3 5 0
3 1

x
x x

 
     ，所以 5x  . 
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【例 1-2】3阶行列式

1 0 0

2 2 5

3 1 3

=_________． 

解：由公式得，

1 0 0

2 2 5

3 1 3

6 0 0 0 0 5 1       . 

【同步练习及参考答案】 

1．行列式
0 1

1 2
的值为______________． 

2．若
1

0
1 2

k
 ，则 k=___________． 

3．已知行列式 0
111
032
12




a
，则数 a =__________． 

4．若

2 1 0

1 3 1 0,

2 1

k

k

 则 _____________． 

5．3阶行列式

2 1 0

1 2 1

0 1 2

=_________． 

参考答案 

1． 1     2．
1

2
    3．3    4． 1     5．4 

考点 2  余子式与代数余子式 

【考点内容】 

1．n阶行列式 | |ija 中元素 ija 的余子式 ijM  



行列式
   第 1 章 3 

ijM 

11 1, 1 1, 1 1

1,1 1, 1 1, 1 1,

1,1 1, 1 1, 1 1,

1 , 1 , 1

 
   

 
 

   
 

j j n

i i j i j i n

i i j i j i n

n n j n j nn

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 

     

     

 

； 

2．元素 ija 的代数余子式 ( 1)i j
ij ijA M  ，与余子式 ijM 只是一个符号区别 

, 2 ,
( 1) ( )

, 2 1.

iji j
ij ij

ij

M i j k
A M k N

M i j k
 

       
. 

【典型例题】 

【例 1-3】阶行列式 i ja =

0 1 1

1 0 1

1 1 0





中元素 21a 的余了式 21M =_____，代数余子式

21A =_____． 

解：由公式 21

1 1
1

1 0
M


   ，从而 21A = 2 1

21( 1) 1M  . 

【同步练习及参考答案】 

1．行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

中 22a 的代数余子式为（    ）． 

A． 22 23

32 33

a a

a a
 B． 11 13

31 33

a a

a a
  C． 11 13

31 33

a a

a a
 D． 21 22

31 32

a a

a a
    

2．行列式

1 1 1

2 3 4

4 9 16

中（3，2）元素的代数余子式 A32 =____________． 

3．行列式

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0


 


 

第二行第一列元素的代数余子式 21A =_________． 

4．已知 3 阶行列式 ija =
1 3

2 0

5 1 4

x

x


中元素 12a 的代数余子式 A12=8，求元素 21a 的代数



 4 

余子式 A21的值． 

参考答案 

1．C      2． 2       3． 1       4．5 

 

考点 3  行列式的展开法 

【考点内容】 

1．定理 1.2.1  n阶行列式 D =|aij|n等于它的任意一行（列）的各元素与其对应的代

数余子式的乘积的和，即 

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A    1 2
1 1 2 2( 1) ( 1) ( 1)i i i n

i i i i in ina M a M a M         ，按第 i行展开 

或   ：代数余子式形式             ：余子式形式 

1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A    1 2
1 1 2 2( 1) ( 1) ( 1)j j n j

j j j j nj nja M a M a M         ，按第 j列展开 

其中 , 1, 2, 3 ,i j n . 

2．三角行列式 

   上三角行列式            下三角行列式             对角行列式  

1

2
1 2

* * *

* *


  n

n

a

a
a a a

a

   

1

2
1 2

*

* * *


   n

n

a

a
a a a

a

   

1

2
1 2 n

n

a

a
a a a

a

  

注意：三角行列式考虑的是以主对角线为斜边，且由非零元素构成的等腰直角三角

形在主对角线的上方还是下方，元素为 0时可以省略不写．若在上方是上三角，在下方

是下三角．其结果都等于主对角线上元素的乘积（上三角行列式始终按第 1列展开，下

三角行列式始终按第 1行展开）． 

【典型例题】 

【例 1-4】按第 1列展开得行列式 



行列式
   第 1 章 5 

1 1

0 1
1

0 2
2

( 1) ( 1) !

0 1
1

0

n nn n

n
n

n

    




 


 
注意：为了能快捷地求出行列式值，要按零最多的行或列来展开计算（因为只有这

样求解的行列式个数才能最少，否则可能会成倍增加），同时尽量保证展开后的余子式

为三角行列式，这也体现了三角行列式的用途． 

【例 1-5】 2 2

1 0 2 1
1 2 1

2 1 1 0
( 1) ( 1) 1 0 3 (0 6 2 0 6 2) 12

1 0 0 3
1 2 1

1 0 2 1


          




. 

【同步练习及参考答案】 

1．设 3阶行列式 D3的第 2列元素分别为 1,-2,3，对应的代数余子式分别为-3,2,1，

则 D3=____． 

2．3阶行列式

2 3 4

1 5 2

1 1 1

第 3行元素的代数余子式之和 A31+A32+A33=________． 

3．计算行列式

3 0 2 0

2 10 5 0

0 0 2 0

2 3 2 3




 

=_________． 

4．4阶行列式

1002

2100

0210

0021

=_________． 

5．5阶行列式

2 0 0 0 1

0 2 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 2 0

1 0 0 0 2

=_________． 
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6．4阶行列式

0 1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

x

x

x

a a a a





=_________． 

7．4阶行列式

2 2

1 1

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

0 0

a c

a c

d b

d b

=_________． 

8．6阶行列式

1 2 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 2

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 2 0 0 1

=_________． 

参考答案 

1． 4    2． 7   3． 180     4． 15     5．24      6． 3 2
3 2 1 0  a x a x a x a  

7． 1 1 1 1 2 2 2 2( )( )a b c d a b c d        8．18 

考点 4  行列式的性质与应用 

【考点内容】 

1．行列式的性质 

性质 1  行列式与它的转置行列式相等，即 D = DT ． 

性质 2  用数 k乘行列式 D中某一行（列）的所有元素所得的行列式等于 kD．即，

行列式可以按行（列）逐次的提出公因数． 

性质 3  互换行列式的任意两行（列），行列式的值改变符号． 

性质 4  若行列式中有两行（列）的对应元素成比例，则此行列式的值等于零． 

性质 5  行列式可以按行（列）拆开． 

性质6  把行列式D的某一行的所有元素都乘以同一个数以后加到另一行的对应元

素上去，所得的行列式仍为 D（其值不变）． 

相对来说，性质 2、3、6较为重要. 
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2．任意一个奇数阶的反对称行列式，其值必为零． 

以三阶行列式为例 

3 T

0 0

0 ( 1) 0

0 0

b c b c

b e b e

c e c e

 
        

 
D D D， 

因为将它的每一行都提取公因数(-1)后，恰好都是它的转置行列式，由此根据性质

1可得，  D D，从而有 0D ． 
3．定理 1.3.1  n阶行列式 | |ij naD 的任意一行（列）的各元素与另一行（列）对应

元素的代数余子式的乘积之和等于零，即 

1 1 2 2 0i k i k in kna A a A a A    ( ),i k  

或                           1 1 2 2 0j s j s nj nsa A a A a A    ( ).j s  

【典型例题】 

【例 1-6】设行列式
22

11

ba

ba
=1，

22

11

ca

ca
=2，则

222

111

cba

cba




=（  ）． 

A．-3 B．-1 C．1 D．3 

解：选 D．利用性质 5， 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

1 2 3
a b c a b a c

a b c a b a c


    


. 

【例 1-7】设行列式 11 12

21 22

 

 
= 3，则行列式

11 12 11

21 22 21

2 5

2 5





  
  

=（  ）． 

A．-15 B．-6 C．6 D．15 

解：选 C．利用性质 6，将第 1列的 5 倍加到第 2列得 11 12

21 22

2

2

 
 

，再利用性质 2，

按第 2列提取公因数，得原行列式值为 6. 

【例 1-8】设行列式
1 2 5

1 3 2

2 5 a

 =0，则 a =____________． 

解：先利用性质 6将第 1行加到第 2行得

1 2 5

2 5 3

2 5 a

，再由性质 4得， 3a  . 
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【例 1-9】行列式

3 0 4 0

1 1 1 1

0 1 0 0

5 3 2 2




中第 4行各元素的代数余子式之和为_____________． 

解：因为 41 22 43 44A A A A   是该行列式的第 2行元素与第 4行元素对应的代数余子

式的乘积之和，所以由定理 1.3.1可知，结果为 0. 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设行列式 1 1

2 2

a b

a b
= 1， 1 1

2 2

1
a c

a c


 


，则行列式 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c




=（  ）． 

A． 1  B．0 C．1 D．2 

2．已知 2阶行列式 1 2

1 2

a a

b b
=m， 1 2

1 2

b b

c c
=n，则 1 2

1 1 2 2

b b

a c a c 
=（  ）． 

A．m-n B．n-m C．m+n D．-(m+n) 

3．设行列式 D1=
1 1

2 2

a b

a b
，D2=

1 1 1

2 2 2

2 3

2 3

a b a

a b a




，则 D2=（  ）． 

A．-D1 B．D1 C．2D1 D．3D1 

4．3阶行列式

0 0 1

0 1 0

1 0 0

的值为（  ）． 

A． 1  B．0 C．1 D．2 

5．已知
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=3，那么
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 2 2

2 2 2

a a a

a a a

a a a  
=（  ）． 

A．-24 B．-12 C．-6 D．12 

6．设行列式 4 0 3 1

1 1 1

x y z

 ，则行列式

2 2 2

4
0 1

3
1 1 1

x y z

（  ）． 

A．
2

3
 B．1 C．2 D．

8

3
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7．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

= 4，则行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 2 2

3 3 3

a a a

a a a

a a a

=（  ）． 

A．12 B．24 C．36 D．48 

8．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

= 2，则
11 12 13

31 32 33

21 31 22 32 23 33

3 3 3a a a

a a a

a a a a a a

  
  

=（  ）． 

A． 6  B． 3   C．3 D．6 

9．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=2，则
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 3

2 3

2 3

a a a

a a a

a a a

 
 
 

=（  ）． 

A．-12 B．-6 C．6 D．12 

10．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=1，则
11 12 11 13

21 22 21 23

31 32 31 33

3 4 2

3 4 2

3 4 2

a a a a

a a a a

a a a a







=（  ）． 

A．-8 B．-6 C．6 D．8 

11．设行列式 D=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=3，D1=
11 11 12 13

21 21 22 23

31 31 32 33

5 2

5 2

5 2

a a a a

a a a a

a a a a





，则 D1的值为（  ）． 

A．-15 B．-6 C．6 D．15 

二、填空题	

1．已知行列式

2 1

2 3 0 0

1 1 1

a




，则数 a =__________． 

2．设行列式

1 2 5

1 3 2

2 5 a

 =0，则数 a =____________． 

3．若

2 1 0

1 3 1 0,

2 1

k

k

 则 _____________． 

4．若 3阶行列式

1 6 8

0 2 0

0 2

k

k

 且 k  0，则参数 k=___________． 
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5．行列式

0 2 3

2 0 1

3 1 0


 


___________． 

6．若 0,i ia b i  1,2,3，则行列式

332313

322212

312111

bababa

bababa

bababa

=_____________． 

7．已知 3阶行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 3

2 4 6

3 6 9

a a a

a a a

a a a

=6，则
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=_______________． 

8．已知行列式
1 1 1

2 2 2

3 3 3

3
a b c

a b c

a b c

，则
1 1 1 1

2 2 1 2

3 3 1 3

2

2

2

a b c c

a b c c

a b c c


 


____________． 

9．设行列式

3 0 4

2 2 2

5 3 2

D 

，其第 3行各元素的代数余子式之和为______________． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．B   2．B   3．C   4．A   5．B   6．A   7．B   8．D   9．D   10．D   

11．C 

二、填空题	

1．3   2．3   3． 1    4．2   5．0   6．0   7．
1

6
   8．6   9．0 

考点 5  行列式的计算 

【考点内容】 

1．初等变换法 

利用行列式的性质 2、3、6将其化为三角行列式，其值就等于三角行列式主对角线

上的元素及其系数的乘积． 

（1）用于求解所有行或所有列的元素构成都相同的情况：是指按行考虑或按列考虑

两者有一种成立即可，并不是两者同时满足．如下面行列式，只能考虑后面三列加到第
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一列. 

（2）用于求解行（列）元素按逻辑关系排列的行列式：先用性质 6将行（列）元素

变小（能化为多小就化多小），若出现两行（列）元素成比例，则结果为 0；否则，再考

虑其他方法求解. 

2．性质 6和展开法的结合使用 

先选出含零最多且最简单的一行或列，利用性质 6将该行或列化为只有一个元素非

零，再按该行或列展开，行列式的阶数将降低一阶．反复运用，即可将任意 n阶的行列

式最终展开为一个二阶行列式，得出结果. 

在求解四阶及其以上的纯数字行列式时，建议使用该方法．遇到含字母和数字的行

列式时，只能用数字将字母化为 0．这样，既避免了出现分数，也考虑了字母为 0的情

况. 

在运用初等变换法求解所有行或所有列的元素构成都相同的情况时，若运用性质 6

不易化为三角行列式时，可考虑用性质 6和展开法结合使用的方法继续求解．具体求解

步骤如下： 

第 1步：先看所有行或所有列的元素构成是否要相同？若相同，用性质 6将后面的

三行（列）全部加到第一行（列）上，让第一行（列）的元素都一样；若不符合，直接

跳到第 3步； 

第 2步：按第一行（列）提取公因数；  

第 3步：选出含零最多且最简单的一行或列，利用性质 6将该行或列化为只有一个

元素非零； 

第 4步：按该行或列展开，行列式的阶数将为 3阶； 

第 5步：再选出含零最多且最简单的一行或列，利用性质 6将该行或列化为只有一

个元素非零； 

第 6步：按该行或列展开，行列式的阶数将为 2阶； 

第 7步：计算该 2阶行列式，得出结果. 

3．范德蒙德行列式 

二阶的： 2
1 2

1 1
V

x x
 或 1

2

1

1

x

x
，结果 2 2 1V x x  ； 

三阶的： 3 1 2 3
2 2 2
1 2 3

1 1 1

V x x x

x x x

 或

2
1 1

2
2 2

2
3 3

1

1

1

x x

x x

x x

，结果 3 2 1 3 1 3 2( )( )( )V x x x x x x    ； 

3 1 2 3 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 3 2
2 32 2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 1 3 1

1 1 1 1 1 1
1 1

0 ( )( ) ( )( )( ).

0

V x x x x x x x x x x x x x x x x x
x x

x x x x x x x

          
 
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四阶的： 1 2 3 4
4 2 2 2 2

1 2 3 4
3 3 3 3
1 2 3 4

1 1 1 1

x x x x
V

x x x x

x x x x

 或

2 3
1 1 1

2 3
2 2 2

2 3
3 3 3

2 3
4 4 4

1

1

1

1

x x x

x x x

x x x

x x x

，结果 

4 2 1 3 1 4 1 3 2 4 2 4 3
1 4

( )( )( )( )( )( ) ( )


        
≤ ≤

j i
i j

V x x x x x x x x x x x x x x ． 

注意：范德蒙德行列式的结果可作为公式记住，考试时可直接套用． 

【典型例题】 

【例 1-10】 

4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

x x

x x x x x
x x x

x x x x x

x x x x x

        
     

   
        
       

【例 1-11】 
2 3 4 5 2 3 4 5

3 4 5 6 1 1 1 1
0

4 5 6 7 1 1 1 1

5 6 7 8 1 1 1 1


 




②+① (-1)
③ ② (-1)
④+③ (-1)

. 

【例 1-12】 

2 1
( )

1 0 0 0 1 0
1 0

1 1 0 1 1 0
1 ( 1) 1 1 (1 )( 1) .

0 1 1 0 1 1
0 1

0 0 1 0 0 1

a

a ab a
ab a

b b
c ab cd ad

c c
d

d d







 
         

 


 

①+②  

【同步练习及参考答案】 

计算下列行列式 

1．

1 1 1

1 2 3

1 4 9
．   2．

1 1 1

2 4 6

4 16 36
． 3．

2 2 2

3 3 3  

a b c

a b c

a a b b c c
． 

4．

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

．   5．

5 3 3 3

3 5 3 3

3 3 5 3

3 3 3 5

． 6．

a b a b

a a b b

a b a b





． 
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7．

2 2

2 2

2 2

 
 

 

a b c a a

b b a c b

c c c a b

． 8．

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 
  
 
  

x

x

x

x

． 

9．

1 1 1 2

1 1 2 1

1 2 1 1

2 1 1 1

．  10．

1 0 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1






a

b

c

d

． 11．

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

5 6 7 8

． 

12．

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

 13．

1 1 1 2

1 1 4 1

2 4 6 1

1 2 4 2


  


 14．

1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

． 

15．

0 1 2 0

1 0 1 2

2 1 0 1

0 2 1 0

． 16．

1 1 1 4

1 1 3 1

1 2 1 1

1 1 1 1

． 17．

3 1 0 0

1 3 1 0

0 1 3 1

0 0 1 3

． 

18．

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4


 
  

． 19．

1 3 4 0

4 0 3 5

2 0 2 2

7 6 2 2






． 20．

3 5 1 2

4 5 3 3

1 2 0 1

2 0 3 4


 



． 

21．

2 1 1 1

1 3 1 1

1 1 4 1

1 1 1 5

． 22．

1 3 2 4

4 1 3 2

2 4 1 3

3 2 4 1

. 23．

1 2 3 4

1 0 1 2

3 1 1 0

1 2 0 5

 


． 

24．

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

．  25．

0 1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1






x

x

x

a a a a

. 

参考答案 

1．2  2．16    3． ( )( )( )  abc b a c a c b      4． 3      5．112 

6． 2 ( )ab a b        7． 3( ) a b c    8． 4x     9．5 

10． a b c d    11．0  12．0    13．57   14． 2       15．9  

16．6 17．55   18．192   19． 96  20．48 21．74 
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22． 80  23． 24  24．160 25． 3 2
3 2 1 0  a x a x a x a  

考点 6  克拉默法则 

【考点内容】 

1．定理 1.4.2 如果 n 个方程的 n 元线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,







n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    

的系数

行列式 | | 0ij nD a  ，则方程组必有唯一解： 

, 1, 2, ,j
j

D
x j n

D
   , 

其中          

11 1, 1 1 1, 1 1

1 , 1 , 1

1 , 1 , 1

, 1, 2, , ,

 

 

 

 

j j n

i i j i i j inj

n n j n n j nn

a a b a a

a a b a aD j n

a a b a a

 
    

  
    

 

 

是将系数行列式 D 中第 j 列元素 1 2, , ,j j nja a a 对应地换为方程组的常数项

1 2, , , nb b b 得到的行列式． 

注意：只适应求解系数行列式不为零的 n个方程 n个未知量的非齐次线性方程组（方

程个数与未知量个数相同的方程组），克拉默法则公式记住后，关键还是行列式的计算． 
2．n个方程 n个未知量的齐次线性方程组解的结论 

如果 n个方程的 n元线性方程组有非零解（至少有一个未知量的取值不是零的解），
则它的系数行列式 | | 0ij nD a  ． 

下面直接给出 n个方程 n个未知量的齐次线性方程组解的结论 

            

            
注意：这两个结论都是充分必要的，利用它们可以判定 n个方程 n个未知量的齐次

线性方程组解的情况；或根据解的情况，能确定出其系数行列式是否等于零． 

n个方程n个未知量的齐次

线性方程组只有零解 

它的系数行列式 
| | 0ij nD a   

n个方程n个未知量的齐次

线性方程组有非零解 

它的系数行列式 
| | 0ij nD a   
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【典型例题】 

【例 1-13】求解方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,

5 2 7 22,

2 5 4 4.

x x x

x x x

x x x

   
   
   

 

解：求解下列行列式 
1 1 2

5 2 7

2 5 4

D


 



1 0 0
7 17

5 7 17 63,
7 8

2 7 8


   




  

1

3 1 2

22 2 7

4 5 4

 
 


D

0 1 0
16 3

16 2 3 63,
11 6

11 5 6

    
 

  
 

2

1 3 2 1 0 0
37 17

5 22 7 5 37 17 126,
10 8

2 4 4 2 10 8

D

 
   

   

3

1 1 3 1 0 0
7 37

5 2 22 5 7 37 189.
7 10

2 5 4 2 7 10

D




     


 
 

由于方程组系数行列式 0D  ，根据克拉默法则，得方程组的唯一解： 

31 2
1 2 31, 2, 3.

DD D
x x x

D D D
     

 

【例 1-14】如果方程组
1 2 3

2 3

2 3

3 0

4 0

4 0

  
  
  

x kx x

x x

x kx

有非零解，则 k=______________． 

解：因为该齐次线性方程组的有非零解，所以其系数行列式为 0．即 
3 1

0 4 1 0

0 4

k

k


  ，由行列式的性质得， 1k   . 

【同步练习及参考答案】 

1．若方程组 1 2

1 2

0

0

 
  

x x

kx x
有非零解，则 k =______________． 
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2．设方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x

  
   
   





有非零解，且数 0 ，则  ______________． 

3．已知 3元齐次线性方程组













032

032

0

321

321

321

xxx

axxx

xxx

有非零解，则 a =_____________． 

4．若齐次线性方程组












0

0

0

333232131

323222121

313212111

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

有非零解，则其系数行列式的值为

____________． 

5．利用克拉默法则解线性方程组

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

3

3

3

x ax a x a

x bx b x b

x cx c x c

   


  
   

，其中 , ,a b c两两互不相同. 

参考答案 

1． 1       2． 2       3．2      4．0      5． 1 2 30, 3  x x x . 

 

 



 

第 2 章  矩    阵 

【考核要求】 

学习本章，要求掌握矩阵的各种运算及其运算法则；知道方阵可逆的充分必要条件；

会求可逆矩阵的逆矩阵；熟练掌握矩阵的初等变换，会用初等行变换法求解矩阵方程；

理解矩阵的秩定义，会求矩阵的秩． 

本章的重点：矩阵运算及其逆矩阵的求法，矩阵的初等变换，矩阵方程的求解． 

难点：逆矩阵的求法及矩阵的秩的概念． 

考点 1  矩阵的线性运算 

【考点内容】 

1．矩阵相等：对应量全部相等，即结果是一样的 

Amxn = Bkxl 

,

,

, 1, 2, , ; 1, 2, , .ij ij

m k

n l

a b i m j n

 
 
     

 

2．矩阵的加减法：对应位置元素相加减 
设 A= ( )ij m na  ，B = ( )ij m nb  ，则 A B  ( )ij ij m na b  . 

3．矩阵的数乘：每个元素都要与常数 k相乘 

A= ( )ij m na  ， k R ，则 kA

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n
ij m n

m m mn

ka ka ka

ka ka ka
ka

ka ka ka



 
 
  
 
 
 




   


. 

【典型例题】 

【例 2-1】已知
3 0 1 2

2 8 3 1

 
  
 

A ，
5 6 3 2

2 4 7 1

 
   

B ，且 A+2X = B，求 X. 

解：
2 6 4 0 1 3 2 01 1

( ) .
0 4 4 2 0 2 2 12 2

   
            

X B A  
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【同步练习及参考答案】 

1．若 A=
1 0

2 1 1

 
 
 

x
，B=

2 0 2

4 2 y

 
 
 

，且 2A=B，则（  ）． 

A．x =1，y =2 B．x =2，y =1 C．x =1，y =1 D．x =2，y =2 

2．下列等式中，正确的是（  ）． 

A．
2 0 0 1 0 0

2
0 4 1 0 2 1

   
   

   
 B．

1 2 3 3 6 9
3

4 5 6 4 5 6

   
   

   
 

C．
1 0

5 10
0 2

 
 

 
  D．

1 2 0 1 2 0

0 3 5 0 3 5

    
        

 

3．设向量 (1, 0,1), (3, 5,1)   ，则 2  =__________． 

4．设矩阵 A=

1 2 0

2 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，B=

1 0 0

0 2 1

0 1 3

 
 
 
 
 

，则 A+2B=_____________． 

5．设 1 (1, 2, 5)   ， 2 (4, 7, 2)   ，则 1 22 3    ____________． 

6．设向量 =(6,-2,0,4)， =(-3,1,5,7)，向量  满足 2 3    ，则  =_________． 

7．设矩阵 A=

1 2 0

2 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，则 A+2E =_____________． 

8．已知

3 1 0

1 2 1

3 4 2

 
   
 
 

A ，

1 0 2

1 1 1

2 1 1

 
   
 
 

B ，且满足 3A−2X = B，则 X =____________． 

参考答案 

1．A    2．D    3． (1, 5, 1)       4．

3 2 0

2 5 2

0 2 7

 
 
 
 
 

    5． (12, 25, 6)      

6． ( 21, 7, 15, 13)   7．

3 2 0

2 3 0

0 0 3

 
 
 
 
 

    8．

34 12
51 12

7 511
2 2 2

 
 
  
  
 
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考点 2  矩阵乘法与方阵的相关运算 

【考点内容】 

1．矩阵的乘法 

两个矩阵 A=(aij)和 B=( bij )可以相乘，当且仅当 A的列数与 B的行数相等．若 AB 

=C，则 C的行数= A的行数，C的列数= B的列数，且 C的第 i行第 j列元素等于矩阵

A的第 i行元素与矩阵 B的第 j列对应元素的乘积之和，即 
1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 3 4

a b c a d b e c f

d e f a d b e c f

1 2

3 4

            
                

 

2．行矩阵(行向量)与列矩阵(列向量)的乘积是一个数，列矩阵(列向量)与行矩阵(行

向量)的乘积是一个方阵： 

1 1 1 1 1 2 1

2 2 2 1 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

1

1 2

( , , , ) ( , , , )

n

n
n

n n n i i n
i

n n n n n n

b b b a b a b a

b b b a b a b a
a a a a b a b a b a b a a a

b b b a b a b a

，


     
     
         
     
     
     






  
     

  
3．矩阵的乘法不满足交换律 

在一般情形下，矩阵的乘法不满足交换律，即一般 AB≠BA，从而有运算律： 

(AB)C = A(BC)，(A+B)C = AC+BC，A(B+C) = AB+AC， 

所以，在进行矩阵乘法运算时要注意左边或右边矩阵的一致性．但单位矩阵和数量

矩阵可与任意一个同阶方阵的乘积可交换，有 
En A= AEn = A，(aEn)A= A(aEn) = aA. 

4．矩阵的乘法不满足消去律 

（1）当 AB = O，A≠O时，不能推出 B = O，例如，
0 1 1 0 0 0

.
0 0 0 0 0 0

    
    

    
 

（2）当 A2≠O时，不能推出 A = O，例如，
0 0 0 0 0 0

.
1 0 1 0 0 0

    
    

    
 

（3）当 AB = AC，A≠O时，不能推出 B = C，例如， 
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

.
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

       
        

       
 

（4）当 A2=B2 时，不能推出(A+B)(A−B)= O 和 A=±B. 例如，取 A =
1 0

1 1

 
  

，B 

=
1 1

0 1

 
 
 

，显然 A=±B，并可验证 A2 =E2，B2 =E2，但 
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(A+B)(A−B)= 
0 1 2 1 1 2

1 0 1 2 2 1

     
         

. 

5．A与 B可交换 

如果矩阵 A与 B满足 AB=BA，则称 A与 B可交换．此时，A与 B必为同阶方阵．例

如，设 
1 0

2 1

 
  
 

A ，
3 0

2 3

 
   

B ，则有
3 0 3 0

,
4 3 4 3

   
    
   

AB BA . 

由此，可得以下重要结论： 

（1）(A+B)2 = A2+ AB+BA+B2 = A2+2AB+B2 ⇔ AB=BA. 

（2）(A+B)(A−B)= A2− AB+BA−B2 = A2−B2 ⇔ AB=BA. 

（3）(AB)k = AkBk ⇔ AB=BA. 

6．矩阵转置的运算法则 

（1）(AT )T = A; 

（2）(A+B) T = AT +BT; 

（3）(kA) T = k AT，k为任意实数; 

（4）(AB) T = BTAT ，(A1A2⋯Ak) T = T T T
1 1 k kA A A . 

7．对称矩阵与反对称矩阵的判定 
利用矩阵转置的运算法则验证： 

若 AT = A⇔ A为对称矩阵，若 AT = −A⇔ A为反对称矩阵. 

8．方阵的行列式及运算性质 

设 A=

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




   


，则 A的行列式：|A| = det(A)= 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a




   


. 

设 A, B为 n阶方阵，k为常数，由方阵行列式的定义，可得 

（1）|En|= 1，|aEn|= an； 

（2）|AT|=|A| 

（3）|kA|= kn|A| 
（4）|AB|=|A||B|. (行列式乘法法则) 

9．方阵的多项式 

根据方阵的幂运算，及矩阵的加减法和数乘，可定义方阵的多项式运算．它是以多

项式的形式来表示方阵的一种方法．设 A为任意一个 n阶方阵，f (x)=amxm+ am-1x m-1+⋯

+a1x +a0，为任意给定的一个多项式，都可定义一个 n阶方阵 

f (A)= am A m+ am-1 A m-1+⋯+a1 A +a0En， 

称 f (A)为 A的方阵多项式． 
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注意：在方阵多项式中，末项必须是数量矩阵 a0En，而不是常数 a0，因为矩阵不

能和一个数相加减． 

【典型例题】 

【例 2-2】设矩阵 A= 






 311
102 ，B= 







753
240 ，则 ATB= __________． 

解：ATB=

2 1 3 3 3
0 4 2

0 1 3 5 7
3 5 7

1 3 9 11 19

     
                  

. 

【例 2-3】设 A，B均为三阶方阵， | | 4A ， | | 5B ，则 | 2 |AB ____________． 

解： 3| 2 | 2 | || | 8 4 5 160    AB A B . 

【例 2-4】设 A为任意 n阶矩阵，下列矩阵中为反对称矩阵的是（  ）． 

A．A＋AT B．A-AT  C．AAT  D．ATA 

解：选 B．因为 A: (A＋AT)T= AT＋A= A＋AT，为对称矩阵；B: (A-AT)T= 

AT-A=-(A-AT)，为反对称矩阵；C: (AAT)T= (AT)T AT = AAT，为对称矩阵；D: 

(ATA)T=AT(AT)T=ATA，为对称矩阵. 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设矩阵 A=
1

1

 
  

，B=(1, 1)，则 AB=（  ）． 

A．0  B．(1, -1) C．
1

1

 
  

 D．
1 1

1 1

 
   

 

2．已知矩阵 A= 






10
11 ，B= 







11
01 ，则 AB-BA=（  ）． 

A． 






 12
01   B． 







10
11  C． 







10
01  D． 







00
00  

3．设矩阵
1 1

0 1
A

 
  
 

，则 3A 等于（  ）． 

A．
1 0

3 1

 
 
 

  B．
1 0

3 1

 
  

 C．
1 3

0 1

 
 
 

 D．
1 2

0 1

 
 
 

 

4．设矩阵 A＝(1,2)，B＝ 







43

21
，C＝ 








654

321
，则下列矩阵运算中有意义的是
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（  ）． 

A．ACB  B．ABC  C．BAC  D．CBA 
5．设 A为 n阶方阵，令方阵 B = A+AT，则必有（  ）． 

A．BT = B  B．B = 2A C．BT = B  D．B=O 

6．设矩阵 A，B，C为同阶方阵，则(ABC)T=（  ）． 

A．ATBTCT  B．CTBTAT  C．CTATBT D．ATCTBT 

7．设 A、B为 n阶方阵，满足 A2=B2，则必有（  ）． 

A．A=B B．A= -B  C．|A|=|B| D．|A|2=|B|2 

8．设 A, B, C为同阶方阵，下面矩阵的运算中不成立．．．的是（  ）． 

A．(A+B) T=AT+BT  B．|AB|=|A||B|   

C．(AB) T=BTAT  D．A(B+C) =BA+CA 

9．若 A=
3 1 2

1 5 2

 
 
 

，B=

4 1

2 3

2 1

 
  
 
 

，C=
0 2 1

3 1 2

 
  

，则下列运算的结果为 3×2矩

阵的是（  ）． 

A．ABC  B．ACTBT C．CBA D．CTBTAT 
10．设 A，B，X，Y都是 n阶方阵，则下面等式正确的是（  ）． 

A．若 2 A O，则 A O  B． 2 2 2( )AB A B  

C．若 AX AY ，则 X Y   D．若 A X B  ，则 X B A   
11．设 A，B是任意的 n阶方阵，下列命题中正确的是（  ）． 

A． 2 2 2( ) 2   A B A AB B  B． 2 2( )( )   A B A B A B  

C． ( )( ) ( )( )    A E A E A E A E   D． 2 2 2( ) AB A B  

12．设 A，B均为方阵，则下列结论中正确的是（  ）． 
A．若 | | 0AB  ，则 A O或 B O  B．若 | | 0AB  ，则 | | 0A  或 | | 0B      

C．若 AB O，则 A O或 B O  D．若 0AB  ，则 | | 0A  或 | | 0B   

13．设 A、B为同阶方阵，则必有（  ）． 

A．| A+B |=| A |+| B |  B．AB = BA  

C．(AB )T = ATBT  D．| AB |= | BA | 
14．设 A，B均为 n阶矩阵， 2 2( )( )   A B A B A B 的充分必要条件是（  ）． 

A． A E   B． B O  C． A B  D． AB BA    

15．设 A，B为 n阶方阵，且
TA A  ，

TB B ，则下列命题正确的是（  ）． 
A． T( )A B A B     B． T( )AB AB    

C． 2A 是对称矩阵   D． 2B A 是对称矩阵 
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16．A=

0 0

1 0 1

0

a

b c

 
 
 
 
 

为反对称矩阵，则必有（  ）． 

A．a = b =1，c = 0  B．a = c =1，b = 0   

C．a = c = 0，b =1  D．b = c =1，a = 0 

17．设 A为任意 n阶矩阵，下列矩阵中为反对称矩阵的是（  ）． 

A．A＋AT B．A-AT  C．AAT  D．ATA 

18．设 A为 n阶对称矩阵，B为 n阶反对称矩阵，则下列矩阵中为反对称矩阵的是

（  ）． 

A．AB-BA  B．AB+BA C．AB  D．BA 

二、填空题	

1．设矩阵 A= 







2

1
，B= 








3

1
，则 ATB=____________． 

2．设 A=

3 2

0 1

1 4

 
 
 
 
 

，B=
1 0 2

0 1 0

 
 
 

，则 AB =___________． 

3．设 A= (3，1，0)，B=

















53
04
12
，则 AB=_________． 

4．设 A=（1，3，-1），B=（2，1），则 ATB=____________________． 

5．设
a a

a a

 
    

A ，
b b

b b

 
   

B ，则 AB ______________． 

6．设
1 2 1

3 1 0
A

 
  
 

，
1 2 0

1 0 1
B

 
  
 

，则 T A B ____________． 

7．设矩阵 A=
1 0 2

0 1 0

 
 
 

，B=
3 0 1

0 1 0

 
 
 

，则 ABT= ________． 

8．若矩阵
0

12 0

a 
 
 

为实反对称矩阵，则 a  ___________． 

9．设矩阵 A= 







11

21
，则行列式|AAT|=____________． 

10．已知 =（1，2，3），则| T |=___________． 
11．设 T( 1, 1, 2) A ， T(0, 2, 3)B ，则 T| |AB  ______________． 

12．设 A，B为同阶方阵，且 AB=O，则 A2B2=____________. 
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13．设矩阵 A= 







43

21
，则行列式|ATA|=____________． 

14．设 A为三阶方阵，且|A|=3，则|2A|=___________． 
15．设 A为 3阶矩阵，且|A|=2，则|2A|=__________． 
16．设 A为 3阶方阵，若|AT|=2，则|-3A|=_________． 

17．设 3阶方阵 A的行列式|A|=
2

1
，则|A3|=_____________． 

18．设 det (A)= 1 ，det (B) = 2，且 A，B为同阶方阵，则 det ((AB)3)=_____________． 

19．设 A= 1 2

1 0

 
  

，则 A2-2A+E=____________________． 

三、计算题	

1．已知矩阵 B=（2，1，3），C=（1，2，3），求（1）A=BTC； （2）A2． 

2．已知向量
1 1

(1, 2, ), (1, , )
2 3

k   ，且 3, T T  A ，求 

（1）数 k的值；         （2）A10. 

3．已知矩阵 A=

1 1 1

2 1 0

1 0 1

 
  
 
 

，B =

1 0 0

2 1 0

0 2 1

 
 
 
 
 

，求：（1）ATB；  （2）|ATB|． 

四、证明题	

1．设 A为 n阶对称矩阵，B为 n阶反对称矩阵． 

证明：（1）AB BA为对称矩阵；   （2）AB + BA为反对称矩阵． 
2．设 A是 3阶反对称矩阵，证明 0A  ． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．D 2．A 3．C 4．B 5．A 6．B 7．D 8．D 9．D 

10．D 11．C 12．B 13．D 14．D 15．C 16．B 17．B 18．B 

二、填空题	

1．7    2．

3 2 6

0 1 0

1 4 2

 
 
 
 
 

    3．(2, 3)     4．

2 1

6 3

2 1

 
 
 
   

    5． 2 2O      6．

4 2 3

3 4 1

1 2 0

 
 
 
 
 

     

7． 2E   8． 12     9．1    10．0    11．0    12．O    13．4    14．24    15．16     
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16． 54     17．
1

8
  18． 8     19．

2 2

1 1

  
  

 

三、计算题	

1．（1）

2 4 6

1 2 3

3 6 9

A

 
   
 
 

    （2） 2

2 4 6

13 1 2 3

3 6 9

A

 
   
 
 

     

2．（1） 3k         （2） 10 9

1 11 2 3
23 2 1 3

33 12

A

 
 
   
  
 

 

3．（1）

5 4 1

1 1 0

1 2 1

 
   
 
 

    （2） 2 . 

四、证明题	

1．证明：由 A为 n阶对称矩阵，B为 n阶反对称矩阵，则有
TA A ，

TB B  ，

从而 

（1）因为 T T T T T T T( ) ( ) ( ) ( )AB BA AB BA B A A B BA A B AB BA           ， 

    所以 AB BA为对称矩阵； 

（2）因为 T T T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB BA AB BA B A A B BA A B AB BA            ， 

    所以 AB + BA为反对称矩阵． 

2．证明：因为 TA A  ，即 TA A  ，所以 T 3 T| | | | ( 1) | | | |A A A A      ，故 0A ． 

考点 3  方阵的逆矩阵及相关运算 

【考点内容】 

1．方阵 A可逆的判定 

（1）利用逆矩阵的定义式来判定 
A, B均为 n阶矩阵，若 AB = En A− 1 = B，B− 1 = A.  

如果能根据所给的矩阵等式整理出两个方阵的乘积是单位矩阵，则其中一个方阵就

是另一方阵的逆矩阵．如下例： 
2 2 1 12 ( )( ) ( ) ( )且                A E O A E E A E A E E A E A E A E A E  
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（2）利用可逆矩阵的充要条件来判定 
| | 0 A A可逆 

只要一个方阵的行列式值不等，那么这个方阵就是可逆矩阵．这是判断一个方阵是

否可逆的较常用的一种方法，有时根据该知识点还可出证明题． 

2．可逆矩阵的基本性质 

设 A, B都是 n阶的可逆矩阵，常数 k ≠ 0，则由可逆矩阵的定义可得可逆矩阵具有

以下基本性质 

（1）A−1为可逆矩阵，且 (A−1)−1 = A;   

（2）AB为可逆矩阵，且 (AB)−1 = B−1 A−1 ;  

设 A1, A2, ⋯, Am是 m个同阶的可逆矩阵，则 A1A2⋯Am也可逆，且 
1 1 1 1 1

1 2 1 2 1( )    
 m m mA A A A A A A  

（3）kA 为可逆矩阵，且(kA)−1 =
1

k
A−1; 

（4）AT 为可逆矩阵，且(AT)−1 = (A−1)T ;  

（5）可逆矩阵可以从矩阵等式的同侧消去．即将 P为可逆矩阵时，有 PA=PB ⇔ A=B;  

AP=BP ⇔ A=B. 

（6）设 A为 n阶可逆矩阵．记 A0 = En，并定义 A−k = (A−1)k，其中 k是任意整数.  则

有 A k A l = Ak+l，(Ak)l = Akl .  这里 k和 l为任意整数. 

3．伴随矩阵 

设 A=(aij)nxn，由|A|的元素 aij的代数余子式 Aij，按列排成的一个 n阶矩阵，称为方

阵 A的伴随矩阵，即 

* A

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A

 
 
 
 
 
 




   


. 

二阶方阵的伴随矩阵公式：设 A=
a b

c d

 
 
 

，由伴随矩阵定义，可得
*A .

d b

c a

 
   

 

4．伴随矩阵法求可逆矩阵 

当|A| ≠ 0时，由 AA* = A*A = |A| En可推出伴随矩阵法求可逆矩阵的公式 

1 *1

|
 

|
A A

A
. 

5．对角矩阵的逆矩阵还是对角矩阵 
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设 a, b, c是三个不为 0的常数，则有 

1 1

1

1

aa

b b
c

c

  
   
            

 

. 

6．有关逆矩阵的方阵行列式计算 

由 AA* = A*A = |A| En可推出以下计算公式 

① 1 *1

|
 

|
A A

A
，② * 1 1

( )
|

 
|

A A
A
，③ * 1| | A A A ，④ * 1| | | |  nA A . 

由 A A− 1 = A− 1 A = En可推出计算公式  ⑤ 1 1 1
| | | |

| |
  A A

A
. 

说明：以上这 5个公式完全可以作为已知公式记住，在考试过程中可以直接利用． 

【典型例题】 

【例 2-5】设方阵 A满足 A3-2A+E=O，则(A2-2E)-1=____________． 

解：答案为−A. 因为 A3-2A+E= O  A3-2A= −E ( A2-2E) A= −E ( A2-2E) 

(−A)= E 

【例 2-6】设 A，B均为 n阶可逆矩阵，则必有（  ）． 

A．A+B可逆  B．AB可逆 C．A-B可逆 D．AB+BA可逆 
解：选 B. 因为 A，B 均为 n 阶可逆矩阵，所以 | | 0A 且 | | 0B . 只有 B 选项，

| | | || | 0 AB A B . 

【例 2-7】设 n阶可逆矩阵 A、B、C满足 ABC=E，则 B-1=（  ）． 

A．A-1C -1  B．C -1A-1 C．AC D．CA 

解：选 D. 因为 A、B、C均为 n阶可逆矩阵，所以有 B = A-1ABC C -1= A-1C -1，从

而 B-1= CA. 

【例 2-8】设矩阵 A=

1 0 0

1
0 0

2
1

0 0
3

 
 
 
 
 
 
  
 

，则 A
1
=（  ）． 

A．

0 0 1

0 2 0

3 0 0

 
 
 
 
 

 B．

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
 
 
 
 

 C．

3 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 D．

0 0 3

0 2 0

1 0 0

 
 
 
 
 

 

解：选 B. 由对角矩阵的逆矩阵公式即可得. 
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【例 2-9】已知 2阶矩阵 









dc

ba
A 的行列式 1A ，则 1*)(A （  ）． 

A． 










dc

ba
 B． 











ac

bd
  C． 











ac

bd
 D． 








dc

ba
 

解：选 A. 根据题目条件，由公式 * 1 1
( )

| |
 A A

A
即可得. 

【例 2-10】设 A为 3阶方阵，且 | | 2A ，则 1| 2 | A （  ）． 

A． 4  B． 1  C．1 D．4 

解：选 D. 因为 1| 2 | A 1 3 1 1
| 2 | 2 | | 8 4

| |
   A A

A
. 

【例 2-11】设 A为 3阶矩阵，|A|=
1

2
 ，则行列式 (2 ) 1A  ________． 

解：答案为
1

4
 . 因为

3

1 1 1
(2 )

| 2 | 2 | | 4
A

A A
    1 . 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设 n阶方阵 A、B、C满足 ABC = E，则必有（  ）． 

A．ACB =E B．CBA =E C．BCA =E D．BAC =E 

2．设矩阵 A =

1 2 0

1 2 0

0 0 3

 
 
 
 
 

，则
*A 中位于第 1行第 2列的元素是（  ）． 

A．-6 B．-3 C．3  D．6 

3．设 2阶矩阵 A＝
a b

c d

 
 
 

，则 A*＝（  ）． 

A． 










ac

bd
 B． 











ab

cd
 C． 











ac

bd
 D． 











ab

cd
 

4．矩阵
3 3

1 0

 
  

的逆矩阵是（  ）． 

A． 






 
33

10
  B． 







 
31

30
 C．

0 1

1 13

 
 
 
 

 D．
11 3

1 0

 
 
  

 

5．矩阵 A=
1 1

1 1

  
 
 

的伴随矩阵 A* =（  ）． 
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A． 










11

11

  
B． 







 
11

11
  C． 











11

11

 
D． 








 11

11
 

6．设矩阵 A=
1 2

4 3

 
 
 

，则矩阵 A的伴随矩阵 A*=（  ）． 

A．
3 2

4 1

 
 
 

  B．
3 2

4 1

 
  

  C．
3 4

2 1

 
 
 

  D．
3 4

2 1

 
  

 

7．设 n阶矩阵 A、 B、C 满足 EABC  ，则 1C （  ）． 

A． AB  B． BA   C． 11  BA  D． 11  AB  

8．A , B , C均为 n阶方阵，AB=BA，AC=CA，则 ABC=（  ）． 

A．ACB B．CAB C．CBA  D．BCA 

9．设 A是 n阶矩阵，O是 n阶零矩阵，且 A2E= O，则必有（  ）． 

A．A = E  B．A =E C．
1A A  D．| A | = 1 

10．设 3阶矩阵 *

1 0 0

2 2 0

3 3 3

 
   
 
 

A ， *A 为 A的伴随矩阵，则 * A A （  ）． 

A．E B．2E C．6E D． 6 E 

11．设 A、B为同阶方阵，下列等式中恒正确的是（  ）． 

A．AB=BA   B．   1 1 1A B A B
       

C． A B A B     D．  T T TA B A B    

12．设 A，B为同阶可逆方阵，则下列等式中错误．．的是（  ）． 

A．|AB|=|A| |B|   B．(AB)-1=B-1A-1  

C．(A+B)-1=A-1+B-1  D．(AB)T=BTAT 

13．设 A为 2阶可逆矩阵，且已知 1(2 )A  =
1 2

3 4

 
 
 

，则 A=（  ）． 

A．2 







43

21
   B． 








43

21

2

1
  

C．2
1

43

21










  D．

1

43

21

2

1










 

14．设 A= 







43

21
，则 A =（  ）． 

A．-4 B．-2 C．2  D．4 

15．若矩阵 A可逆，则下列等式成立的是（  ）． 
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A．A= *
1

A
A

   B． 0A   

C． 2112 )()(   AA   D． 11 3)3(   AA  

16．设矩阵 A的伴随矩阵 A* =
1 2

3 4

 
 
 

，则 A-1=（  ）． 

A．
4 31

2 12

 
   

   B．
1 21

3 42

 
   

  

C．
1 21

3 42

 
  

 
  D．

4 21

3 12

 
  

 
 

17．已知 A2+A-E=O，则矩阵 A-1=（  ）． 

A．A-E  B．-A-E C．A+E D．-A+E 

18．设 A，B均为 n阶可逆阵，则下列等式成立的是（  ）． 
A． 1 1 1( )AB A B      B． 1 1 1( )A B A B         

C． 1 1
| ( ) |

| |
AB

AB
     D． 1 1 1| ( ) | | | | |A B A B        

19．设 A为 n阶方阵，为实数，则 | |A =（  ）． 

A．  |A|  B．| ||A| C． n|A| D．|  |n|A| 
20．设 A为 3阶方阵，且已知|-2A|=2，则|A|=（  ）． 

A．-1  B．-
4

1
 C．

4

1
 D．1 

21．设 A是 3阶方阵，且|A|=
1

2
 ，则| 1A |=（  ）． 

A． 2  B．
1

2
  C．

2

1
  D．2 

22．设 A为三阶方阵，且 2 A ，则 T3 A A （  ）． 

A．-108  B．-12 C．12 D．108 

23．设 A为四阶矩阵，且 2A  ，则 *A （  ）． 

A．2 B．4  C．8 D．12 
24．设 A为 n阶方阵，n≥2，则 5 A =（  ）． 

A． ( 5) n A  B．-5 A   C．5 A  D．5n A  

25．设 A为三阶矩阵，且|A|=2，则|(A*)
1
|=（  ）． 

A．
4

1
  B．1  C．2 D．4 

26．设 A为 3阶方阵，且  ||
3

1

3

1
AA 则， （  ）． 
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A．-9 B．-3 C．-1 D．9 

二、填空题	

1．已知 A=
1 2

2 3

 
 
 

，则|A|中第一行第二列元素的代数余子式为______________． 

2．设矩阵 A
0 1

2 0

 
  
 

，则 A*= ________． 

3．设 A=
2 1

3 5

 
 
 

，则 A*=             . 

4．矩阵

3 1

2 2

1 3

2 2

 
 

 
 
 
 

Q 的逆矩阵是______________． 

5．设 2阶可逆矩阵 A的逆矩阵 A-1=
1 2

3 4

 
 
 

，则矩阵 A=_______________． 

6．设 3阶矩阵 A=

1 0 0

2 2 0

3 3 3

 
 
 
 
 

，则 A*A=_____________． 

7．设 A=

1 2 0

0 3 0

0 0 2

 
 
 
 
 

，则 A*=___________． 

8．设 A=

1 2 0

2 0 0

0 1 3

 
 
 
 
 

，则 A*=_____________． 

9．设方阵 A满足 Ak =E，这里 k为正整数，则矩阵 A的逆 1A =______________． 

10．若 A为 n阶方阵， | | 3A ，且 *A 为 A的伴随矩阵，则 *AA  ___________． 

11．设 A满足 3E+A-A2=O，则 A-1=___________． 

12．已知 A2-2A-8E=O，则(A+E) -1=_____________． 

13．设 A为 n阶可逆矩阵，且|A|=
n

1
 ，则|A-1|=_______________． 

14．设 A为 3阶方阵，且| A |=3， 则| 3A-1 |=______________． 

15．设 A, B都是 3阶矩阵，且|A|=2，B=-2E，则|A-1B|=______________． 

16．若 A为 3阶矩阵，且| A | =
1

9
，则 1| (3 ) |A _________． 

17．设 A、B均为三阶可逆方阵，且|A|=2，则 1 2| 2 | B A B = ____________． 
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18．A是 3阶矩阵，若 *| | 4A ，且 | | 0A ，则 | |A ____________． 

三、计算题	

1．设 2阶矩阵 A的行列式
1

| |
2

A ，求行列式 1 *| (2 ) 2 | A A 的值. 

2．设 A=

1 0 1

2 1 0

3 2 5

 
 
 
   

，求 1A ． 

3．设 A=

3 2 1

1 1 1

1 0 1

 
 
 
 
 

，求 A
1
． 

4．设 A=

2 3 1

4 5 2

5 7 3

 
  
  

，判断 A是否可逆，若可逆，求其逆矩阵 A-1． 

四、证明题	

1．设 A是 n阶方阵，且(A+E) 2=O，证明 A可逆． 
2．设 A，B均为 n阶矩阵，且 A= B+E，B2=B，证明 A可逆. 
3．设 A，B均为 n阶(n≥2)可逆矩阵，证明(AB)*=B*A*． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C 2．A 3．A 4．C 5．D 6．B 7．A 8．D 9．C 

10．C 11．D 12．C 13．D 14．B 15．C 16．C 17．C 18．C 

19．C 20．B 21．A 22．D 23．C 24．A 25．A 26．A 

二、填空题	

1． 2     2．
0 1

2 0

 
  

    3．
5 1

3 2

 
  

    4．
3 1

2 2

31
2 2

 
 
 
  

     5．
2 1

3 12

 
 
  

     

6． 36E     7．

6 4 0

0 2 0

0 0 3

 
 
 
 
 

    8．

0 6 0

6 3 0

2 1 4

 
  
   

    9． 1kA      10． 3 nE      

11．
1

( )
3

A E     12．
1

( 3 )
5

A E     13． n     14．9    15． 4     16．
1

3
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17． 32     18． 2    

三、计算题	

1．
9

2
   2．

5 2 1
1

10 2 2
2

7 2 1

  
  
  

   3．

1 2 1
1

0 2 2
2

1 2 1

 
  
     

4．A可逆， 1

1 2 1

2 1 0

3 1 2



  
   
   

A  

四、证明题	

1．证明：由于 2 2( ) 2A E A A E     0，于是 2( 2 )A A E    ( 2 )A A E E    

 [ ( 2 )]A A E E    | | 0A  ，所以 A可逆． 

2．证明 2 2 20 2 2 ( )( 2 ) 2B B B B B B E E B E B E E                 
( 2 ) 2A B E E   ，从而有 | || ( 2 ) | | 2 | ( 2) 0nA B E E      ，得 | | 0A  ，故 A可逆． 

3．证明：由于 A，B均为 n阶可逆矩阵，则 AB也为 n阶可逆矩阵，且 

1 *1

| |
 A A

A
， 1 *1

| |
 B B

B
， 1 *1

( ) ( )
| |

 AB AB
AB

， 

所以 * 1 1 1 1 1 * *( ) | | ( ) | | | | (| | )(| | )AB AB AB A B B A B B A A B A        ． 

考点 4  分块矩阵 

【考点内容】 

1．分块对角矩阵（准对角矩阵） 

形如

1

2

r

A

A

A

 
 
 
 
 
 


的分块矩阵称为分块对角矩阵或准对角矩阵，其中

1 2, , , rA A A 均为方阵. 

2．准对角矩阵的逆矩阵 

若 1 2, , , rA A A 都是可逆矩阵，则分块对角矩阵

1

2

r

A

A

A

 
 
 
 
 
 


可逆，并且 
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1 1
1 1

1
2 2

1
r r

A A

A A

A A

 





  
  
      
       

 
. 

3．分块三角矩阵的行列式 

11 12 1 11 11

22 2 21 22 22
11 22

1 2

| | | | | |   



     



⋯

r

r
rr

rr r r rr rr

A A A A A

A A A A A
A A A

A A A A A

. 

准上三角矩阵、准下三角矩阵和准对角矩阵的行列式值都等于它们的主对角线上各

子块的行列式值的乘积. 

4．
1 1

1

 



  
   

   

O B O C

C O B O
 

【典型例题】 

【例 2-12】设
1 2 0

0 1 0

0 0 2

A

 
   
 
 

，则 1 A ____________， | |A  ____________. 

解：因为

1
1 2 1 2

0 1 0 1

    
   

   
， 1 1

(2)
2

  ，所以 1

1 2 0

0 1 0

10 0 2

A

  
 
 
 
 

；
1 2

| | 2 2
0 1

  A . 

【同步练习及参考答案】 

1．设矩阵 A，B均为可逆方阵，则以下结论正确的是（  ）． 

A．
 
 
 

A

B
可逆，且其逆为

-1

-1

A

B

 
 
 

  

B．
 
 
 

A

B
不可逆 

C．
 
 
 

A

B
可逆，且其逆为

-1

-1

B

A

 
 
 

  

D．
 
 
 

A

B
可逆，且其逆为

-1

-1

A

B

 
 
 
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2．设 A、B均为 n阶可逆矩阵，且 C =
 
 
 

O B

A O
，则 1C  是（  ）． 

A．
1

1

B O

O A





 
 
 

 B．
1

1

O B

A O





 
 
 

 C．
1

1

O A

B O





 
 
 

  D．
1

1

A O

O B





 
 
 

 

3．设 A =

2 0 0

0 1 0

0 2 2

 
 
 
 
 

，则 1A = ___________． 

4．设 3阶矩阵 A=

0 1 3

0 2 5

2 0 0

 
 
 
 
 

，则 T 1( )A   _____________． 

5．设 A=

5 2 0 0

2 1 0 0

0 0 2 1

0 0 1 1

 
 
 
 
 
 

，则 1A =____________． 

参考答案 

1．D   2．C   3．

1 0 02
0 1 0

10 1 2

 
 
 
 
  

   4．

0 5 2

0 3 1

1 0 02

  
 
 
 
 

   5．

1 2 0 0

2 5 0 0

0 0 1 1

0 0 1 2

 
  
 
 

 

 

考点 5  矩阵的初等变换与初等方阵 

【考点内容】 

1．初等变换 

对一个矩阵 A施行以下三种类型的变换，称为矩阵的初等行（列）变换，统称为矩

阵的初等变换： 

（1）交换 A的某两行（列）； 

（2）用一个非零数 k乘 A的某一行（列）； 

（3）把 A中某一行（列）的 k倍加到另一行（列）上． 

注意：矩阵的初等变换与行列式计算有本质区别，行列式计算是求值过程，前后用

等号连接，而对矩阵施行初等变换则是变换过程，一般变换前后的两个矩阵是不相等的，

故用“”连接前后矩阵． 
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初等变换是矩阵理论中一个常用的运算，而且最常见的是利用矩阵的初等行变换把

矩阵化成阶梯形矩阵，进一步化为简化行阶梯形矩阵（行最简形矩阵）． 

2．初等方阵 

由单位方阵 E经过一次初等变换得到的矩阵称为初等方阵．由于初等变换有三种类
型，相应的有三种类型的初等方阵，依次记为 Pij，D ( )i k 和 Tij(k)．容易证明，初等方阵

都是可逆矩阵，且它们的逆矩阵还是同一类的初等方阵： 

P 1 ij Pij，D 1( ) i k D 1( )
i k ，Tij

1( ) k Tij ( )k ． 

3．初等变换与初等方阵的关系 

设 A为任一个矩阵，当在 A的左边乘一个初等方阵的乘积相当于对 A作同类型的

初等行变换；在 A的右边乘一个初等方阵的乘积相当于对 A作同类型的初等列变换． 

定理 2.5.1  Pij左（右）乘 A就是互换 A的第 i行（列）和第 j行（列）； 
D ( )i k 左（右）乘 A就是用非零数 k乘 A的第 i行（列）； 

Tij(k)左乘 A就是把 A中的第 j行的 k倍加到第 i行上； 

Tij(k)右乘 A就是把 A中的第 i列的 k倍加到第 j列上； 

4．矩阵的等价标准形 

定理 2.5.1  任意一个 m n矩阵 A，一定可以经过有限次初等行变换和初等列变换

化成如下形式的 m n矩阵： 

rE O

O O

 
 
 

， 

这是一个分块矩阵，其中 rE 为 r阶单位矩阵，而其余子块都零块矩阵. 称 rE O

O O

 
 
 

为 A的等价标准形.  

5．矩阵方程 

（1）初等行变换法：主要用于三阶方阵，且所含元素中零元素较少的方程 

首先将所给的方程通过提公因式、合并等运算过程化为 AX=B，XA=B 的形式，之

后再用初等行变换法求解.  

求解矩阵方程 AX=B的思路： 

第 1步：构造大的矩阵(A，B)，就是左边矩阵为 A，右边是矩阵为 B； 

第 2 步：对矩阵(A，B)施行初等行变换，当左边的 A 化为单位矩阵 E 时，右边的

矩阵 B就化为所求的未知矩阵 X了，要清楚矩阵变换中间用的是箭头连接. 

左边的 A化为单位矩阵 E的步骤如下（以 3阶为例）： 

① 用变换１，2将元素 a11化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a11的整

数倍即可，最后再化为１）； 

② 再用变换 3将 a11下方的元素化为０； 

③ 用变换１，2将元素 a22化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a22的整
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数倍即可，最后再化为１）； 

④ 再用变换 3将 a22下方的元素化为０； 

⑤ 用变换 2将元素 a33化为 1 (没必要一定化为 1，只要上方的元素是 a33的整数倍

即可，最后再化为１），这时将左边的 A化为了上三角矩阵； 

⑥ 再用变换 3将 a33上方的元素化为０； 

⑦ 再用变换 3将 a22上方的元素化为０； 

⑧ 最后若 A 主对角线上的元素有不为 1 的，再用变换 2 将其化为 1，这时就将左

边的 A化为了单位矩阵 E了． 

注意：求可逆矩阵的逆矩阵也属矩阵方程的求解，因为就是求矩阵方程 AX=E，其

中 X= A-1 

若求解 XA=B方程时，先将两边同时转置，化为 AT XT =BT，再按方程 AX=B的思

路求解，所得的结果是 XT，要再转置回来 X= (XT )T. 

（2）逆矩阵法：主要用于二阶方阵或含对角矩阵、初等矩阵的方程，即先求出逆矩

阵，再用乘法将方程化为 AX=B，XA=B 的形式，之后再用初等行变换法求得结果．注

意矩阵乘法不满足交换律，方程 AX=B，XA=B，AXB=C分别对应为 X=A-1B，X=BA-1，

X=A-1CB-1. 

（3）整理后同侧消去：这种情况未知矩阵所满足的方程多数比较复杂，但只要通过

整理能将两边同侧同时出现的可逆矩阵消去，结果很简单，基本不需要施行初等变换．需

要知道下列公式： 

                    A2 -E = A2 -E2 = (A -E )(A +E )， 

                    A3 -E = A3 -E3 = (A -E )( A2 +A +E )， 

                    A2 -2A+E = A2 -2AE+E2 = (A -E ) 2， 

                    A2 +2A+E = A2 +2AE+E2 = (A +E ) 2， 

                    A3 +E = A3 +E3 = (A +E )( A2 -A +E ). 

【典型例题】 

【例 2-13】下列矩阵中不是．．初等矩阵的为（  ）． 

A．
















101

010

001

 B．
















 101

010

001

 C．
















100

020

001

  D．
















101

011

001

 

解：答案 D．初等矩阵的定义：单位矩阵经过一次初等变换得到的矩阵．选项 D需

要经过两次初等变换. 

【例 2-14】设矩阵 A= 11 12

21 22

a a

a a

 
 
 

，B= 21 11 22 12

11 12

a a a a

a a

  
 
 

，P1=
0 1

1 0

 
 
 

，P2=
1 0

1 1

 
 
 

，
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则必有 （  ）． 

A．P1P2A=B B．P2P1A=B C．AP1P2=B D．AP2P1=B 

解：答案 A．由 A到 B相当于 A先将第一行加到第二行再互换两行得到 B. 即用初

等方阵左乘 A. 

【例 2-15】设矩阵 A=
4 3

2 1

 
 
 

，P =
0 1

1 0

 
 
 

，则 PAP 2_________． 

解：答案为
2 1
4 3
 
 
 

. 初等方阵左乘 A相当于对 A做行变换，右乘 A相当于对 A做

列变换．PAP 2相当于对 A互换两行再两次互换两列. 

【例 2-16】已知矩阵 A=

3 2

2

1

1 0

1 0 0

1 0 0 0

a a a

a a

a

 
 
 
 
  
 

，求 1A .  

解：

3 2

2

2

3 2

1 0 0 0 0 0 0 11 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 01 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 01 0 0 0 0 1 0

1 1 0 0 01 0 0 0 0 0 0 1

a a a

aa a

a aa

a a a

   
   
      
       

 

  2

2 3 2

1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0

a a

a a a

a a a a a

   
        
    
   

    

 

  

1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0

a

a

a

 
  
 
 

 

，从而 1

0 0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

a
A

a

a



 
  
 
 

 

. 

【例 2-17】解矩阵方程
1 1 1 0 1 1 1

0 2 2 1 0 1 1

1 1 0 4 3 2 1

      
           
          

X ． 

解：原方程组可化为

1 1 1 1 1 0 1 1 2

0 2 2 1 1 1 0 0 1

1 1 0 2 1 4 3 2 2

X

         
                
                

，用初等行变换法

求 X， 

由
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1 1 1 1 21 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
10 2 2 0 1 0 2 2 0 1 0 2 2 0 1 0 1 1 0 2

1 1 0 2 2 0 2 1 3 0 0 0 3 3 1 10 0 1 1 3

              
                                    

 

5 111 1 0 0 1 0 0 13 6
1 10 1 0 1 0 1 0 16 6
1 10 0 1 1 0 0 1 13 3

    
   
       
          

，故

111 6 6 11
111 6 16 6

6 211 3

X

     
             

 

【例 2-18】设 A=

1 3 0

2 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

，矩阵 X满足关系式 A + X = XA，求 X． 

解：由于 | | 0 A E ，因此 A E 可逆．且有 2AX X A E   ，即 2( )  A E X A E， 

故 1 2 1

2 0 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0 3 0

1 6 2

 

 
            
 
 

X A E A E A E A E A E A E . 

【例 2-19】设 A=

1 2 3

2 2 1

3 4 3

 
 
 
 
 

，B=
2 1

5 3

 
 
 

，C =

1 3

2 0

3 1

 
 
 
 
 

，且满足 A*B=C，求矩阵 X． 

解：因为 | | 1B  ，所以 B可逆，且有 1 3 1

5 2| |

B
B B

B


   
     

．故由 A*B=C得， 

1

1 3 12 5
3 1

2 0 6 2
5 2

3 1 4 1

AX CB

   
                  

．用初等行变换法求 X，由 

1 2 3 12 5 1 2 3 12 5 1 2 3 12 5

( , ) 2 2 1 6 2 0 2 5 30 12 0 2 5 30 12

3 4 3 4 1 0 2 6 40 16 0 0 1 10 4

       
                   
               

A D  

1 2 0 18 7 1 0 0 2 1

0 2 0 20 8 0 1 0 10 4

0 0 1 10 4 0 0 1 10 4

    
          
       

，所以

2 1

10 4

10 4

 
   
  

X ． 

【例 2-20】设 A=

1 0 1

0 2 0

1 6 1

 
 
 
 
 

，而 X满足 AX +E = A2 +X，求 X． 

解：由 2  AB A B E 得， 2( )  A E B A E，又因

1 1 5

| | 0 3 2 74

4 3 0

    


A E ，则
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A E可逆， 

从而

















 

234

250

513

))(()( 1 EAEAEAEAB . 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1.下列矩阵中，不是初等方阵的是（  ）． 

A.

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

  B．

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 C．

1 0 0

0 0 0

0 1 0

 
 
 
 
 

 D．

1 0 0

0 1 2

0 0 1

 
  
 
 

 

2．下列矩阵中，是初等矩阵的为（  ）． 

A．

1 1 1

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 B．

2 0 0

0 2 0

0 0 2

 
 
 
 
 

 C．

1 0 8

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

  D．

1 0 8

0 1 8

0 0 1

 
 
 
 
 

 

3．下列矩阵中不是．．初等矩阵的是（  ）． 

A．

1 0 1

0 1 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 B．

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

 C．

1 0 0

0 3 0

0 0 1

 
 
 
 
 

  D．

1 0 0

0 1 0

2 0 1

 
 
 
 
 

 

4．下列矩阵中，是初等矩阵的为（  ）． 

A． 







00

01
 B．

0 1 1

1 0 1

0 0 1

 
  
 
 

 C．

1 0 0

0 1 0

1 0 1

 
 
 
 
 

  D．

0 1 0

0 0 3

1 0 0

 
 
 
 
 

 

5．设 A是 2阶可逆矩阵，则下列矩阵中与 A等价的矩阵是（  ）． 

A． 






00
00  B． 







00
01  C． 







00
11  D． 







10
11  

6．设 3阶方阵 A的秩为 2，则与 A等价的矩阵为（  ）． 

A．

1 1 1

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

  B．

1 1 1

0 1 1

0 0 0

 
 
 
 
 

  C．

1 1 1

2 2 2

0 0 0

 
 
 
 
 

 D．

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 
 
 
 
 

 

7．已知 A是 3阶可逆矩阵，则下列矩阵中与 A等价的是（  ）． 
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A.

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

  B．

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 C．

1 0 0

0 0 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 D．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 

8．设矩阵 A，B，C，X为同阶方阵，且 A，B可逆，A*B=C，则矩阵 X=（  ）． 

A．A-1CB-1 B．CA-1B-1 C．B-1A-1C D．CB-1A-1 
9．设矩阵 A，X为同阶方阵，且 A可逆，若 ( ) A X E E，则矩阵 X =（  ）． 

A． 1E A   B． E A  C． E A   D． 1E A  

10．设 A为 3阶矩阵，将 A的第 3行乘以
1

2
 得到单位矩阵 E，则 | |A （  ）． 

A． 2  B．
1

2
   C．

1

2
 D．2 

11．已知 A=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

，B =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

3

3

3

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

，P =

1 0 0

0 3 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，Q =

1 0 0

3 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，则

B=（  ）． 

A．PA  B．AP  C．QA  D．AQ 
12．设 A为 n阶方阵，将 A的第 1列与第 2列交换得到方阵 B，若 A B ，则必

有（  ）． 
A． 0A  B． 0 A B  C． 0A  D． 0 A B  

13．设 A为 3阶矩阵，P =

1 0 0

2 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，则用 P左乘 A，相当于将 A （  ）． 

A．第 1行的 2倍加到第 2行 B．第 1列的 2倍加到第 2列 

C．第 2行的 2倍加到第 1行 D．第 2列的 2倍加到第 1列 

二、填空题	

1．设矩阵 A= 







43

21
，P = 








10

11
，则 AP T=____________． 

2．设矩阵 A=
1 3

2 4

 
  

，P=
1 1

0 1

 
 
 

，则 AP 3=______________． 

3．设 A 为 2 阶矩阵，将 A 的第 1 行加到第 2 行得到 B，若 B=
1 2

3 4

 
 
 

，则

A=__________． 

4．设 A为 2阶矩阵，将 A的第 2列的（-2）倍加到第 1列得到矩阵 B，若 B=
1 2

3 4

 
 
 

，
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则 A=________． 

5．设矩阵 B
1 2

3 4

 
  
 

，P
1 0

0 2

 
  
 

，若矩阵 A满足 PA=B，则 A=___________． 

6．已知 A=
1 0

2 1

 
 
 

，B=
1 1 1

1 1 2

 
 
 

，若矩阵 X满足 AX =B，则 X=___________. 

7．已知矩阵方程 BXA  ，其中 






 











01

11
,

12

01
BA ，则 X ___________． 

8．矩阵

1 1 0

2 2 0

0 0 3

A

 
   
 
 

的等价标准形为___________． 

三、计算题	

1．求 3阶方阵

1 0 1

0 1 2

1 0 3

A

 
   
 
 

的逆矩阵． 

2．已知矩阵 A=

1 2 3

0 1 2

0 0 1

 
 
 
 
 

，B=

1 4

2 5

1 3

 
 
 
  

．（1）求 A-1；（2）解矩阵方程 AX=B． 

3．已知矩阵 A=

















210

011

101

，B=
















410

011

103

，（1）求 A的逆矩阵 A -1；（2）解矩阵

方程 AX = B． 

4．设矩阵 A= 







35

12
，B= 








02

31
，求矩阵方程 XA=B的解 X． 

5．已知 A=
2 5

1 3

 
 
 

，B=
1 2

4 3

 
  

，C=
2 1

5 2

 
  

，X满足 AX+B=C，求 X． 

6．已知 A=
1 4

1 2

 
  

，B=
2 0

1 1

 
  

，C=
3 1

0 1

 
  

，矩阵 X满足 AXB=C，求解 X． 

7．已知矩阵 A
1 1

1 0

 
   

，B=
1 1

0 2

 
 
 

，矩阵 X满足 AX+B=X，求 X． 

8．设矩阵 










21

12
A ， E为 2阶单位矩阵，矩阵 B满足 EBBA  ，求| B |． 

9．已知 A=
2 3 3 1 0 1 1 1 2 0

, , ,
1 0 2 1 1 2 0 1 0 1

B C D
         

                
，矩阵 X 满足方程

AX+BX=D-C，求 X． 
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10．已知矩阵 A=

1 2 3

2 3 1

3 4 0

 
 
 
 
 

，B=
1 0 1

2 0 0

 
 
 

，求矩阵 X，使得 XA=B. 

11．已知

1 1 1
2 1 1

0 2 2
4 0 1

0 1 0

X

 
          

，求矩阵 X． 

12．设矩阵 A=

1 1 2

2 2 3

4 3 3

 
 
 
 
 

，B=

1 0 0

2 1 1

1 2 2

 
 
 
  

，矩阵 X满足 XA=B，求 X. 

13．设矩阵 A=

1 1 1

1 1 0

0 1 1

 
 
 
 
 

，且矩阵 X满足 AX +E=A3+X，求 X. 

14．设矩阵 A=

0 1 0

1 1 1

1 0 1

 
  
   

，B=

1 1

2 0

5 3

 
 
 
  

，矩阵 X满足 X= AX+B，求 X. 

15．设 A=

4 3 1

1 20 4

1 18 4

 
  
 
 

，B=

1 0 0

0 2 1

0 5 3

 
 
 
 
 

，C=

1 4 3

2 0 1

1 2 0

 
  
 
 

，若矩阵 X满足

(A-3X)B=C，求 X. 

16．设矩阵 A=

1 0 0

2 1 0

2 2 2

 
 
 
  

，B=

1 1 2

0 2 2

0 4 6

 
 
 
 
 

，求满足方程 AX = BT的矩阵 X． 

17．设 A=

2 1 5

0 4 2

4 3 1

 
  
  

，B是三阶方阵，且满足 AB-A2=B-E，求 B． 

18．设矩阵 A=

2

3

5

 
 
 
 
 

，且矩阵 B满足 1 1 14ABA A BA    ，求矩阵 B． 

19．求解矩阵方程

1 3 1

2 5 1

0 0 1

 
 
 
 
 

X=

1 4

2 5

1 3

 
 
 
  

． 

20．设矩阵 A=

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，

1 2 0

2 1 0

0 0 0

  
   
 
 

B ，求满足矩阵方程 XA-B=2E的矩阵 X． 
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21．设矩阵 X满足方程

2 0 0

0 1 0

0 0 2

 
  
 
 

X

1   0   0

0   0   1

0   1   0

 
 
 
 
 

=

1   4     3

2     0   1

1   2     0

 
  
  

，求 X． 

22．设 A=

1 1 0

0 1 1

10 0 2

 
 
 
 
 
 

，B=














01
10
21
，又 AX=B，求矩阵 X． 

23．设 A=

1 1 0

0 0 2

0 0 2

 
 
 
 
 

，B=

1 1 0

0 2 2

0 0 3

 
 
 
 
 

，且 A、B、X满足(E-B 1 A) T TB X E ，求 X，

X
1
． 

24．设 2阶矩阵 A可逆，且 A-1= 1 2

1 2

a a

b b

 
 
 

，对于矩阵 P1=
1 2

0 1

 
 
 

，P2=
0 1

1 0

 
 
 

，令

B=P1AP2，求 B-1． 

25．设 A为 3阶矩阵，将 A的第 1列与第 2列互换得到矩阵 B，再将 B的第 2列

加到第 3列得到矩阵 C，求满足关系式 AQ = C的矩阵 Q． 

26．设矩阵 A=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

，B=
21 22 23

11 31 12 32 13 33

31 32 33

3 3 3

a a a

a a a a a a

a a a

 
    
 
 

，求可逆矩阵 P，

使得 PA=B. 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C 2．C 3．A 4．C 5．D 6．B 7．D 8．D 9．A 

10．A 11．B 12．C 13．A 

二、填空题	

1． 3 2
7 4
 
 
 

    2． 1 0
2 2

 
   

    3． 1 2
2 2
 
 
 

    4． 5 2
11 4
 
 
 

    5．
1 2
3

2
2

 
 
 
 

     

6． 1 1 1
1 3 0

 
       

7． 3 1
1 0

 
 
 

    8．
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
   
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三、计算题	

1． 1

3 1
0

2 2
1 1 1

1 1
0

2 2

A

  
 

  
 
 
 

    2.（1） 1

1 2 1

0 1 2

0 0 1

A

 
   
 
 

；（2）

4 9

0 11

1 3

X

  
   
  

     

3．（1） 1

2 1 1

2 2 1

1 1 1

A

  
    
  

；（2）

5 2 2

4 3 2

2 2 3

X

  
    
  

    4．
12 5

6 2
X

 
   

     

5．
2 8

1 3
X

  
  
 

    6．
1 1

1 04
X

 
 
 
 

    7．
1 13

1 13

X
 
 
 
 

    8．
1

2
| |B =      

9．
1 7 3

1 5 2
X

 
   

     10.
3 10 6

8 24 14
X

 
       

11．

1
2 2

2
3

4 7
2

X

 
 

  
  
 

     

12．X =

3 3 1

2 2 1

11 11 3

 
  
   

   13．

2 2 3

3 2 1

1 3 3

 
   
 
 

X    14．

3 1

2 0

1 1

X

 
   
  

     

15．X 

1 8 3

1 5 2

0 4 2

 
   
 
 

     16．

1 0 0

1 2 4

3 1 1

X

 
   
   

    17．

3 1 5

0 5 2

4 3 2

B

 
   
  

    

18．

4

4 2

1

B

 
   
 
 

    19．

13 11

5 6

1 3

X

 
   
  

     20.

2 1 0

1 2 0

0 0 2

X

 
   
 
 

     

21．

31 22 2
2 1 0

1 0 12

X

 
 
  
 
  

   22．

1 3

2 1

2 0

X

 
   
 
 

      23．

1 0 02
10 02

0 0 1

X

 
 
   
  
 

     

24． 1 2 11

1 2 1

2

2

b b b
B

a a a
  
   

   25．

















100

001

110

Q      26．P 
0 1 0
1 0 3
0 0 1

 
  
 
 
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考点 6  矩阵的秩 

【考点内容】 

1．矩阵的秩的定义 

在 m×n矩阵 A中，任意取定 k行和 k列，k≤min{m, n}．位于这些行与列交叉处的

k2个元素按原来的相对顺序排成的 k阶行列式称为 A的一个 k阶子式．可以分成两大类：

值为零的与值不为零的．值不为零的子式称为非零子式． 

定义 2.6.1 在 m×n 矩阵 A 中，非零子式的最高阶数称为 A 的秩，记为 r(A)．有时

也可用秩(A)表示 A的秩． 

所谓非零子式的最高阶数指的是，在所有的不等于零的那些子式中，阶数最高的子

式的阶数．例如，当 r(A)=3 时，说明在 A 中至少有一个三阶子式不为零，而所有的阶

数大于 3的子式都等于零．但这并不是说，A中的所有三阶子式都不为零．如果在 A中

找到某个 r阶子式不等于零，那么只能断定 r(A)≥r，因为有可能存在某些阶数大于 r的

非零子式．如果发现 A中所有的 r阶子式都等于零，根据行列式展开定理，此时可以断

定 A中的所有阶数大于 r的子式也都等于零，那么就能断定 r(A)≤r-1．因为 A中非零

子式的最高阶数必小于 r． 

2．阶梯形矩阵 

定义 2.6.2 满足下列两个条件的矩阵称为阶梯形矩阵： 

(1) 如果存在全零行（元素全为零的行），则全零行都位于矩阵中非零行（元素不全

为零的行）的下方； 

(2) 各非零行中从左边数起的第一个非零元素（称为主元）的列指标 j 随着行指标

的递增而严格增大． 

注意 阶梯形矩阵的特点是：主元（从左边起非零行的第一个不为零的元素）逐行

向右平移（有时可能不是一个单位元素），例如上三角形矩阵就是阶梯形矩阵. 

若在阶梯形矩阵的基础上再将主元全化为 1，所在列的其他元素全化为 0，得到的

阶梯形矩阵称为简化行阶梯形矩阵，或称为行最简形矩阵.  

3．矩阵的秩的求解 

(1) 定义法：r(A) =最高阶非零子式的阶数. 

(2) 初等行变换法： 

定理 2.6.1 对矩阵施行初等变换，不改变矩阵的秩. 

推论  设 A为 m×n矩阵，P和 Q分别为 m阶和 n阶可逆矩阵，则 

r(PA)=r(A)，r(AQ)=r(A). 

定理 2.6.2 对于任意一个非零矩阵，都可以通过初等行变换把它化成阶梯形矩阵． 
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既然矩阵的初等变换不改变其秩，而阶梯形矩阵的秩就等于它的非零行行数（或主

元的个数），那么只要用初等变换把任意矩阵 A化成阶梯形矩阵 T，就可求出它的秩. 

r(A)= r(T) = “T中非零行的行数”. 

将矩阵 A化为阶梯形矩阵 T的步骤： 

① 用变换 1, 2将元素 a11化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a11的整数

倍即可）； 

② 再用变换 3将 a11下方的元素化为 0； 

③ 用变换 1, 2将元素 a22化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a22的整数

倍即可）； 

④ 再用变换 3将 a22下方的元素化为 0； 

⑤ 用变换 1, 2将元素 a33化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a33的整数

倍即可）； 

⑥ 再用变换 3将 a33下方的元素化为 0； 

⑦ 这样变换下去，直到变换的成阶梯形矩阵为止，一般变到第三行就结束了. 

4．矩阵秩的相关结论 
（1）设 A = ( )ij m na  ，则 r(A)≤min{m, n}. 

（2）r(AT) = r(A). 实际上，A与 AT中的最高阶非零子式的阶数必相同. 

（3）n阶方阵 A为可逆矩阵 | | 0A    r(A) = n. 所以，可逆矩阵常称为满秩矩阵. 

秩为 m的 m×n矩阵称为行满秩矩阵. 秩为 n的 m×n矩阵称为列满秩矩阵. 

【典型例题】 

【例 2-21】已知 A是一个 3×4矩阵，下列命题中正确的是（  ）． 

A．若矩阵 A中所有 3阶子式都为 0，则秩(A)=2 

B．若 A中存在 2阶子式不为 0，则秩(A)=2 

C．若秩(A)=2，则 A中所有 3阶子式都为 0 

D．若秩(A)=2，则 A中所有 2阶子式都不为 0 

解：答案 C．由定义 r(A) =最高阶非零子式的阶数． 

【例 2-22】设 A是 4×3矩阵且

1 0 3

r( ) 2, 0 2 0

1 0 3

 
    
  

A B ，则 r( ) AB ______________． 

解：答案为 2．因为 0B 所以 r( ) AB r(A)=2 



 
48 

【例 2-23】设 A=

2 1 1 2

1 2 1

1 1 2 2

a

  
  
  

，试确定 a使 r(A)=2． 

解：

2 1 1 2

1 2 1

1 1 2 2

a

  
  
  

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 0 3 3 2

2 1 1 2 0 3 3 2

    
          
        

a a  

  

1 1 2 2

0 3 3 2

0 0 0

 
    
 
 

a

a

 

故 0a 时 r(A)=2. 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设矩阵 A=

1 0 1 0

0 2 3 4

0 0 0 5

 
  
 
 

，则 A中（  ）． 

A．所有 2阶子式都不为零  B．所有 2阶子式都为零 

C．所有 3阶子式都不为零  D．存在一个 3阶子式不为零 

2．设 A是 4×5矩阵，秩(A) = 3，则（  ）． 

A．A中的 4阶子式都不为 0 B．A中存在不为 0的 4阶子式 

C．A中的 3阶子式都不为 0 D．A中存在不为 0的 3阶子式 
3．设 A为 5×4矩阵，若秩(A) = 4，则秩(5AT)为（  ）． 

A．2 B．3 C．4 D．5 

4．设

1 2 3

1 1 1

0 2 1

0 0 3

A

 
 
 
 
 
 

，则 r( )A （  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4   

5．设矩阵 A=

1 1 3 1

0 2 1 4

0 0 0 5

0 0 0 0

 
  
 
 
 

，则秩（A）=（  ）． 

A．1  B．2  C．3  D．4 
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6．设
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

 
   
 
 

A ，其中 0, 0, 1, 2,3i ia b i   ，则矩阵 A的秩为（  ）． 

A．0  B．1  C．2  D．3 

7．设 3阶矩阵 A=
0 1 0

0 0 1

0 0 0

 
 
 
 
 

，则 A2的秩为（  ）． 

A．0 B．1 C．2  D．3 

8．设 A为 3阶矩阵，A的秩 r(A) =3，则矩阵 A的秩 r( A ) =（  ）． 

A．0 B．1 C．2 D．3 

9．设 4阶矩阵 A的元素均为 3，则 r(A)=（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 

二、填空题	

1．设矩阵 A=
















100

020

101

，矩阵 B A E  ，则矩阵 B的秩 r (B)=______________． 

2．设 A为 m×n矩阵，C是 n阶可逆矩阵，矩阵 A的秩为 r，则矩阵 B=AC的秩为
__________． 

3．设 A

0 1 0

0

10 2

a c

b

 
 
 
 
 
 

，且秩(A)=3，则 a，b，c应满足______________． 

4．设 3阶矩阵 A的秩为 2，矩阵 P =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

，Q =

1 0 0

0 1 0

1 0 1

 
 
 
 
 

，若矩阵 B = QAP ，

则 r(B ) =______． 

5．若

2 2 1

1 2 4

1 4

A

t

 
   
 
 

，且 r( ) 2A ，则 t ____________． 

6．设 B是 3阶矩阵，O是 3阶零矩阵， r( B ) = 1，则分块矩阵
 
  

E O

B B
的秩为

_________． 

7．设

1 2 1

0 2 3

1 0

A

t

 
   
 
 

，且 r(A)=2，则 t =____________． 
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三、计算题	

1．求矩阵 A=

2 2 4 2 0

3 0 6 1 1

0 3 0 0 1

1 1 2 1 0

  
  
 
 

 

的秩． 

2．设矩阵 A=

1 1 2

2 1 5

1 10 6 1



 

  
  

，对参数 讨论矩阵 A的秩． 

3．设矩阵 A=














100
042
853
，B=















0300
9520
1201
，求矩阵 AB的秩． 

4．设矩阵 A=




















a363

12484

3121

，问 a为何值时，（1）秩(A)=1；（2）秩(A)=2． 

5．设 A =

1 2 1 1

3 2 1

5 6 3


 

  
 
 t

，已知 r( ) 2A ，求 , t 的值． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．D    2．D    3．C    4．C    5．C    6．B    7．B    8．D    9.A  

二、填空题	

1．2    2．r    3． 2a bc     4．2    5．11    6．4    7．-2    

三、计算题	

1．3    2．当 3  时， r( ) 2A ；当 3  时， r( ) 3A      3．秩(AB)=秩(B)=3 

4.（1）当 9 0a   ，即 9a  时，秩 ( ) 1A  ；（2）当 9 0a   ，即 9a  时，秩 ( ) 2A       

5. 5  ， 1t  

 



 

第 3 章  空 间 向 量 

【考核要求】 

学习本章，要求了解 n维向量的概念；掌握向量是同维向量组的线性组合的概念和
组合系数的求法；理解向量组线性相关与线性无关的定义和判别法；理解向量组的极大

无关组的定义和向量组的秩的定义；会求向量组的极大无关组和向量组的秩；清楚向量

组的秩与矩阵的秩之间的关系．了解向量空间的定义和向量空间的基与维数和坐标的概

念． 
本章重点：线性组合系数的求法；向量组线性相关和线性无关的定义及其判别法；

求向量组的秩． 
难点：向量组线性相关和线性无关的判别法；向量组秩的概念． 

考点 1  向量的线性运算与线性组合 

【考点内容】 

1．向量及其线性运算 
定义 3.1.1  由 n个数 1 2, , , na a a 组成的有序数组( 1 2, , , na a a ), 称为一个 n维向量，

数 ia 称为该向量的第 i 个分量. 向量有行向量与列向量之分，向量维数是指该向量中所

含分量的个数. 
定义 3.1.2  如果 n维向量 1 2( , , , )na a a   与 n维向量 1 2( , , , )nb b b   的对应分量

都相等，即 i ia b ( 1, 2, , )i n  ，则称向量 与  相等，记作  . 

定义 3.1.3  （向量的加法）设 n维向量 1 2( , , , )na a a   ， 1 2( , , , )nb b b   ，则向

量 与  的和是向量 

1 1 2 2( , , , )n na b a b a b      . 

利用负向量的概念，可以定义向量的减法： 

1 1 2 2( ) ( , , , )n na b a b a b           . 

定义 3.1.4 （数与向量的乘法）设 1 2( , , , )na a a   是一个 n维向量，k为一个常

数，则数 k与 的乘积为数乘向量，简称为数乘，记作 k ，并且 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n nk k a a a ka ka ka    . 

注意：向量的线性运算其实是矩阵的线性运算的一种特殊情况. 

2．向量的线性组合 

（1）线性组合的定义 
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若干个同维数的行或列向量所组成的集合称为向量组，m个向量组成的向量组可记

为 

1 2: , , , mR    或 1 2{ , , , }m R    . 

定义 3.1.5  设 n维向量组 1 2{ , , , }m R    ， 1 2, , , mk k k 是一组常数，则称 

1 1 2 2, m mk k k    ， 

为向量组 1 2: , , , mR    的一个线性组合. 常数 1 2, , , mk k k 称为该线性组合的组合

系数. 
若一个 n维向量  可以表示成 

 = 1 1 2 2, m mk k k    ， 

则称  是向量组 1 2: , , , mR    的一个线性组合，或称  可用向量组

1 2: , , , mR    线性表出(或线性表示). 仍称 1 2, , , mk k k 为组合系数，或表出系数. 

（2）线性组合的判定 
向量 T

1 2( , , , )nb b b   可用向量组 T T
1 11 21 1 1 2( , , , ) , , ( , , , )n m m m nma a a a a a    

线性表出 
 存在 m个常数 1 2, , , mk k k ，使得 1 1 2 2, m mk k k    =  ， 



11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

m n

m n

n n nm n n

a k a k a k b

a k a k a k b

a k a k a k b

   
    


    







，这 n个等式同时成立，  

 m元线性方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

m n

m n

n n nm n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







有解 1 1 2 2, , , m mx k x k x k   .  

若上述方程组有唯一解，则表明  可用向量组 1 2: , , , mR    线性表出，且表示法

唯一. 
若上述方程组有无穷多解，则表明  可用向量组 1 2: , , , mR    线性表出，且表示

法不唯一. 
若上述方程组有无解，则表明  不可用向量组 1 2: , , , mR    线性表出. 

【典型例题】 

【例 3-1】设 1 2 3( , , )A     ，其中 ( 1, 2, 3)i i 是三维列向量，若 | | 1A  ，则

1 1 2 3| (4 , 2 3 , ) |     （  ）． 

A． 24   B． 12   C．12 D．24   
解：选 B. 1 1 2 3 1 1 3 1 2 3 1 2 3(4 , 2 3 , ) (4 ,2 , ) (4 , 3 , ) 0 12 ( , , )                  
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12 12A   . 

【例 3-2】设向量  =(6,-2,0,4)，  =(-3,1,5,7)，向量  满足 2 3    ，则
 =_____________． 

解：答案为 ( 21,7,15,13) .由题知 3 2 ( 9,3,15,21) (12, 4,0,8)         (-21,7,15,13). 

【例 3-3】设向量组 1 2 3 4

2 1 3 0

1 3 0 1
, , ,

0 2 2 4

3 4 1 9

   

       
                  
       
       

       

，判定 4 是否可以由

1 2 3, ,   线性表示，若可以，求出其表示式． 

解：由










































































121130

2350

2110

1031

121130

4220

2350

1031

9143

4220

1031

0312

 

      





































 



























0000

1100

1010

2001

0000

1100

2110

1031

141400

8800

2110

1031

 

得到 1 2x  ， 2 1x  ， 3 1x  ． 

所以 4 可以由 1 2 3, ,   线性表出，且表示式为 4 1 2 32      ．   

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设 3 阶方阵 A= ( 1 , 2 , 3 )，其中i (i =1, 2, 3)为 A 的列向量，且|A|=2，则

|B|=| 1 +3 2 , 2 , 3 |=（  ）． 

A．-2 B．0 C．2 D．6 
2．设 3 阶方阵 A=( 1 , 2 , 3 )，其中  i (i=1, 2, 3)为 A 的列向量，若 |B| 

=|( 1 +2 2 , 2 , 3 )|=6，则| A |=（  ）． 

A．-12  B．-6 C．6 D．12 
3．设向量组 1 =(1,0,0)T， 2 =(0,1,0)T，则下列向量中可由 1 ， 2 线性表出的是

（  ）． 

A．(0,-1,2)T B．(-1,2,0)T C．(-1,0,2)T D．(1,2,-1)T 

4．设向量组 1 =(2,0,0) T， 2 =(0,0,-1)T，则下列向量中可以由 1 ， 2 线性表示的

是（  ）． 

A．( 1, 1, 1)T   B．(0, 1, 1)T   
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C．( 1, 1,0)T   D．( 1,0, 1)T 
5．已知向量 T T2 (1, 2, 2, 1) , 3 2 (1, 4, 3, 0)            ，则  =（  ）． 

A．(0, 2 , 1 ,1)T   B．( 2 ,0, 1 ,1)T  

C．(1, 1 , 2 ,0)T  D．(2, 6 , 5 , 1 )T 
6．设向量 1 ( 1, 4)   ， 2 (1, 2)   ， 3 (3, 8)   ，若有常数 a，b使     a b1 2 3 0，

则（  ）． 
A． 1, 2a b     B． 1, 2a b    C． 1, 2a b     D． 1, 2a b   

7．设  可由向量 1 = (1,0,0)， 2  = (0,0,1)线性表示，则下列向量中  只能是（  ）． 

A．(2,1,1)  B．(-3,0,2) C．(1,1,0) D．(0,-1,0) 

二、填空题	

1．设向量 T T(1, 0, 1) , (3, 5, 1)   ，则 2  =__________． 

2．设向量 1 2 1 2(1,2,3), (0,0,2), 2      则 ____________. 

3．设 1 (1, 2, 5)   ， 2 (4, 7, 2)   ，则 1 22 3    ____________． 

4．已知 3维向量 =(1,-3,3)，  = (1,0,-1)，则 3   _____________． 

5．设 4维向量 =(3, -1, 0, 2) T,  =(3, 1, -1, 4) T，若向量  满足 2   =3  ，则
 =_____________． 

6．已知向量 = (3,5,7,9)， β = (-1,5,2,0)，如果 + ξ = β，则 ξ =_________． 

7．已知 1 -5 2 + 2 3 = β ，其中 1 =(3,4,-1)， 2 =(1,0,3)， β =(0,2,-5)，则

3 =________． 

8．设三阶矩阵 1 2 3( , , )A     ，其中 ( 1, 2,3)i i  为 A 的列向量，且 |A|=2，则

1 2 2 1 2 3( , , )         ______________． 

9．设三阶方阵 A= 1 2 3[ , , ]   ，其中 i 为 A 的列向量，且 |A|=3，若

B= 1 1 2 1 2 3[ , , ]        ，则|B|=____________． 

10．设向量 1 =(-1,4)T， 2 =(1,2)T， 3 =(4,2)T，则 3 由 1 ， 2 线性表出的表示式

为________． 
11．设向量 2 = (1,1,1) T， 2 = (1,1,0) T， 3 = (1,0,0) T，β = (0,1,1) T，则 β由 2 , 2 , 3

线性表出的表示式为_____________． 

三、计算题	

1．设向量 =(1,-1,-1,1)，  =(-1,1,1,-1)，求（1）矩阵 A= T  ；（2）A2． 

2．设矩阵 2 3( , 2 , 3 )  A ， 2 3( , , )  B ，其中 2 3, , ,    均为 3维列向量，且

18A ， 2B ，求 A B ． 

3．设 2 3 4    ， ， ， ， 均为 4维列向量，A = ( 2 3 4   ， ， ， )和 B = ( 2 3 4   ， ， ， )

为 4阶方阵．若行列式| A | = 4，| B | = 1，求行列式| A+B |的值． 
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4．设向量 =(3,2)，求( T )101． 

5．设向量组 1 2 3 4

1 3 0 1

2 1 3 0
, , ,

0 2 2 4

3 4 1 9

   

        
                 
       
       

       

，试判断 4 是否可以由

1 2 3, ,   线性表示，如果可以，将 1 2 3, ,   表示出来. 

6．设向量 1 =(1,1,1,1)T， 2 =(1,2,1,1)T， 3 =(k+1,1,k,k+1)T，  =(k2+1,1,1,1)T，试

确定 k取何值时  能由 1 ， 2 ， 3 线性表出，并写出表示式． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C    2．C   3．B   4．D    5．A    6．A    7．B   

二、填空题	

1．  T
1,5, 1     2．  4,4,2     3．  16,25,10     4．  0,3,4      5．  T

3,5, 3,8      

6．  9,5,0,4     7． 





 

2

1
,1,1     8．-2    9．3    10． 213 3     

11． 31       

三、计算题	

1.（1）

























1111

1111

1111

1111

 （2） 

























4444

4444

4444

4444

    2．2      3．40       

4． 







46

69
13100    5. 4 可以由 1 2 3, ,   线性表示 3214 2      6． 1   

考点 2  线性相关与线性无关 

【考点内容】 

1．线性相关与线性无关的定义 
定义  3.2.1 设 1 2, , , m   是 m 个 n 维向量．如果存在 m 个不全为零的数
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1 2, , , mk k k ，使得 

1 1 2 2 0m mk k k      ， 

则称向量组 1 2, , , m   线性相关．否则，向量组 1 2, , , m   线性无关，即如果

1 1 2 2 0m mk k k      ，必有 1 2 0mk k k    成立． 

根据线性相关与线性无关的定义，可得 

（1）任意一个含零向量的向量组必为线性相关组． 
事实上，不妨设向量组为 1 2 1, , , , , 0m m    ， 

则必有 1 2 10 0 0 1 0 0m           ． 

（2）单个向量 线性相关 0  ；单个向量 线性无关 0  ． 
（3）两个非零的 n维向量 ,  线性相关当且仅当存在不全为零的数 ,k l ，使得

0k l   ，即 l

k
   或

k

l
   ． 

这说明 与  共线，即它们的对应分量成比例．实际上，这时 k和 l一定“全不为

零”． 

（4）标准单位向量组必为线性无关的向量组． 

2．线性无关性的证明 

利用线性无关的定义可知一个新的向量组的线性无关性. 该考点是《线性代数（经

管类）》历年真题考得最多的证明题考点. 下面以一个具体例题，讲解证明过程. 
例：若 1 2 3, ,   线性无关，证明下列向量组线性无关： 

1 2 3 2 1 3 3 1 2, ,               

证明：设存在常数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 2 3 3 0k k k     ．将已知条件代入得 

1 2 3 2 1 3 3 1 2( ) ( ) ( ) 0k k k            

整理后，得 

2 3 1 1 3 2 1 2 3( ) ( ) ( ) 0k k k k k k         

因为 1 2 3, ,   线性无关，则必有 

2 3

1 3

1 2

0

0

0

k k

k k

k k

 
  
  

，又因为其系数行列式

0 1 1

1 0 1 2 0

1 1 0

  ， 

所以，该齐次方程组只有零解，即 1 2 3 0k k k   ．故向量组 1 2 3, ,   线性无关． 

该证明题考点只要记住了证明过程，是完全可以想象为填空题的，需要改动的地方

只有划线的地方. 若是线性相关性的证明，则证明过程中后面方程组的系数行列式的值

必为零，说明该方程组有非零解，即可得到要证明的结果. 

3．向量组线性相关性的判定 

（1）定义法 
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向量组 T T
1 11 21 1 1 2( , , , ) , , ( , , , )n m m m nma a a a a a     线性相关 

 存在 m个不全为零的常数 1 2, , , mk k k ，使得 1 1 2 2, m mk k k    = 0， 



11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0,

0,

0,

m n

m n

n n nm n

a k a k a k

a k a k a k

a k a k a k

   
    


    







，这 n个等式同时成立，  

 m元线性方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0,

0,

0,

m n

m n

n n nm n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







有非零解 1 1 2 2, , , m mx k x k x k   .  

若上述方程组只有零解，则向量组 1 2, , , m   线性无关. 

若上述方程组有非零解，则向量组 1 2, , , m   线性相关. 

（2）重要结论及定理的应用 

两个重要结论： 
①  n 个 n 维列向量 1 2, , , n   线性无关 矩阵 A 1 2( , , , )n    的行列式

1 2| | | ( , , , ) | 0 nA    ．因为齐次线性方程组 Ax 0只有零解当且仅当 | |A 0． 

②  当 m n时，即向量个数大于向量维数时，m 个 n 维列向量 1 2, , ,   m一定

线性相关． 
定理3.2.1  m个n维向量 1 2, , ,   m (m≥2)线性相关 至少存在某个 i 是其余向

量的线性组合. 即， 1 2, , ,   m (m≥2)线性无关 任意一个 i 都不能表示为其余向量

的线性组合. 
定理 3.2.2  如果向量组 1 2, , ,   m线性无关，而添加一个同维向量  后所得到的

向量组 1 2, , , ,    m线性相关，则  可以用 1 2, , ,   m线性表出，且表示法是唯一的． 

定理 3.2.3  若向量组中有部分组线性相关，则整体组也必相关，或者整体无关，部
分必无关． 

定理 3.2.4  相关组的截短向量组必为相关组，无关组的接长向量组必为无关组． 
如果向量个数大于向量维数，则此向量组必是线性相关组． 
当向量个数等于向量维数时，它们可拼成一个行列式，此向量组为线性相关组当且

仅当此行列式为零． 
当向量组的秩等于向量个数时，它就是线性无关组；当向量组的秩小于向量个数时，

它就是线性相关组．向量组的秩是不可能大于向量个数和向量维数的． 

【典型例题】 

【例 3-4】已知向量组 A： 1 2 3 4, , ,    中 2 3 4, ,   线性相关，那么（  ）． 

A． 1 2 3 4, , ,    线性无关 B． 1 2 3 4, , ,    线性相关 
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C． 1 可由 2 3 4, ,   线性表示 D． 3 4,  线性无关 

解：答案 B．向量组中有部分组线性相关，则整体组也必相关 

【例 3-5】设 A，B分别为 m×n和 m×k矩阵，向量组（I）是由 A的列向量构成的向

量组，向量组（Ⅱ）是由（A，B）的列向量构成的向量组，则必有（  ）． 

A．若（I）线性无关，则（Ⅱ）线性无关  

B．若（I）线性无关，则（Ⅱ）线性相关 

C．若（Ⅱ）线性无关，则（I）线性无关  

D．若（Ⅱ）线性无关，则（I）线性相关 

解：答案 C．由向量组中整体无关，部分必无关． 
【例 3-6】已知向量组 1 =(1, 2, 3)， 2 =(3, -1, 2)， 3 =(2, 3, k)线性相关，则数

k=______________． 

解：答案 5k . 由向量组线性相关可知 
1 3 2 1 3 2 1 3 2

2 1 3 0 7 1 0 7 1

3 2 0 7 6 0 0 5k k k

     
                
            

  

因为矩阵的秩小于向量个数，所以 5k . 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设 (1,1, 0)  ， (0,1,1)  ， (1, 0,1)  ，则（  ）． 

A． , ,   线性相关 B． , ,   的秩等于 1 

C． , ,   线性无关 D． , ,   的秩等于 2 

2．设向量组 1 2 3, ,   线性无关，则下列向量组中线性无关的是（  ）． 

A． 1 2 1 3, ,       B． 1 2 2 3 3 1, ,          

C． 1 2 1 2, , 2 3      D． 2 3 2 3, 2 , 2      

3．设 1 (1, 0, 0) 、 2 (2, 0, 0) 、 3 (1, 1, 0) ，则（  ）． 

A．  ,  ,  线性无关 B． 3 可由 1 , 2 线性表示 

C．  可由  ,  线性表示 D．  ,  ,  的秩等于 3 

4．已知 43矩阵 A的列向量组线性无关，则 AT的秩等于（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
5．设向量组 1 =(1, 2)， 2 =(0, 2)，  =(4, 2)，则（  ）． 

A． 1 , 2 ,  线性无关  

B．  不能由 1 , 2 线性表示 
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C．  可由 1 , 2 线性表示，但表示法不唯一 

D．  可由 1 , 2 线性表示，且表示法唯一 

6．若向量组 1 = (1,t +1,0)， 2 = (1,2,0)， 3 = (0,0,t 2 +1)线性相关，则实数 t =（  ）． 

A．0  B．1 C．2 D．3 
7．设向量 1 1 1 1( , , )a b c ， 2 2 2 2( , , )a b c ， 1 1 1 1 1( , , , )a b c d ， 2 2 2 2 2( , , , )a b c d ，下

列命题中正确的是（  ）． 
A．若 1 2,  线性相关，则必有 1 2,  线性相关   

B．若 1 2,  线性无关，则必有 1 2,  线性无关 

C．若 1 2,  线性相关，则必有 1 2,  线性无关   

D．若 1 2,  线性无关，则必有 1 2,  线性相关 

8．设向量组 1 2 3 4, , ,    线性相关，则向量组中（  ）． 

A．必有一个向量可以表为其余向量的线性组合  

B．必有两个向量可以表为其余向量的线性组合 

C．必有三个向量可以表为其余向量的线性组合  

D．每一个向量都可以表为其余向量的线性组合 
9．设有向量组 A： 1 2 3 4, , ,    ，其中 1 2 3, ,   线性无关，则（  ）． 

A． 1 3,  线性无关  B． 1 2 3 4, , ,    线性无关 

C． 1 2 3 4, , ,    线性相关 D． 2 3 4, ,   线性相关 

10．设 1 2 3 4, , ,    是三维实向量，则（  ）． 

A． 1 2 3 4, , ,    一定线性无关 B． 1 一定可由 2 3 4, ,   线性表出 

C． 1 2 3 4, , ,    一定线性相关 D． 1 2 3, ,   一定线性无关 

11．下列命题中错误．．的是（  ）． 

A．只含有一个零向量的向量组线性相关  

B．由 3个 2维向量组成的向量组线性相关 

C．由一个非零向量组成的向量组线性相关 

D．两个成比例的向量组成的向量组线性相关 
12．已知向量组 1 2 3, ,   线性无关， 1 2 3, ,   ,  线性相关，则（  ）． 

A． 1 必能由 2 , 3 ,  线性表出 B． 2 必能由 1 3, ,   线性表出 

C． 3 必能由 1 , 2 ,  线性表出 D．  必能由 1 2 3, ,   线性表出 

13．设 1 , 2 , 3 , 4 都是 3维向量，则必有（  ）． 

A． 1 , 2 , 3 , 4 线性无关 B． 1 , 2 , 3 , 4 线性相关 

C． 1 可由 2 , 3 , 4 线性表出 D． 1 不可由 2 , 3 , 4 线性表出 

14．设 1 , 2 , 3 , 4 , 5 是四维向量，则（  ）． 

A． 1 , 2 , 3 , 4 , 5 一定线性无关  
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B． 1 , 2 , 3 , 4 , 5 一定线性相关 

C． 5 一定可以由 1 , 2 , 3 , 4 线性表出  

D． 1 一定可以由 2 , 3 , 4 , 5 线性表出 

15．设 1 2, , , k   是 n 维列向量，则 1 2, , , k   线性无关的充分必要条件是

（  ）． 
A．向量组 1 2, , , k   中任意两个向量线性无关 

B．存在一组不全为 0的数 1 2, , , k   ，使得 1 1 2 2 k kl l l      0 

C．向量组 1 2, , , k   中存在一个向量不能由其余向量线性表出 

D．向量组 1 2, , , k   中任意一个向量都不能由其余向量线性表出 

16．设向量组 1 2, , , s   线性相关，则（  ）． 

A． 1 2, , , s   中至少有一个向量可由其他向量线性表出 

B． 1 2, , , s   全是非零向量 

C． 1 2, , , s   全是零向量 

D． 1 2, , , s   中至少有一个零向量 

17．设向量组 1 2 3, , , , s    线性相关，则必可推出（  ）． 

A． 1 2 3, , , , s    中至少有一个向量为零向量 

B． 1 2 3, , , , s    中至少有两个向量成比例 

C． 1 2 3, , , , s    中至少有一个向量可以表示为其余向量的线性组合 

D． 1 2 3, , , , s    中每一个向量都可以表示为其余向量的线性组合 

18．向量组 1 2 3, , , , s    ，(s＞2)线性无关的充分必要条件是（  ）． 

A． 1 2 3, , , , s    均不为零向量 

B． 1 2 3, , , , s    中任意两个向量不成比例 

C． 1 2 3, , , , s    中任意 s-1个向量线性无关 

D． 1 2 3, , , , s    中任意一个向量均不能由其余 s-1个向量线性表出 

二、填空题	

1．若向量组 1  (1,2,1)T与向量组 2  (k-1,4,2)T线性相关，则 k=___________. 

2．若向量  1, 2,3 与向量
1 3

, ,
2 2

 
 
 

b 线性相关，则 b ___________． 

3．向量组 1  (k, 2,2)T与向量组 2  (4,8, 8)T线性相关，则 k=_________． 

4．设向量组 1 =（a,1,1）, 2 =（1,-2,1）, 3 =（1,1,-2）线性相关，则 a=________． 

5．已知向量组 T T T
1 2 3(1, 2,3) , (2, 2, 2) , (3, 2, )a     线性相关，则 a ________． 

6．若向量组 1 2(2,1, ) , (4, , 4) ,a a T T  线性无关，则 a的取值必满足__________． 

7．若向量组 1 =(1,-2,2)T， 2 =(2,0,1)T， 3 =(3,k,3)T线性相关，则 k =________． 
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8．设向量组 1 =(3,1,1)T， 2 =(4,1,0)T， 3 =(1,0,k)T线性相关，则 k =________． 

三、计算题	

1．当 t为何值时，向量组 1 2 3(1,1, 0), (1, 3, 1), (5, 3, )t      线性相关？ 

2．设向量组 1 , 2 , 3 线性无关，令 β1= 1 + 3 ，β2=2 2 -2 3 ，β3=2 1 -5 2 +3 3 ． 
试确定向量组 β1，β2，β3的线性相关性． 

四、证明题	

1．设 1 2 3  , , 线性无关，证明 1 1 2 1 32 3     , , 也线性无关． 

2．设向量组 1 , 2 线性无关，证明向量组 1 = 1 + 2 ， 2 = 1 - 2 也线性无关． 

3．设向量组 1 , 2 , 3 线性无关， 1 = 1 + 2 ， 2 = 2 + 3 ， 3 = 3 + 1 ，证明：向
量组 1 ， 2 ， 3 线性无关． 

4.设向量 1 2 3, ,   线性无关，证明： 1 2 1 2 3 2 32 2 ,2 2 , 4          线性无关. 

5．已知向量组 1 , 2 , 3 , 4 线性无关，证明： 1 + 2 ， 2 + 3 ， 3 + 4 ， 4 - 1 线
性无关． 

6．设向量 1 , 2 , 3 , 4 线性无关，证明：向量 1 1  ， 2 1 2    ，

3 1 2 3      ， 4 1 2 3 4        也线性无关． 

7．设向量 1 2, , , k   线性无关，1< j≤k．证明： 1 2, , , j k    线性无关． 

8．设向量组 321 ,,  线性无关，且 332211  kkk  ．证明：若 1k ≠0，则向

量组 32 ,,  也线性无关． 

9．设三阶矩阵 A=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 
 
 
 
 

a a a

a a a

a a a

的行列式不等于 0，证明：
11 12

1 21 2 22

31 32

, , 
   
       
   
   

a a

a a

a a
 

13

3 23

33


 
   
 
 

a

a

a

线性无关． 

10．证明：若向量组 1 2, , , n   线性无关，而 1 1 2 1 2 3 2 3, , , ,     n           
1 nn  + n，则向量组 1 2, , , n   线性无关的充要条件是 n为奇数． 

11．证明任意 4个 3维向量组线性相关． 
12．设 1 2 3 4, , ,    是四维向量，且线性无关，证明 1 1 2 2 2 3, ,          

3 3 4 4 4 1,         线性相关． 

13．设向量组 1 , 2 , 3 线性相关，且其中任意两个向量都线性无关．证明：存在

全不为零的．．．．．常数 1 2 3, ,k k k 使得 1 1 2 2 3 3 0k k k     ． 
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参考答案 

一、单项选择题	

1．C   2．A   3．C   4．C   5．D   6．B  7．B  8．A   9．A  

10．C 11．C   12．D   13．B 14．B  15．D  16．A  17．C  18．D    

二、填空题	

1．3   2．1    3．-1    4．-2    5．1    6． 2a      7．-2    8．-1   

三、计算题	

1．1     2．线性无关  

四、证明题	

1．证明：设存在一组常数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 1 2 3 1 3( 2 ) ( 3 )k k k         0， 

即 1 2 3 1 2 2 3 3( ) 2 3k k k k k       0．由于 1 2 3  , , 线性无关，则必有

1 2 3

2

3

0

2 0

3 0

k k k

k

k

  
 
 

， 

解得此方程组只有唯一零解： 1 2 3 0k k k   ，故向量组 1 1 2 1 32 3     , , 也线性

无关． 
2．证明：设存在一组常数 21 , kk ，使得 02211   kk  

即         0221121212211   kkkkkk  

由于 1 ， 2 线性无关，则必有







0

0

21

21

kk

kk
， 

解得此方程组只有唯一零解： 021  kk ，向量组 1 = 1 + 2 ， 2 = 1 - 2 也线性无

关． 
3．证明：设存在一组常数 321 ,, kkk ，使得 0332211   kkk  

即             0332221131133322211   kkkkkkkkk  

由于 321 ,,  线性无关，则必有












0

0

0

32

21

31

kk

kk

kk

， 

解得此方程组只有唯一零解： 1 2 3 0  k k k ，向量组 1 ， 2 ， 3 线性无关． 

4．证明：设存在一组常数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 2 1 2 3 3 2(2 2 ) (2 2 ) (          k k k  
34 )  0， 

即 1 2 1 1 2 3 2 2 3 3(2 2 ) ( 2 2 ) ( 4 )         k k k k k k k 0．由于 1 2 3, ,   线性无关，则必有
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1 2

1 2 3

2 3

2 2 0

2 2 0

4 0

k k

k k k

k k

 
   
  

， 

解得此方程组只有唯一零解： 1 2 3 0  k k k ，故向量组 1 2 1 2 32 2 ,2 2 ,        
2 34  也线性无关． 

5．证明：设存在一组常数 4321 ,,, kkkk ，使得      1 1 2 2 2 3 3 3 4          k k k  

 4 4 1 0  k  

即         0443332221141   kkkkkkkk  

由于 1 ， 2 ， 3 ， 4 线性无关，则必有
















0

0

0

0

43

32

21

41

kk

kk

kk

kk

， 

解此方程组只有唯一零解： 1 2 3 4 0   k k k k ，向量组 1 + 2 ， 2 + 3 ， 3 + 4 ，

4 - 1 线性无关． 

6．证明：设存在一组常数 1 2 3 4, , ,k k k k ，使得 1 1 2 2 3 3 4 4      k k k k 0，即 

即 1 1 2 1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 4( ) ( ) ( )                  k k k k 0， 

1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4 3 4 4( ) ( ) ( )            k k k k k k k k k k 0， 

由于 1 ， 2 ， 3 ， 4 线性无关，则必有

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

0

0

0

0

k k k k

k k k

k k

k

   
   
  
 

，解得： 1 2 3  k k k  

4 0k ， 

故向量组 1 2 3 4, , ,    也线性无关． 

7．证明：设存在一组常数 1 2, , , kl l l ，使得 1 1 2 2( )    j k kl l l    0， 

即 1 1 2 2 1( )       j j k kl l l l l    0．由于 1 2, , , k   线性无关， 

所以 1 2 1 0      j kl l l l l ，等价于 Al =

1

2

1

1

1 1

1

  
  
  
  

  
  
  
    

  




j

k

l

l

l

l

0， 

又因为系数矩阵 | | 1 0 A ，则上述齐次线性方程组只有零解，即 1 2    jl l l
 

0 kl  
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故 1 2, , ,j k     也线性无关． 

8．证明：设存在一组常数 321 ,, aaa ，使得 033221   aaa  

即       03331222111133223322111   kakakaaakkka  

由于 321 ,,  线性无关，则必有













0

0

0

331

221

11




ka

ka

ka

，若 1k ≠0， 

解得此方程组只有唯一零解： 0321  aaa ，向量组 32 ,,  也线性无关． 

9．证明：设存在一组常数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 2 3 3k k k     0， 

即
1

1 2 3 2

3

( , , )

k

k

k

 
   
 
 

   0，亦即 A
1

2

3

k

k

k

 
   
 
 

0，则
1

2

3

k

k

k

 
 
 
 
 

为 Ax 0 的解．又因为 A 的行列

式不等于 0， 
所以方程组 Ax 0只有零解，从而 1 2 3 0k k k   ，故 1 2 3, ,   线性无关． 

所以 1 2 1 0      j kl l l l l ，等价于 Al =

1

2

1

1

1 1

1

  
  
  
  

  
  
  
    

  




j

k

l

l

l

l

0， 

又 因 为 系 数 矩 阵 | | 1 0 A ， 则 上 述 齐 次 线 性 方 程 组 只 有 零 解 ， 即

1 2 0j kl l l l       

故 1 2, , ,j k     也线性无关． 

10．证明：根据向量组 1 2, , , n   的表达式，可将其改写为 

1

2

3
1 2

1

1 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0
( , , , )

0 0 0 1 0

0 0 0 1 1

n

n

n





  






  
  
  
  

   
  
  
      






     




， 

因为 1 2, , n   线性无关，所以 1 2, , , n   线性无关向量组 1 2, , , n   与向量

组 1 2, , n   等价 
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矩阵

1 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
  
 





    



可逆行列式 1

1 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0
1 ( 1) 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 1

n   





    



 n

为奇数． 

11．证明：设
3111 21 41

1 12 2 22 3 32 4 42

13 23 4333

, , ,

aa a a

a a a a

a a aa

      
               
            

    ，为任意四个三维向量， 

向量组 A： 1 2 3 4, , ,    线性相关 r( ) 4 A ，而 1 2 3 4r( ) r( , , , ) 3 4 ≤A     ， 

所以 1 2 3 4, , ,    线性相关，由 1 2 3 4, , ,    假设的任意性，即命题成立． 

12．证明：设存在一组常数 1 2 3 4, , ,k k k k ，使得 1 1 2 2 3 3 4 4k k k k       0，即 

1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1 1 4 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )                       k k k k k k k k k k  
3 4 4( ) k k 0， 

由于 1 2 3 4, , ,    线性无关，所以

1 4

1 2

2 3

3 4

0

0

0

0

 
  
  
  

k k

k k

k k

k k

，其系数行列式

1 0 0 1

1 1 0 0
0

0 1 1 0

0 0 1 1

 ，故存

在非零解， 
即 1 2 3 4, , ,k k k k 不全为零，所以 1 2 3 4, , ,    线性相关． 

13．证明：由于向量组 1 2 3, ,   线性相关，故存在不全为零的常数 1 2 3, ,k k k ，使

得 1 1 2 2 3 3k k k     0，其中必有 01 k ，否则，如果 01 k ， 

则上式化为 03322   kk ，其中 32 , kk 不全为零，由此推出线性相关，与向量组

中任意两个向量都线性无关的条件矛盾．类似地 32 , ，可证明 02 k ， 03 k ． 
故存在全不为零的常数 1 2 3, ,k k k 使得 1 1 2 2 3 3k k k     0 

考点 3  向量组的秩与极大无关组 

【考点内容】 

1．向量组的等价 

定义 3.3.1 设有两个 n维向量组 

R ={α1, α2,⋯, αr}，S={β1, β2,⋯, βs}. 



 
66 

若向量组 R中的每个向量 αi都可以由向量组 S中的向量 β1, β2,⋯, βs线性表出，则

称向量组 R可以由向量组 S线性表出． 

定义 3.3.2  若向量组 R可以由向量组 S线性表出，向量组 S也可以由向量组 R线

性表出，则称这两个向量组等价． 

2．向量组的极大无关组 

定义 3.3.3  设 T是由若干个（有限或无限多个）n维向量组成的向量组，若存在 T

的一个部分组 α1, α2,⋯, αr满足以下条件：  

（1）α1, α2,⋯, αr线性无关； 

（2）对于任意一个向量 β∈T，向量组 β, α1, α2,⋯, αr都线性相关，则称 α1, α2,⋯, αr

为 T的一个极大线性无关向量组，简称极大无关组． 

可以这样理解 S={α1, α2,⋯, αr}在 T中的“极大性”：对于“无关性”来说，S在 T

中已经“饱和”了，即 S本身是线性无关组，在 S中再任意添加 T中的一个向量 β，就

成为线性相关组了．总之，若将一个向量组与它的极大无关组看成整体和部分关系的话，

那它的极大无关组就是能够线性表出整体向量组的一个部分线性无关组. 

定理 3.3.1  向量组 T 与它的任意一个极大无关组等价，因而 T 的任意两个极大无

关组等价． 

定理 3.3.2  设有两个 n维向量组 R={α1, α2,⋯, αr}和 S ={β1, β2,⋯, βs}，且已知向量

组 R可由向量组 S线性表出． 

（1）如果 r > s，则 R必为线性相关组． 

（2）如果 R为线性无关组，则必有 r≤s． 

该定理说明：两个向量组，若所含向量个数多的向量组能由所含向量个数少的向量

组线性表出，则所含向量个数多的向量组必线性相关. 一个线性无关组只能由所含向量

个数相同或所含向量个数更多的向量组线性表出. 

推论 1 任意两个线性无关的等价向量组所含向量的个数相等． 

推论 2 一个向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数相同． 

注意：一个向量组的极大无关组虽然不唯一，但它的任意两个极大线性无关组所含

向量的个数相同. 

3．向量组的秩 

定义 3.3.4  向量组 T 的任意一个极大无关组中所含向量的个数 r 称为 T 的秩，记

为 r(T)，或者秩(T). 

仅由零向量组成的向量组{0}不含极大无关组，我们规定向量组{0}的秩为 0. 

只要 T中有非零向量，则必有 r(T)≥1．所以任意一个向量组必有秩，而且 r(T)≤n

（其中 n是向量的维数）．若向量组 R={α1, α2,⋯, αr }是线性无关的，则它的极大无关组

只有它本身一个，所以秩(R) = r． 

当一个向量组的秩为 r时，则它的任意一个含 r个向量的线性无关组，都是它的极
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大无关组． 
定理 3.3.3  如果向量组 S可由向量组 T 线性表出，其秩分别为 r( ) , r( ) s tS T ，

则 s t≤ . 

该定理说明：两个向量组，谁能线性表出谁，谁的秩就大. 

推论：等价的向量组必有相同的秩. 

4．求向量组的秩与极大无关组，并将其余的向量表示成该极大无关组的线性组合. 

该考点是历年真题中考核最为固定、且方法最为固定的一个考核知识点. 具体求解

思路如下： 

先将所给的向量组按列（若为行向量要取转置）排成一个矩阵 A，然后将矩阵 A化

为行最简形矩阵 T，以向量组的秩为 3为例，说明将拼成的矩阵 A化为行最简形矩阵 T

的步骤： 

（1）用变换 1, 2将元素 a11化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a11的整数

倍即可，最后再化为 1）； 

（2）再用变换 3将 a11下方的元素化为 0； 

（3）用变换 1, 2将元素 a22化为 1 (没必要一定化为 1，只要下方的元素是 a22的整数

倍即可，最后再化为 1）； 

（4）再用变换 3将 a22下方的元素化为 0； 

（5）用变换 2 将元素 a33化为 1 (有时也可能是 a44，即第三列无主元，同时没必要

一定化为 1，只要上方的元素是 a33的整数倍即可，最后再化为 1）； 

（6）再用变换 3将 a33上方的元素化为 0； 

（7）再用变换 3将 a22上方的元素化为 0； 

（8）最后若 a11，a22，a33中的元素有不为 1的，再用变换 2将其化为 1，这时就将

矩阵 A化成了行最简形矩阵. 

则①向量组的秩就等于行最简形矩阵 T 的非零行行数（或主元个数），②向量组的

极大无关组为主元所在列对应的原来向量构成，③无主元的列对应的原来向量就为其余

向量，可由该极大无关组线性表出，其表出系数为行最简形矩阵 T中对应列的元素． 

【典型例题】 

【例 3-7】向量组 1 2 3, , , , s    的秩为 r，且 r < s，则（  ）． 

A． 1 2 3, , , , s    线性无关  

B． 1 2 3, , , , s    中任意 r个向量线性无关 

C． 1 2 3, , , , s    中任意 r +1个向量线性相关 

D． 1 2 3, , , , s    中任意 r-1个向量线性无关 

解：答案 C 向量组的秩为 r即极大无关组中线性无关向量个数为 r，因此任意 r +1



 
68 

个向量线性相关  

【例 3-8】已知向量组 1 =

1

1

2

 
 
 
  

， 2 =

1

2

1

 
  
 
 

， 3 = 1

1

 
 
 
 
 

t

的秩为 2，则数 t=__________． 

解：答案为-2．已知向量组的秩为 2由 


























































200

130

11

2130

130

11

112

121

11

t

t

t

t

t

tt

 

可知 2t . 

【例 3-9】设向量组 1 = (1,2,3)， 2 = (4,5,6)， 3 = (3,3,3)与向量组 β1，β2，β3等价，

则向量组 β1，β2，β3的秩为 __________． 

解：答案为 2 向量组等价秩相等．由  1 2 3, , 2r    知向量组 β1，β2，β3的秩为 2． 

【例 3-10】设向量组 1 =(1,2,3,6)， 2 =（1,-1,2,4)， 3 =(-1,1,-2,-8)， 4 =(1,2,3,2)． 

（1）求该向量组的秩与一个极大线性无关组； 

（2）将其余向量表示为该极大线性无关组的线性组合． 

解：





























































































0000

1100

0010

1001

0000

1100

0110

1111

4220

0110

0330

1111

2846

3223

2112

1111

 

（1）向量组的秩为 3，一个极大无关组为 321 ,,  . 

（2） 314   . 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．向量组 1 2 3, , , , s    的秩不为 s (s≥2)的充分必要条件是（  ）． 

A． 1 2 3, , , , s     全是非零向量 

B． 1 2 3, , , , s    全是零向量 

C． 1 2 3, , , , s    中至少有一个向量可由其他向量线性表出 

D． 1 2 3, , , , s    中至少有一个零向量 

2．向量组 1 (1, 2, 0)  ， 2 (2, 4, 0)  ， 3 (3, 6, 0)  ， 4 (4, 9, 0)  的极大线性无关

组为（  ）． 
A． 1 4,   B． 1 3,    C． 1 2,   D． 2 3,   

3．向量组 1 =(1,0,0)， 2 =(1,1,0)， 3 =(1,1,1)的秩为（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
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4．设矩阵 A=

1 0 0

2 2 0

3 4 0

 
 
 
 
 

，那么矩阵 A的列向量组的秩为（  ）． 

A．3 B．2 C．1  D．0 
5．设 1 2 3 4, , ,    是一个 4维向量组，若已知 4 可以表为 1 2 3, ,   的线性组合，

且表示法唯一，则向量组 1 2 3 4, , ,    的秩为（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
6．设向量组 1 2 3, ,   的秩为 2，则 1 2 3, ,   中（  ）． 

A．必有一个零向量   

B．任意两个向量都线性无关           

C．存在一个向量可由其余向量线性表出  

D．每个向量均可由其余向量线性表出 
7．向量组 1 2, , , ( 2)s s≥   的秩不为零的充分必要条件是（  ）． 

A． 1 2 3, , , s    中没有线性相关的部分组 

B． 1 2 3, , , s    中至少有一个非零向量 

C． 1 2 3, , , s    全是非零向量   

D． 1 2 3, , , s    全是零向量 

二、填空题	

1．矩阵 A=

1 0

1 3

1 6

 
 
 
 
 

的行向量组的秩为____________． 

2．向量组 1  = (1, 0, 0)， 2  = (1, 1, 0)， 3  = (-5, 2, 0)的秩是___________． 

3．向量组 1 2 3(1, 0, 0), (1,1, 0), (1,1,1)     的秩为____________. 

4．设有向量 1 =(1,0,-2)， 2 =(3,0,7)， 3 =(2,0,6)，则 1 2 3, ,   的秩是________． 

5．已知向量组 1 2 3

1 0 2

0 1 1
, ,

0 5 2

2 0 4

t
  

     
     
       
     
     
     

的秩为 2，则 t = __________． 

6．向量组 1 2 3(1,1, 0, 2), (1, 0,1, 0), (0,1, 1, 2)      的秩为_____________． 

7．设向量组 T T
1 2(1,0,0) , (0,1,0)   ，且 22211 ,   ，则向量组 21 ,  的

秩为__________． 

8．向量组(1,2)，(2,3)，(3,4)的秩为______________． 

9．向量组 1 = (1,1,1,1)， 2 = (1,2,3,4)， 3 = (0,1,2,3)的秩为______________． 

10．已知向量组 1 2 3(1, 2, 1,1), (2, 0, , 0), ( 1, 2, 4,1)       t 的秩为 2，则数
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t ____________． 
11．设线性无关的向量组 1 2, , , r   可由向量组 1 2, , , s   线性表示，则 r与 s

的关系为_______． 

三、计算题	

1．求向量组 1 = (1,4,3,-2)， 2 = (2,5,4,-1)， 3 = (3,9,7,-3)的秩． 

2．若向量组 1 2 3 4

1 1 2 2

1 , 1 , 6 , 0

1 3 2

   
       

                  
               k k

的秩为 2，求 k的值． 

3．求向量组 1 =
















1

1

1

， 2 =
















5

3

1

， 3 =
















6

2

6

， 4 =














 

5

4

2

的秩与一个极大线性无关组． 

4．求向量组 1 = (1,1,1,3) T， 2 = (-1,-3,5,1) T， 3 = (3,2,-1,4) T， 4 = (-2,-6,10,2) T

的秩和一个极大线性无关组． 
5．求向量组 1 =(1,-1,2,4)， 2 =(0,3,1,2)， 3 =(3,0,7,14)， 4 =(2,1,5,6)， 5 =(1,-1,2,0)

的一个极大无关组． 
6．求向量组 1 =(1,2,1,3)， 2 =(4,-1,-5,-6)， 3 =(1,-3,-4,-7)的秩和其一个极大线性

无关组． 
7．设向量组为 )3,1,0,2(1  ， )1,1,2,3(2  ， )9,5,6,5(3  ， )5,3,4,4(4  ，

求向量组的秩，并给出一个极大线性无关组． 
8．求向量组 1 =（1, 2 , -1, 4）， 2 =(9, 100, 10, 4)， 3 =（-2, -4, 2, -8）的秩和一个

极大无关组． 
9．求向量组 1 = (1, 2, 1, 0) T， 2 = (1, 1, 1, 2) T， 3 = (3, 4, 3, 4) T， 4 = (4, 5, 6, 4) T

的秩与一个极大线性无关组． 

10．设向量组 1

1

2

3

4

 
 
 
 
 
 

 ， 2

1

1

0

4

 
 
 
 
 
 

 ， 3

2

4

6

3

 
 
 
 
 
 

 ， 4

1

2

1

1

 
  
 
 
 

 ，求该向量组的秩和一个

极大线性无关组． 
11．设 1 2 3 4 5(1,1, 2, 3), (1, 1,1,1), (1, 3, 3, 5), (4, 2, 5, 6), ( 3, 1, 5,               

7) ，试求向量组 1 2 3 4 5, , , ,     的秩和一个极大无关组． 

12．求向量组 1 =(-1,2,0,1)T， 2 =(1,2,0,5)T， 3 =(3,2,2,0)T， 4 =(0,4,0,6)T，的秩

和一个极大线性无关组． 
13．设向量组 1 = (1,-1,2,1)T， 2 = (2,-2,4,-2)T， 3 = (3,0,6,-1)T， 4 = (0,3,0,-4)T， 

（1）求向量组的一个极大线性无关组；（2）将其余向量表为该极大线性无关组的线
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性组合． 
14．设向量组 1 = (1,-1,2,4) T， 2 = (0,3,1,2) T， 3 = (3,0,7,14) T， 4 = (1,-1,2,0)T，

求向量组的秩和一个极大线性无关组，并将其余向量用该极大线性无关组线性表示． 
15．求向量组 1 = (1, 1, 1, 3)T， 2 = (-1, -3, 5, 1)T， 3 = (3, 2, -1, 4)T， 4 = (-2, -6, 

10, 2)T的一个极大无关组，并将向量组中的其余向量用该极大无关组线性表出． 
16．设向量组 T T T T

1 2 3 4(1, 4, 1, 0) , (2, 1, 1, 3) , (1, 0, 3, 1) , (0, 2, 6, 3)            ，

求该向量组的秩及一个极大无关组，并将其余向量用此极大无关组线性表示． 

17．求向量组： 1 2 3 4

1 2 5 3

2 1 0 1

, , ,3 2 7 5

1 2 5 3

2 3 4 1

   

       
               
          
       
          

                

的秩，并给出该向量组的

一个极大无关组，同时将其余的向量表示成该极大无关组的线性组合． 
18．设向量组 T T T T

1 2 3 4(2, 1, 3, 1) , (1, 2, 0, 1) , ( 1, 1, 3, 0) , (1, 1, 1, 1)         求向

量组的秩及一个极大线性无关组，并用该极大线性无关组表示向量组中的其余向量． 

19．求向量组： 1

1

2

1

2

 
 
 
 
 
 

 ， 2

2

5

6

5



 
 
 
 
 
 

， 3

3

1

1

1



 
 
 
 
 
 

， 4

1

2

7

3



 
 
 
 
 
 

的一个极大线性无关

组，并将其余向量通过该极大线性无关组表示出来． 
20．设向量组 1 2 3 4(3,1, 2, 0), (0, 7,1, 3), ( 1, 2, 0,1), (6, 9, 4, 3)        ，求其一

个极大线性无关组，并将其余向量通过极大线性无关组表示出来． 
21．求向量组 1 2 3 4(2, 4, 2), (1,1, 0), (2, 3,1), (3, 5, 2)       的一个极大无关组，

并把其余向量用该极大无关组表示． 

22．求向量组 T T T
1 2 3 4(1, 0, 2, 0) , ( 1, 1, 2, 0) , ( 3, 4, 4,1) , ( 6,14,              

T6, 3) 的秩和一个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性

表出. 
23．求向量组 1 =(1,-1,2,1)T， 2 =(1,0,1,2)T， 3 =(0,2,0,1)T， 4 =(-1,0,-3,-1)T，

5 =(4,-1,5,7)T 的秩和一个极大线性无关组，并将其余向量由该极大线性无关组线性表

出． 
24．求向量组 T T T T

1 2 3 4(1, 2, 1) , (2, 5, 1) , ( 1, 3, 6) , (3, 1, 10)          的秩和一

个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性表出. 
25．已知向量组 1  (1,2,  1,1)T, 2  (2,0,t,0)T, 3  (0,  4,5,  2)T， 4  (3,  2,t 

+4,-1)T（其中 t为参数），求向量组的秩和一个极大无关组． 
26．设向量组 1 = (1,1,1,3)T， 2 = (-1,-3,5,1)T， 3 =(3,2,-1,p+2)T， 4 = (-2,-6,10,p)T，
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问 p为何值时，该向量组线性相关？并在此时求出它的秩和一个极大无关组． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C    2．A    3．C    4．B    5．C    6．C    7．B     

二、填空题	

1．2    2．2    3．3    4．2    5．3    6．2    7．2    8．2    9．2    10．3     

11．r≤s 

三、计算题	

1．2    2．2 3．2; 21 ,  4．3； 321 ,,    5. 421 ,,   6．2； 21 ,    

7．2； 21 ,     8．2； 21 ,       9．3； 421 ,,     10．3； 321 ,,       

11．2; 21 ,     12．3； 321 ,,       13． 321 ,,  , 314 3        

14．3； 421 ,,  ． 213 3        15． 321 ,,  , 24 2       

16．3； 321 ,,  ． 3214 32     17．2； 21 , ; 213 2  ， 214        

18．3； 421 ,,  ． 213        19． 321 ,,  ， 3214 2

1

2

3

2

5        

20． 321 ,,  ， 3214 32      21． 21 , ． 213 2

1   ， 214        

22．3； 321 ,,  ， 3214 32       

23．3； 321 ,,  ， 3214 2   ， 315 3   

24．2； 21 , ， 213 511   ， 214 717        

25．当 3t 时，秩为 2， 21 , 为其一个极大无关组；当 3t  时，秩为 3， 321 ,, 

为其一个极大无关组． 

26． p＝2时，秩为 3， 321 ,,  为一个极大无关组． 

考点 4  向量空间 

【考点内容】 

1．向量空间的概念 

定义 3.4.1  n维实行向量全体（或实列向量全体）构成的集合称为实 n维向量空间，

记作 Rn． 
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定义 3.4.2  设 V是 n维向量构成的非空集合，且满足 

（1）若 α, βV，则 α + βV； 

（2）若 αV，kR，则 kαV. 

则称集合 V是 Rn的子空间. 为了叙述方便，我们有时也把 Rn的子空间简称为向量

空间. 

定义 3.4.2 中的条件（1）称为 V对向量的加法运算封闭，条件（2）称为 V对数乘

运算封闭．由于空间的非空性和对加法的封闭性及对数乘的封闭性易见，在任意一个子

空间 V中一定包含零向量. 

上述两个条件可以合并成以下两个条件： 

对任意向量 α，βV和任意常数 k，lR，都有 kα + lβV. 

Rn的子集 V={0}是最简单的子空间. 因为零向量加零向量仍是零向量，零向量乘任

意数后仍是零向量，称 V={0}是零子空间. 

2．生成子空间 

一般的，任意取定向量组 α1, α2,⋯, αmRn，则可证明由它们的线性组合全体所组

成的向量集合 

V={α=k1α1+k2α2,⋯, kmαm| kiR,  i=1, 2,⋯, m} 

一定是 Rn中的一个子空间，记为 V=L(α1, α2,⋯, αm). 并称它为由 α1, α2,⋯, αm生成

的子空间. 

3．向量空间的维数以及坐标 

定义 3.4.3  设 V是 Rn中的一个向量空间，若 V中的向量组 α1, α2,⋯, αr满足： 

（1）α1, α2,⋯, αr线性无关; 

（2）V中的任意一个向量 α都可由向量组 α1, α2,⋯, αr线性表出，即存在常数 k1, k2,⋯, 

krR，使得 

α=k1α1+k2α2 +⋯+ krαr， 

则称向量组 α1, α2,⋯, αr为 V的一个基，其中每个 αi (I =1, 2,⋯, r)都称为基向量．基

中所含向量的个数 r称为 V的维数，记为 dimV=r，并称 V为 r维向量空间. 

由基的定义可知，向量空间 V的一个基，实际上就是向量集合 V中的一个极大线性

无关组，V的维数就是极大无关组中所含向量的个数，也即 V的秩. 因此向量空间的维

数是不变的，它不会随基的改变而改变. 

注意  

（1）V中每个向量的维数 n是指向量中的分量个数. 向量空间 V维数 r是指 V的基

中的基向量的个数．这是两个不同的概念．r维向量空间 V的任意两个基都是等价的线

性无关组，它们都含有 r个向量，且必有 r≤n. 

（2）若 dimV=r，则 V中 r个向量的集合 α1, α2,⋯, αr是 V的基 α1, α2,⋯, αr为线

性无关组． 



 
74 

于是，易得 dimRn = n，dimV=0 V={0}，dim(L(α1, α2,⋯, αm))=r(α1, α2,⋯, αm)，dimV 

= 空间 V中的向量的分量可自由取值的个数. 

定理 3.4.1 设 S: α1, α2,⋯, αr是向量空间 V的一个基，则 V中的任意一个向量 α都

可以用 α1, α2,⋯, αr唯一地线性表出. 

当 α=k1α1+k2α2 +⋯+ krαr成立时，由 r个表出系数组成的 r维向量(k1, k2,⋯, kr)称为

向量 α在此基 S下的坐标. 

当然，同一个向量在不同的基下有不同的坐标，求坐标的方法就是求出系数，也就

是解线性方程组.  

【典型例题】 

【例 3-11】实数向量空间 V={( x1, x2, x3) |x1+ x2 + x3=0}的维数是____________． 

解：答案为 2．因为空间 V中的向量( x1, x2, x3)中的分量，实际可自由取值个数是

2. 
【例 3-12】已知向量组 1 =(1,1,1)， 2 =(1,2,0)， 3 =(3,0,0)是 R3的一组基，则向量

 =(8,7,3)在这组基下的坐标是____________． 

解：答案为  3,2,1 . 由 

1 1 3 8 1 1 3 8 1 1 3 8 1 0 0 3

1 2 0 7 0 1 3 1 0 1 3 1 0 1 0 2

1 0 0 3 0 1 3 5 0 0 1 1 0 0 1 1

       
                    
                

. 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．实数向量空间 1 2 3 1 3{( , , ) | 0}  x x x x xV 的维数是（  ）． 

A．0 B．1  C．2  D．3 
2．实数向量空间 {( , , ) | 3 2 5 0}   x y z x y zV 的维数是（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
3．向量空间 V = , 2 ,3 |（ ） 为任意实数a a a a 的维数是（  ）． 

A．0 B．1  C．2 D．3 

二、填空题	

1．实向量空间 Rn的维数是______________． 
2．向量空间 V={x =(x1，x2，0)T|x1，x2R}的维数为_______________. 

3．向量空间 V={x = (x1, x2, 0)| x1, x2为实数}的维数为_______________． 
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4．实数向量空间 V ={( x1, x2, x3)| 1 2 3x x x  =0}的维数为_______________． 

5．设 1 2 3

1 1 2

0 , 2 , 2

1 1 0

  
     

             
          

，则由 1 2 3, ,   所生成的线性空间 1 2 3( , , )L    的

维数是________． 

三、计算题	

1．求向量 β = (3,-1,2) T在基 1= (1,1,2) T， 2= (-1,3,1) T， 3= (1,1,1) T下的坐标，并

将 β用此基线性表出． 

2．求向量 β = (5,9,-2)在基 1= (1,1,0)， 2= (0,0,2)， 3= (0,3,2)下的坐标，并将 β

用此基线性表出． 

 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C    2．B    3．B    

二、填空题	

1．n     2．2    3．2    4．2    5.2    

三、计算题	

1．   3,2,1      2．
7 4

5, ,
3 3

  
 

 

 



 

第 4 章  线性方程组 

【考核要求】 

学习本章，要求熟练掌握齐次线性方程组的解空间、基础解系及通解的含义和求法，

熟练掌握非齐次线性方程组的有解判别法和通解的求法． 

本章重点：齐次线性方程组有非零解的充要条件；非齐次线性方程组有解的充要条

件；会用矩阵的初等行变换求解线性方程组． 

难点：齐次线性方程组的基础解系的求法． 

考点 1  线性方程组解的条件 

【考点内容】 

1．齐次线性方程组 

（1）设 A是m n 矩阵，则 

① Ax = 0只有零解 r(A)=n；此时，Ax = 0没有基础解系； 

② Ax = 0有非零解 r(A)<n；此时，Ax = 0有无穷多个基础解系. 

当 m < n时，Ax = 0必有非零解，因此必有无穷多个基础解系． 
（2）当 A是 n阶方阵时，Ax = 0只有零解 | 0|A  ； 

Ax = 0有非零解 | | 0 A . 

2．非齐次线性方程组 

定理 4.2.1  Ax = b有解 r(A, b)= r(A)． 

注意：当 r(A, b)= r(A)时，Ax = b必有解；当 r(A, b)= r(A)+1时，Ax = b必无解． 

定理 4.2.3  设 A是m n 矩阵，且 r(A, b)= r(A)= r. 则有以下结论： 

当 r = n时，Ax = b有唯一解； 

当 r < n时，Ax = b有无穷多解； 

因此，当 r(A, b)= r(A)时，Ax = b的解是唯一的 r(A)=n. 

注意：当 r(A)=n时，Ax = b或者无解，或者有唯一解. 当 r(A) < n时，Ax = b或者

无解，或者有无穷多解. 

定理 4.2.4  设 A是 n阶方阵，则有以下结论： 
当 | | 0A 时，Ax = b必有唯一解 1x A b . 

当 | | 0A 时，如果 r(A, b)= r(A)，则 Ax = b有无穷多解；如果 r(A, b)= r(A)+1，则 Ax 
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= b无解. 
因此，当 A是 n阶方阵时，Ax = b有唯一解 | | 0 A . 

【典型例题】 

2 3 2 3 1 1 3 2 3 3 1 1 2 2

2 1 1

1 1 1 =0( , ) ( 3 )

1 1

  



          x x k k k k k k k  

 

【例 4-1】设齐次线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

0

0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

有非零解，则为（  ）． 

A．-1   B．0 C．1  D．2 

解：选 A. 由题意可知，其系数行列式

2 1 1

1 1 1 =0

1 1


 


. 采取代入法，若选 A，则第 2、

3行成比例，满足条件. 

【例 4-2】对非齐次线性方程组 Am×nx =b，设秩(A) =r，则（  ）． 

A．r = m时，方程组 Ax =b有解  

B．r = n时，方程组 Ax =b有唯一解 

C．m = n时，方程组 Ax =b有唯一解  

D．r < n时，方程组 Ax =b有无穷多解 

解：选 A. 由题意. 验证排除法：A，当 r = m时，只有 r(A, b)= r(A)=m，方程组 Ax 

=b有解；B，当 r = n时，有可能 m = n+1, 致使 r(A, b)= r(A)+1，方程组 Ax =b无解；C，

当 m = n时，无法确定 r(A, b)= r(A)；D，当 r < n时，可能 r(A, b)= r(A)+1. 

【例 4-3】若 A，B为 5阶方阵，且 Ax = 0只有零解，且 r(B)=3，则 r(AB)=_______． 

解：答案为 3．由题意可知，r(A)=5，为可逆矩阵，所以 r(AB)= r(B)=3. 

【例 4-4】已知 3元非齐次线性方程组的增广矩阵为

1 1 2 1

0 1 0 1

0 0 1 0

 
  
  

a

a




，若该方程组

无解，则 a的取值为_____________． 

解：答案为 1 . 由题意可知，当 1 0a   ，即 1a   时，r(A)=1，r(A, b)=2，方程组

无解. 
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【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．线性方程组













4284

10352

0

zyx

zyx

zyx

的解为（  ）． 

A．x=2, y=0, z=-2   B．x=-2, y=2, z=0  

C．x=0, y=2, z=-2  D．x=1, y=0, z=-1 
2．已知 T T(1, 2, 1) , (2, 3, 1) 是齐次线性方程组 Ax=0 的两个解，则矩阵 A 可为

（  ）． 

A．（5,-3,-1）    B． 




 

112
135   

C． 








712
321    D．



















135
221
121

 

3．若方程组

0

2 0

2 0

 
   
   

kx z

x ky z

kx y z

仅有零解，则 k （  ）． 

A． 2     B． 1   C．0   D．2 

4．若方程组
1 2 3

2 3

2 3

2 1

3 2

( 3)( 4) ( 2)

x x x

x x

x x




   

   
   
      

有无穷多解，则 =（  ）． 

A．1  B．2   C．3    D．4 

5．已知线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2

4

3

2 2 4

x x x

x ax x

x ax

  
   
  

无解，则数 a =（  ）． 

A．
1

2
     B．0   C．

1

2
   D．1 

6．设 A为 m×n矩阵，齐次线性方程组 Ax=0有非零解的充分必要条件是（  ）． 

A．A的列向量组线性相关 B．A的列向量组线性无关 

C．A的行向量组线性相关 D．A的行向量组线性无关 
7．设 A为 m×n矩阵，则齐次线性方程组 Ax=0仅有零解的充分必要条件是（  ）． 

A．A的列向量组线性无关  B．A的列向量组线性相关 

C．A的行向量组线性无关   D．A的行向量组线性相关 

8．若四阶方阵的秩为 3，则（  ）． 
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A．A为可逆阵  B．齐次方程组 Ax=0有非零解 

C．齐次方程组 Ax=0只有零解 D．非齐次方程组 Ax=b必有解 

9．设 A是 m×n矩阵，已知 Ax =0只有零解，则以下结论正确的是（  ）． 

A．m≥n   

B．Ax =b（其中 b是 m维实向量）必有唯一解 

C．r(A) =m   

D．Ax =0存在基础解系 

10．设 A为 m×n矩阵，m≠n，则齐次线性方程组 Ax =0只有零解的充分必要条件是

A的秩（  ）． 

A．小于 m B．等于 m  C．小于 n   D．等于 n  

11．设 A是 n阶方阵，若对任意的 n维向量 x均满足 Ax = 0，则（  ）． 

A．A= 0   B．A=E    C．r(A) = n  D．0<r(A)< n 
12．设 A为 m n矩阵，且 m n，则齐次方程 0AX  必（  ）． 

A．无解  B．只有唯一解 C．有无穷解 D．不能确定   

13．设 A为 m×n矩阵，A的秩为 r，则（  ）． 

A．r =m时，Ax = 0必有非零解 B．r =n时，Ax = 0必有非零解 

C．r <m时，Ax = 0必有非零解 D．r <n时，Ax = 0必有非零解 

二、填空题	

1．已知方程组







02

0

21

21

txx

xx
存在非零解，则常数 t =____________． 

2．若齐次线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

2 0

3 0

x x ax

x x x

x x x

  
   
   

有非零解，则数a =_________. 

3．若线性方程组
1 2 3

2 3

3

2 3 1

2 2

( 1)

  
    
   

x x x

x x

x 
无解，则数 =_________． 

4．设线性方程组
1

2

3

1 1 1

1 1 1

1 1 2

a x

a x

a x

    
        
        

有无穷多个解，则 a=____________． 

5．设矩阵 A=

1 2 2

2 3

3 4 5

t

 
 
 
 
 

，若齐次线性方程组 Ax=0有非零解，则数 t =________． 

6．已知某个 3 元非齐次线性方程组 Ax=b 的增广矩阵 A经初等行变换化为：
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1 2 3 1

0 2 1 2

0 0 ( 1) 1

A

  
   
   a a a

，若方程组无解，则 a的取值为____________． 

7．非齐次线性方程组 Ax = b有解的充分必要条件是______________． 

8．设 A是 4×3矩阵，若齐次线性方程组 Ax=0只有零解，则矩阵 A的秩 r (A)=____ 

________． 

9．若 A 是 m n 矩阵，且齐次线性方程组 Ax=0 只有零解，则 A 的秩 r(A)= 

___________． 

10．设 A=
11 12

21 22

31 32

a a

a a

a a

 
 
 
 
 

，b=
1

2

3

b

b

b

 
 
 
 
 

，若非齐次线性方程组 Ax=b有解，则增广矩阵 A的

行列式 A =__________． 

11．设 A是 m×n矩阵，若 Ax=0只有零解，则 r(A)= _______________． 

12．设 A为 n阶矩阵，B为 n阶非零矩阵，若 B的每一个列向量都是齐次线性方程

组 Ax=0的解，则|A|=_______________． 

13．若非齐次线性方程组 1 2

1 2

   
    

n

n

ax ax ax k

bx bx bx l




（ , , ,a b k l均不为 0）无解，则____ 

_________. 

参考答案 

一、单项选择题	

1．A    2．A    3．D    4．C    5．D    6．A    7．A    8．B    9．B     

10．D   11．D   12．C   13．D 

二、填空题	 	

1．2    2．-2    3．-1    4．-2    5．2    6．0    7．r(A, b)= r(A)    8．3     

9．n    10．0    11．n    12．0    13． bkal   

考点 2  齐次线性方程的基础解系 

【考点内容】 

定义 4.1.1  设 1 2, , ,   s 为齐次线性方程组 Ax = 0的一个解向量集．如果它满足
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以下两个条件： 
（1） 1 2, , ,   s是线性无关的向量组； 

（2）Ax = 0的任意一个解都可表示为 1 2, , ,   s的线性组合，即 

1 1 2 2 s sk k k       ，k1, k2, , ks是常数，则称 1 2, , , s   是 Ax=0的一个基础

解系． 

由定义可知，Ax=0 的基础解系，实际上，就是 Ax=0 的解空间 V 中的一个基．反

之，Ax=0的解空间 V中的任意一个基，一定是 Ax=0的一个基础解系． 

当 Ax=0 只有零解时，它没有线性相关的解，因而它没有基础解系．当 Ax=0 有非

零解时，它的解空间 V不是零空间{0}，也就是说，V一定是有无穷多个向量的向量组，

因而 V 中一定有无穷多个基（也就是向量集合 V 的极大无关组）．因此只要 Ax=0 有非

零解，那么，它一定有无穷多个基础解系． 

因为 Ax=0的基础解系都是 Ax=0的解空间 V的基，所以它们是等价的线性无关组，

因而必有相同个数的向量，这个个数就是向量空间 V的维数． 

定理 4.1.1  设 A是m n 矩阵，r(A)= r，则 

（1）Ax=0的基础解系中的解向量个数为 n-r； 

（2）Ax=0的任意 n-r个线性无关的解向量都是它的基础解系． 

注意 （1）设 V是 Ax=0的解空间．因为 Ax=0的任意 n-r个线性无关的解向量都

是它的基础解系，也就是它的解空间 V 的基，所以 dimV=n-r．它就是 Ax=0 的（可

以任意取值的）自由未知量的个数． 

（2）基础解系有三个“必须”：向量个数必须是 n-r，它们必须都是 Ax=0的解，而

且它们必须是线性无关的向量组，这三个条件缺一不可! 

【典型例题】 

【例 4-5】设 1 2 3, ,   是齐次线性方程组 Ax=0的一个基础解系，则下列解向量组中，

可以作为该方程组基础解系的是（  ）． 
A． 1 2 1 2, ,           B． 1 2 2 3 3 1, ,           

C． 1 2 1 2, ,      D． 1 2 2 3 3 1, ,         

解：选 B. 排除法：因为基础解系线性无关的向量组，又 A、C、D 都是线性相关

组，所以选项 B正确. 

【例 4-6】若 A为 6阶方阵，齐次线性方程组 Ax=0的基础解系中解向量的个数为 2，

则 r(A)=（  ）． 

A．2  B．3  C．4   D．5 
解：选 C. 因为基础解系中解向量的个数为 2，所以 r(A)=6（总未知量个数）−2 = 4. 
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【例 4-7】齐次线性方程组 1 2 3

1 2 3

0

2 3 0

  
   

x x x

x x x
的基础解系所含解向量的个数为____ 

___________． 

解：答案为 1．因为该齐次线性方程组的 r(A)=2，所以基础解系所含解向量的个数

= 3−2 =1. 

例 4．设 1 2 3    是齐次方程组 0Ax  的基础解系，证明 1 2 2 3 3 1          也是

0Ax  的基础解系． 

证明 因为 1 2    ３是 0Ax  的基础解系，所以 1 2 2 3 3 1          也是方程组

0Ax  的 3个解．下面证明 1 2 2 3 3 1          线性无关．设有 1 2 3, ,k k k ，使得 

1 1 2 2 2 3 3 3 1( ) ( ) ( ) 0k k k           ， 

即 1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0k k k k k k        ．又因为 1 2 3    线性无关，所以必有 

1 3 0k k  ， 1 2 0k k  ， 2 3 0k k  ． 

可解得 1 2 3 0k k k   ，故 1 2 2 3 3 1          线性无关，为方程组 0Ax  的 3 个

线性无关的解．所以 1 2 2 3 3 1          也是  0Ax 的基础解系． 

【例 4-8】设 1 , 2 , 3 是齐次方程组 A x =0的基础解系，证明 1 ， 1 + 2 ， 1 + 2 + 3

也是 Ax =0的基础解系． 
证明 因为 1 2 3, ,   是 Ax 0 的三个解，故由齐次线性方程组解的性质，易知

1 1 2 1 2 3, ,        也是方程组 Ax 0的三个解.  

令 1 1 2 1 2 3 1 2 3( ) ( )k k k           0，得 1 2 3 1 2 3 2 3 3( ) ( )k k k k k k        0， 

由 1 2 3, ,   无关，可得
1 2 3

2 3

3

0

0

0

k k k

k k

k

  
  
 

，进一步解得 1 2 3 0k k k   ， 

所以 1 1 2 1 2 3, ,        线性无关，所以 1 1 2 1 2 3, ,        是 Ax 0的一个基

础解系． 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设 m×n矩阵 A的秩 r(A)=n-3(n>3)， , ,   是齐次线性方程组 Ax=0的三个线性

无关的解向量，则方程组 Ax=0的基础解系为（  ）． 
A． , ,      B． , ,      

C． , ,          D． , ,         

2．设 A为 5阶方阵，若秩(A)=3，则齐次线性方程组 Ax=0的基础解系中包含的解
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向量的个数是（  ）． 

A．2   B．3  C．4 D．5 

3．设 A是 4×6矩阵，r(A) =2，则齐次线性方程组 Ax=0的基础解系中所含向量的

个数是（  ）． 

A．1    B．2 C．3 D．4 

4．设A为 n阶方阵，r(A)<n，下列关于齐次线性方程组Ax=0的叙述正确的是（  ）． 

A．Ax=0只有零解  B．Ax=0的基础解系含 r(A)个解向量 

C．Ax=0的基础解系含 n  r(A)个解向量 D．Ax=0没有解 

5．齐次线性方程组 1 2 3

2 3 4

2 3 0

+ = 0

  
  

x x x

x x x
的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 

6．齐次线性方程组 1 3 4

2 3 4

0

2 0

  
   

x x x

x x x
的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．1   B．2   C．3   D．4 

7．齐次方程 x1+x2-x3=0的基础解系所含向量个数是（  ）． 

A．0 B．1  C．2   D．3 

8．4元齐次线性方程组
2 3 4

1 2 3

1 2 4

2 0

0

3 0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．1 B．2  C．3 D．4   

9．齐次线性方程组 1 2 3

2 3 4

0

2 0

x x x

x x x

  
   

的基础解系中所含解向量的个数为（  ）． 

A.1  B．2   C．3 D．4 

10．设 A为3 4 矩阵，且 A的秩 r(A)=1，则齐次线性方程组 Ax = 0的基础解系所

含解向量个数为（  ）． 

A．4   B．3 C．2  D．1 

二、填空题	

1．3元齐次线性方程组 1 2

2 3

0

0

x x

x x

 
  

的基础解系中所含解向量的个数为________． 

2．齐次线性方程组 1 2 3

1 2 3

2 3 0

2 3 0

x x x

x x x

  
   

的基础解系中所含解向量个数为________． 

3．设 A为 4×5的矩阵，且秩(A)=2，则齐次方程组 Ax= 0的基础解系中所含向量的

个数是_________． 

4．设 A是 m n矩阵，r(A)= r，则 Ax=0的基础解系中所含解向量的个数为________． 
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5．齐次线性方程组 x1+x2+x3=0的基础解系中所含解向量的个数为__________． 

6．设 A为 3 3 矩阵，且方程组 Ax=0的基础解系中含有两个解向量，则 r(A)=_____． 
7．设 1 ， 2 是 5元齐次线性方程组 Ax = 0的基础解系，则 r (A) =____________． 

8．已知 A为 3阶矩阵， 1 2,  为齐次线性方程组 Ax = 0的基础解系，则|A|=_____． 

三、证明题	

1．设 1 , 2 , 3 是齐次方程组 Ax =0的基础解系，证明 1 ， 1 + 2 ， 1 + 2 + 3 也
是 Ax =0的基础解系． 

2．设 1 , 2 , 3 为齐次线性方程组 Ax=0 的一个基础解系，证明 1 2 32    , 

1 2 32    , 1 2 32    也是该方程组的基础解系． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C    2．A    3．D    4．C    5．B    6．B    7．C    8．B    9．B    10．B   

二、填空题	 	

1．1    2．1    3．3    4． rn     5．2    6．1    7．3    8．0 

三、证明题	

1．证明：由已知条件知， 1 ， 1 + 2 ， 1  + 2 + 3 是齐次线性方程组 Ax=0 的三

个解，并可写出矩阵等式，（ 1 ， 1 + 2 ， 1  + 2 + 3 ）＝（ 1 ， 2 ， 3 ）
1 1 1

0 1 1

0 0 1

因为表出矩阵的行列式

1 1 1

0 1 1 1 0

0 0 1

  所以两向量组等价．又由 1 ， 2 ， 3 为齐次线

性方程组 Ax=0的一个基础解系，线性无关，所以 1 ， 1 + 2 ， 1  + 2 + 3 也线性无关，
故 1 ， 1 + 2 ， 1  + 2 + 3 也是 Ax=0的基础解系． 

2．证明：由已知条件知，2 1 + 2 + 3 ， 1 +2 2 + 3 ， 1 + 2 +2 3 是齐次线性

方程组 Ax=0的三个解，并可写出矩阵等式， 

(2 1 + 2 + 3 , 1 +2 2 + 3 , 1 + 2 +2 3 )=( 1 , 2 , 3 )

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 
 
 
 
 

， 
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因为表出矩阵的行列式

2 1 1

1 2 1 4 0

1 1 2

  ，所以两向量组等价．又由 1 ， 2 ， 3 为齐次

线性方程组 Ax=0 的一个基础解系，线性无关，则 2 1 + 2 + 3 ， 1 +2 2 + 3 ，

1 + 2 +2 3 也线性无关，故 2 1 + 2 + 3 ， 1 +2 2 + 3 ， 1 + 2 +2 3 也是该方程

组的基础解系． 

考点 3  线性方程组解的性质及其通解 

【考点内容】 

1．线性方程组解的性质 

（1）齐次线性方程组 Ax  0解的性质 
性质 1 若 1 2,  是齐次线性方程组 Ax 0的两个解，则 1 2  也是 Ax 0的解． 

性质 2 若是齐次线性方程组 Ax 0的解，k是任意常数，则 k 也是 Ax 0的解． 

（2）非齐次线性方程组 Ax b 解的性质 
性质 1  如果 1 2,  是 Ax b的解，则 1 2    是 Ax 0的解． 

性质 2  如果是 Ax b的解，是 Ax 0的解，则  是 Ax b的解． 

2．线性方程组的通解 

（1）齐次线性方程组 Ax 0的通解 
设 1 2{ , , , }n r    是 Ax 0的一个基础解系，则称 1 1 2 2 n r n rk k k        为齐次

线性方程组 Ax 0的通解，其中 1 2, , , n rk k k  为任意常数． 

注意 要知道基础解系中解向量是不能为零向量的． 

齐次线性方程组求通解的思路： 

① 先写出齐次线性方程组所对应的系数矩阵 A，对矩阵 A 进行初等行变换，化到

行最简形矩阵 B为止； 

② 根据行最简形矩阵 B写出对应的同解方程组，同时指出自由未知量，如 x1, x2； 

③ 对自由未知量 x1, x2进行赋值，通常为 x1=1, x2=0与 x1=0, x2=1，就能得到其他未
知量的值，从而可得到基础解系 1 2,  （取值方式可任意选取，只要得到的解向量线性

无关即可，所以最后的通解结果不唯一）； 

④ 写出答案：于是，线性方程组的通解为 ξ=k1ξ1+k2ξ2，k1和 k2为任意实数． 

（2）非齐次线性方程组 Ax b的通解 

定理 4.2.2  设 A是m n 矩阵，且 r(A,b)= r(A)= r，则非齐次线性方程组 Ax = b的一

般解（也称为通解）为 
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*
1 1 2 2+ ,n r n rk k k          

其中， * 为 Ax b的任意一个解（称其为特解）， 1 2, , , n r    为 Ax 0的任意一个基

础解系． 

注意：非齐次线性方程组的通解=自身的特解+对应导出组（即对应的齐次线性方程

组）的通解. 

非齐次线性方程组求通解的思路： 

① 先写出非齐次线性方程组所对应的增广矩阵(A，b)，然后对增广矩阵(A，b)进行

初等行变换，化到行最简形矩阵 T为止； 

② 根据行最简形矩阵 T写出对应的同解非齐次线性方程组，同时指出自由未知量，

如 x1, x2； 

③ 令 x1=x2=0，就可得到最简单的一个特解 η*； 

④ 再写出对应的同解齐次线性方程组，对自由未知量 x1, x2进行赋值，通常为 x1=1, 

x2=0与 x1=0, x2=1，就能得到其他未知量的值，从而可得到基础解系 ξ1, ξ2（取值方式可

任意选取，只要得到的解向量线性无关即可，所以最后的通解结果不唯一）； 

⑤ 写出答案：于是，原非齐次线性方程组的通解为 η=η*+k1ξ1+k2ξ2，k1和 k2为任意

实数． 

 

【典型例题】 

【例 4-9】设 1 , 2 是 Ax=b的解，η是对应齐次方程组 Ax=0的解，则（  ）． 

A．η+ 1 是 Ax=0的解 B．η+( 1 - 2 )是 Ax=0的解 

C． 1 + 2 是 Ax=b的解 D． 1 - 2 是 Ax=b的解 

解：选 B. 根据线性方程组解的性质可知：A，η+ 1 是 Ax=b 的解；C， 1 + 2 是
Ax=2b的解；D， 1 - 2 是 Ax=0的解. 

【例 4-10】设 3 元线性方程组 Ax=b，A 的秩为 2， 1 ， 2 ， 3 为方程组的解，

1 + 2 =(2,0,4)T， 1 + 3 =(1,-2,1)T，则对任意常数 k，方程组 Ax=b的通解为（  ）． 

A．(1, 0, 2)T+ k (1, -2, 1)T B．(1, -2, 1)T+ k (2, 0, 4)T  

C．(2, 0, 4)T+ k (1, -2, 1)T  D．(1, 0, 2)T+ k (1, 2, 3)T 

解：选 D. 由题意可知，导出组基础解系中的解向量个数只有一个，

1 + 2 −( 1 + 3 )=(1, 2, 3)T为其导出组的解，故可作基础解系，只有 D正确. 同时，因为

1 + 2 是 Ax=2b的解，所以可得一特解为(1, 0, 2)T. 或者，根据解的性质也可知， 1 + 2
与 1 + 3 都不是对应导出组的解，故可排除 A、B、C. 

【例 4-11】设 4阶矩阵 A的秩为 3， 1 2,  为非齐次线性方程组 Ax =b的两个不同的

解，c为任意常数，则该方程组的通解为（  ）． 
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A． 1 2
1 2


 c

 
   B． 1 2

12


 c

 
    C． 1 2

1 2


 c

 
   D． 1 2

12


 c

 
  

解：选 C. 由题意可知，导出组基础解系中的解向量个数只有一个，选项中只有

1 2

2

 
可作为基础解系，所以 C正确. 

【例 4-12】设 A 为 3 阶矩阵，且 r(A)=2，若 1 ， 2 为齐次线性方程组 Ax=0 的两

个不同的解．k为任意常数，则方程组 Ax=0的通解为（  ）． 

A．k 1     B．k 2  C．
1 2

2
k

 
 D．

1 2

2

 
k  

解：选 D. 因为基础解系中的解向量不能为零向量，又只有选项 D 的 1 2

2

 
一定

不是零向量，而选项 A、B、C中的向量都可能为零向量，所以选 D. 

【例 4-13】三元方程组 1 3

1 2

0

0

x x

x x

 
  

的通解是____________． 

解：答案为 T(1, 1, 1) , Rk k  . 选 1x 作为自由未知量，可得基础解系 T(1, 1, 1) ，所以

通解可表示为 T(1, 1, 1) , Rk k  . 

【例 4-14】方程 1 2 3 1  x x x 的通解是___________． 

解：答案为 T(1, 0, 0) + T T
1 2 1 2( 1, 1, 0) (1, 0, 1) , , Rk k k k   . 选 2 3,x x 为自由未知量，可得

特 解 T(1, 0, 0) ， 其 基 础 解 系 为 T( 1, 1, 0) ， T(1, 0, 1) ， 所 以 通 解 可 表 示 为
T(1, 0, 0) + T T

1 2 1 2( 1, 1, 0) (1, 0, 1) , , Rk k k k   . 

【例 4-15】设 3 阶矩阵 A=

1 2 2

4 3

3 1 1

 
 
 
  

t ，B 为 3 阶非零矩阵，且 AB=0，则 t 

=______________． 

解：答案 3 . 由题意可知，B的列向量是齐次线性方程组 Ax=0的非零解，故可得

|A|=0，进而可得 t = 3 . 

例 8．求齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

2 4 4 0

2 3 5 5 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

的一个基础解系，并表示出通解． 

解：对该方程组的系数矩阵施行初等行变换 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 2 2

1 2 4 4 0 1 3 3 0 1 3 3

2 3 5 5 0 1 3 3 0 0 0 0

      
            
     
     

A ． 

对应的同解方程组为 



 
88 

1 3 4

2 3 4

2 2 0

3 3 0

x x x

x x x

  
   

，即 1 3 4

2 3 4

2 2

3 3

x x x

x x x

 
   

 

3 4,x x 为自由未知量，分别取 3 41, 0x x  和 3 40, 1x x  可得基础解系 

1

2

3

1

0



 
  
 
 
 

， 2

2

3

0

1



 
  
 
 
 

． 

于是，原方程组的通解可表示为 1 1 2 2k k    ， 1k 和 2k 为任意实数． 

【例 4-16】求非齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1

3 2 0

2 2 3

x x x x

x x x x

x x x

   
    
   

 的通解（要求用它的一个特

解和导出组的基础解系表示）． 

解：对该方程组的增广矩阵施行初等行变换 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 2

( , ) 3 2 1 1 0 0 1 2 2 3 0 1 2 2 3

0 1 2 2 3 0 1 2 2 3 0 0 0 0 0

b

       
                
     
     

A ． 

对应的同解方程组为 

1 3 4

2 3 4

2

2 2 3

x x x

x x x

   
   

，即 1 3 4

2 3 4

2

3 2 2

x x x

x x x

   
   

 

取 3 4 0x x  ，得原方程组的一个特解为 T( 2,3,0,0)   ． 

原方程组的导出组的同解方程组为 1 3 4

2 3 42 2

x x x

x x x

 
   

， 3 4,x x 为自由未知量．分别取

3 1x  ， 4 0x  和 3 40, 1x x  ，可求得基础解系 

1

1

2

1

0



 
  
 
 
 

， 2

1

2

0

1



 
  
 
 
 

． 

于是，原方程组的通解为 1 1 2 2k k      ， 1k 和 2k 为任意实数． 

【例 4-17】求 取何值时，齐次线性方程组
1 2

1 3

1 2 3

3 0

4 0

5 0

x x

x x

x x x

 
  
    

有非零解？并在有非

零解时求出方程组的通解． 

解：该方程组的系数行列式 

1 3 0 1 3 0

4 0 1 4 0 1 ( 3)

5 1 1 0

    
  


 

A ． 
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（1）当 3  时，系数行列式 | | 0A ，方程组有非零解． 

（2）当 3  时，对系数矩阵进行初等行变换  
1 3 0 1 3 0 1 3 0

= 4 0 1 0 12 1 0 12 1

5 3 1 0 12 1 0 0 0

A

     
             
             

 

对应的同解方程组为 

1 2

2 3

3 0

12 0

x x

x x

 
  

，即 1 2

3 2

3

12

x x

x x

 
 

 

2x 为自由未知量，取 2 1x  ，可得基础解系 T( 3,1,12)   ． 

于是，原方程组的通解为 k，k为任意常数． 

例 11．给定线性方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

2

2

x x x a

x ax x

x x ax

   
    
    

 

（1）问 a为何值时，方程组有无穷多个解； 

（2）当方程组有无穷多个解时，求出其通解（要求用它的一个特解和导出组的基础

解系表示）． 

解：对方程组的增广矩阵施行初等行变换 
1 1 1 3 1 1 1 3

( , ) 1 1 2 0 1 0 1

1 1 2 0 0 1 1

a a

b a a a

a a a

    
          
        

 
 
 

A ． 

（1）当 1a  时， r( ) r( , ) 1 3  bA A ，方程组有无穷多个解； 

（2）当 1a  时，对应的同解方程组为 

1 2 3 2x x x    ，即 1 2 32x x x    ， 

取 2 3 0x x  ，得原方程组的一个特解为 T( 2,0,0)   ． 

原方程组的导出组的同解方程组为 1 2 3x x x   ， 2 3,x x 为自由未知量．分别取 2 1x  ，

3 0x  和 2 30, 1x x  ，可求得基础解系 

1

1

1

0


 
   
 
 

， 2

1

0

1


 
   
 
 

． 

于是，原方程组的通解为 1 1 2 2k k      ， 1k 和 2k 为任意实数． 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设 1 2 3, ,   是非齐次线性方程组 Ax = b的解，则（  ）． 
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A． 1 2  也是 Ax = b的解 B． 1 2  也是 Ax = b的解 

C． 1 2  是对应的齐次线性方程组的解 D． 1 2 3    也是 Ax = b的解 

2．设 m×n矩阵 A的秩为 n-1，且 ξ 1， ξ 2是齐次线性方程组 Ax = 0的两个不同的
解，则 Ax = 0的通解为（  ）． 

A．k ξ 1，k∈R     B．k ξ 2，k∈R  

C．k ξ 1+ ξ 2，k∈R  D．k( ξ 1- ξ 2),k∈R 

3．设 1 2,  是非齐次线性方程组 Ax=b的两个不同的解，则（  ）． 

A． 1 2  是 Ax =b的解 B． 1 2  是 Ax =b的解 

C． 1 23 2  是 Ax =b的解 D． 1 22 3  是 Ax =b的解 

4．设 是非齐次线性方程组 Ax =b的解，  是其导出组 Ax =0的解，则以下结论

正确的是（  ）． 
A． +  是 Ax = 0的解 B． +  是 Ax = b的解 

C．  - 是 Ax = b的解 D． -  是 Ax = 0的解 

5．设 3元非齐次线性方程组 Ax= b的两个解为 T(1,0,2) ， T(1, 1,3)  ，且系数

矩阵 A的秩 r (A)=2，则对于任意常数 1 2, ,k k k ，方程组的通解可表示为（  ）． 

A． T T
1 2(1,0, 2) (1, 1,3) k k  B． T T(1,0, 2) (1, 1,3) k  

C． T T(1,0, 2) (0,1, 1) k  D． T T(1,0,2) (2, 1,5) k   

6．已知 1 , 2 是非齐次线性方程组 Ax=b的两个不同的解， 1 , 2 是其导出组 Ax=0

的一个基础解系，C1，C2为任意常数，则方程组 Ax=b的通解可以表示为（  ）． 

A． 1 2

1
( )

2
 β β C1 1  C2 1 2( )   B． 1 2

1
( )

2
 β β C1 1  C2 1 2( )   

C． 1 2

1
( )

2
 β β C1 1  C2 1 2( )β β  D． 1 2

1
( )

2
 β β C1 1  C2 1 2( )β β  

7．设  ，  是非齐次线性方程组 Ax = b的两个解向量，则下列向量中为方程组解

的是（  ）． 

A．     B．  +     C．
1

2  +     D．
1

2  +
1

2   

8．设  ,  是非齐次方程组 Ax=b的解，  是对应齐次方程组的解，则 Ax=b一定

有一个解是（  ）． 
A．  +      B．  -      

C．  +  +      D． 1 2

1 2

3 3
     

9.设 1 2,  是非齐次线性方程组 Ax = b的解，β 是对应的齐次线性方程组 0Ax  的

解，则 Ax = b有解（  ）． 
A. 1 2     B． 1 2     C． 1 2      D． 1 22      

10．设 A，B为 4阶非零矩阵，且 AB =O，若 r(A)=3，则 r(B)=（  ）． 
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A．1    B．2    C．3   D．4 

二、填空题	

1．设 1 , 2 是非齐次线性方程组 Ax=b的解．则 A(5 2 - 4 1 )=____________． 

2．设 1 2,  是齐次线性方程组 Ax = 0的两个解，则 A(3 1 27  ) =_______________． 

3．设 是齐次线性方程组 Ax =0的解，而  是非齐次线性方程组 Ax = b的解，则

(3 2 )A   =______________． 

4．3元齐次线性方程组 1 2

3

2 0

0

 
 

x x

x
的一个基础解系为__________________． 

5．方程组







0

0

32

21

xx

xx
的基础解系为_____________．  

6．方程组 1 2 3 0x x x   的通解是___________． 

7．三元齐次线性方程组 1 2 3 0  x x x 的通解是_______________________． 

8．三元方程 x1+x2+x3=1的通解是_______________． 
9．三元方程 1 3 1 x x 的通解是______________． 

10．非齐次线性方程组 Ax =b的增广矩阵经初等行变换化为

1 0 0 0 2

0 1 0 0 2

0 0 1 2 -2

 
 
 
 
 

，则

方程组的通解是__________________________． 

11．设非齐次线性方程组 Ax =b的增广矩阵为

1 0 0 2 1

0 1 0 1 2

0 0 2 4 6

 
  
 
 





，则该方程组的

通解为_________． 

12 ． 设 A=














333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

为 3 阶 非 奇 异 矩 阵 ， 则 齐 次 线 性 方 程 组













0

0

0

333232131

323222121

313212111

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

的解为_______________． 

13．设齐次线性方程组 Ax =0有解，而非齐次线性方程组 Ax=b有解 ，则 
是方程组_______的解． 

14．已知 x1= (1, 0, -1)T, x2= (3, 4, 5)T是 3元非齐次线性方程组 Ax=b的两个解向量，
则对应齐次线性方程组 Ax =0有一个非零解向量 =__________________． 

15．设 3阶矩阵 A的秩为 2， 1 ， 2 为非齐次线性方程组 Ax=b的两个不同解，则

方程组 Ax=b的通解为________． 
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16．设 3元非齐次线性方程组 Ax = b有解 1 =
















3

2

1

, 2 =
















3  

2  

1

，且 r(A)=2，则 Ax=b

的通解是__________． 
17．已知 Ax=b 为 4 元线性方程组，r(A)=3， 1 , 2 , 3 为该方程组的 3 个解，且

1 1 3

1 3

2 5
,

3 7

4 9

  

   
   
     
   
   
   

，则该线性方程组的通解是______________． 

18．设 n阶矩阵 A的各行元素之和均为 0，且 A的秩为 n-1，则齐次线性方程组 Ax=0

的通解为_______． 

19．设 A是m n 实矩阵，若 r(ATA) =5，则 r(A) =____________． 

20．设 A为m n 实矩阵，则秩（AAT）_______秩（AT）．（填“=”或“ ”） 

三、计算题	

1．求齐次线性方程组
1 3 4

1 2 4

1 2 3 4

5 0

2 3 0

2 0

  
   
    

x x x

x x x

x x x x

的通解． 

2．求齐次线性方程组 












0

0

0

543

321

521

xxx

xxx

xxx

　　　　

　　　　　

　　　　　

的基础解系及其通解． 

3．求齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 0

3 2 4 0

2 3 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
     

的一个基础解系及其通解． 

4．求非齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1

3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

的通解． 

5．求齐次线性方程组
1 2 4

1 2 3 4

1 2 3

2 0

4 0

3 0

  
    
   

x x x

x x x x

x x x

的基础解系及其通解． 

6．当为何值时，齐次方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0

2 0

3 0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

 有非零解？并求其全部非零解． 
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7．求取何值时，齐次方程组













05

04

03)4(

321

31

21

xxx

xx

xx




有非零解？并在有非零解时求出

方程组的通解． 

8．设 3元齐次线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

ax x x

x ax x

x x ax

  
   
   

， 

（1）确定当 a为何值时，方程组有非零解； 

（2）当方程组有非零解时，求出它的基础解系和全部解． 

9．求非齐次线性方程组 1 2

1 2 3

2

3 2 3 1

x x

x x x

 
   

的通解. 

10．求线性方程组












3622

322

342

321

32

321

xxx

xx

xxx

的通解． 

11．求非齐次方程组

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

7

3 2 3 2

2 2 6 23

5 4 3 3 12

    
      
    
     

x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x

的通解． 

12．判断线性方程组













154

242

13

431

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

是否有解，有解时求出它的解． 

13．求线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3

2 2

2 5 4 7

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

的通解．（要求用它的一个特解和导出组的

基础解系表示） 

14．求线性方程组
1 2

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 2 1

5 3 2 2 3

x x

x x x x

x x x x

 
    
    

的通解． 

15．求解非齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

2 4

4 3 6

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

．(要求用它的一个特解和导出组的

基础解系表示) 
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16．求线性方程组

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 3 4

2 3 4 5

2 3

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
    

的通解． 

17．求线性方程组
1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0

2 2 1

2 3 3 1

x x x x

x x x

x x x x

   
   
    

的通解（要求用其一个特解和导出组的基

础解系表示）． 

18．设矩阵

2 2 3 2

1 1 0 , 1

1 2 1 0

   
        
      

A b ． 

（1）求 A-1； 

（2）求解线性方程组 Ax=b，并将 b用 A的列向量组线性表出． 

19．已知线性方程组
1 3

1 2 3

1 2 3

2 1

3 2

2 5

x x

x x x

x x x a

  
   
   

　　

 

（1）求当 a为何值时，方程组无解、有解； 

（2）当方程组有解时，求出其全部解（要求用其一个特解和导出组的基础解系表示）． 

20．当 a, b为何值时，方程组
1 2 3

2 3

1 2 3

1

1

2 3 ( 2) 3

x x x

x x

x x a x b

  
  
     

有无穷多解？并求出其通解． 

21．已知线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2

2

3

x x x

x x x

x x x




 

   
    
    

， 

（1）讨论 λ为何值时，方程组无解、有唯一解、有无穷多个解． 

（2）在方程组有无穷多个解时，求出方程组的通解（要求用其一个特解和导出组的

基础解系表示）． 

22．已知线性方程组
1 2 1

2 3 2

3 1 3

x x a

x x a

x x a

 
  
  

    

（1）讨论常数 321 ,, aaa 满足什么条件时，方程组有解． 

（2）当方程组有无穷多解时，求出其通解(要求用它的一个特解和导出组的基础解

系表示)． 
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23．问 a为何值时，线性方程组

1 2 3

2 3

1 2 3

2 3 4

2 2

2 2 3 6

x x x

x ax

x x x

  


 
   

有唯一解？有无穷多解？并在有

解时求出其解. 

24．设 3元线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2

4 5 5 1

x x x

x x x

x x x




  
   
    

， 

（1）确定当 λ取何值时，方程组有唯一解、无解、无穷多解？ 

（2）当方程组有无穷多解时，求出该方程组的通解（要求用其一个特解和导出组的

基础解系表示）． 

25．设四元方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3

2 2 2

2 7 7

x x x x

x x x x

x x x x t

   
    
    

，问 t取何值时该方程组有解？并在有解时

求其通解． 

26．已知 4元线性方程组

1 2

2 3

3 4

1 4

2

3

1

x x a

x x a

x x a

x x

 
  
  
  

， 

（1）确定 a的值，使方程组有解； 

（2）在有解时，求出其通解（要求用它的一个特解和导出组的基础解系表示）． 

27．已知齐次线性方程组 Ax = 0的一个基础解系为 1 2

2 3

1 , 0

0 1

 
   
       
   
   

，求 r(A)及

该齐次线性方程组. 

四、证明题	

1．设 为 Ax =0的非零解，  为 Ax =b (b  0)的解，证明 与  线性无关． 

2．设为非齐次线性方程组 Ax=b的一个解， 1 2, , , r   是其导出组 Ax =0的一个

基础解系． 
证明 , 1 2, , , r   线性无关． 

3．若 1 , 2 , 3 是 Ax=b(b≠0)的线性无关解，证明 2 - 1 ， 3 - 1 是对应齐次线性方

程组 Ax=0的线性无关解． 

4．设 A为 m n实矩阵，ATA为正定矩阵．证明：线性方程组 Ax =0只有零解． 

5．设 A是 m×n矩阵，证明齐次线性方程组 Ax = 0与 ATAx = 0同解. 
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参考答案 

一、单项选择题	

1．C   2．D   3．C   4．B   5．C   6．A   7．D   8．D   9．D   10．A 

二、填空题	

1．b    2．0    3．2b    4． T( 2, 1, 0)     5． T(1, 1, 1)      

6． T T
1 2 1 2( 1, 1, 0) (1, 0, 1) , , Rk k k k            7． T T

1 2 1 2( 1, 1, 0) ( 1, 0, 1) , , Rk k k k         

8． T(1, 0, 0) + T T
1 2 1 2( 1, 1, 0) ( 1, 0, 1) , , Rk k k k     

9． T(1, 0, 0) + T T
1 2 1 2(0, 1, 0) ( 1, 0, 1) , , Rk k k k        

10． T T(2, 2, 2, 0) (0, 0, 2, 1) , Rk k         11． T T(1, 2, 3, 0) ( 2, 1, 2, 1) , Rk k     

12． T(0, 0, 0)     13．Ax=b    14． T(2, 4, 6)     15． 1 1 2( ), Rk k          

16． T T(1, 2, 3) (2, 0, 0) , Rk k      17． T T(1, 2, 3, 4) (1,1,1,1) , Rk k   

18． T(1, 1, , 1) , Rk k      19．5    20．= 

三、计算题	

1． T T
1 2 1 2( 1, 2, 1, 0) (5, 7, 0, 1) , , Rk k k k    .     

2．基础解系： 1 = T( 1, 1, 0, 0, 0) ， T
2 =( 1, 0, 1, 0, 1)  ，通解： 1 1 2 2 1 2, , Rk k k k   . 

3．基础解系： T
1 =(1, 1, 1, 0) ， T

2 =( 1, 1, 0, 1) ，通解： 1 1 2 2 1 2, , Rk k k k   . 

4．
T

5 1
0 0

4 4

 
 
 
， ，， + T T

1 2 1 2(3, 3, 2, 0) ( 3, 7, 0, 4) , , Rk k k k   . 

5．基础解系为： T(1,1, 2, 1)  ，通解为：x= T(1, 1, 2, 1)k k ，其中 k为任意实数. 

6． 1  ．基础解系 T(0, 1, 1) ．通解为：x  k ， k为任意实数. 

7．当 1   或 3   时， 0D  ，该线性方程组有非零解； 
当 1   时，基础解系为： T(1, 1, 4)    ，通解为 x = k （ k为任意实数）； 

当 3   时，基础解系为 T( 3,1,12)   ，故该方程组的通解为 x = l（ l为任意实数）． 

8.（1）当 2a   或 1a  时，该方程组有非零解． 
  （2）当 2a   时，基础解系为： T(1, 1, 1)  ，故其全部解为：x = k ( k 为任意实

数且 0k  )． 
当 1a  时，基础解系为： T

1 ( 1,1,0)   ， T
2 ( 1,0,1)   ，故其全部解为 1 1 2 2k k  （ 1 2,k k

为任意实数，且 1 2,k k 不同时为 0）． 

9．通解为： T T(1, 1, 0) (3, 3, 5)x k    ,（ k为任意实数）． 

10．通解为：  TT3(0, ,0) 2, 1,12   x k ，（ k为任意实数）． 
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11．通解为： 1 2

16 1 5

23 2 6

0 0 0

0 1 0

0 0 1

x k k

      
           
       
     
     
     
     

，（ 1k ， 2k 为任意实数）． 

12．线性方程组无解． 

13． 1 2

4 3 3

1 1 2

0 1 0

0 0 1

x k k

      
            
     
     
     

，（ 1k 和 2k 为任意实数）． 

14．

8 1

13 1

0 1

2 0

x k

    
   
    
   
   
   

，（ k为任意实数）． 

15． 1 2

3 2 3

2 3 2

0 1 0

0 0 1

x k k

     
             
     
     
     

，（ 1k 和 2k 为任意实数）． 

16． 1 2

1 1 2

2 1 3

0 1 0

0 0 1

x k k

       
             
     
     
     

，（ 1k 和 2k 为任意实数）． 

17． 1 2

1 1 1

1 2 2

0 1 0

0 0 1

x k k

     
             
     
     
     

，（ 1k 和 2k 为任意实数）． 

18．（1） 1

1 4 3

1 5 3

1 6 4

A

  
    
  

． 

   （2）设  1 2 3, ,A    ，则有 1 2 32 3 4     b ． 

19．（1）当 3a   时，方程组有解；当 3a   时，方程组无解． 

   （2）当 3a   时，通解为：
1 2

1 1

0 1

x k

    
       
   
   

，（ k为任意实数）． 
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20．当 1, 0a b   时，该方程组有无穷多解．通解为：

0 2

1 1

0 1

x k

   
       
   
   

，（ k为任

意实数）． 

21．（1）当 2   时，方程组无解；当 2   且 1  时，方程组有唯一解； 

    当 1  时，方程组有无穷多个解． 

   （2）当 1  时，通解为： 1 2

2 1 1

0 1 0

0 0 1

x k k

       
            
     
     

（ 1 2,k k 为任意实数）． 

22．当 1 2 3 0a a a   时，方程组有解． 

    当 1 2 3 0a a a   时，该方程组有无穷多解．通解为：
1 2

2

1

1

0 1

a a

x a k

   
       
   
   

，（ k为

任意实数）． 

23．当 3a  时，有唯一解
1

2

3

2

1

0

x

x

x


 
 

； 

    当 3a  时，有无穷多解．通解为：

2 0

1 3

0 2

x k

   
       
      

，其中 k为任意实数． 

24．当
4

5
   且 1  时，方程组有唯一解；当

4

5
   时，方程组无解； 

    当 1  时，方程组有无穷多解．通解为：

1 0

1 1

0 1

x k

   
        
   
   

，（ k为任意常数）． 

25．当 7t  时，方程组有解．通解为： 1 2

1 1 3

4 4 5

0 1 0

0 0 1

x k k

     
            
     
     
     

，（ 1k 和 2k 为任意实

数）． 
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26．当
1

6
a   时，方程组有解．通解为：

1
15
16
11

2 1
0

x k

 
   
   
       
   
    
 

，（ k为任意实数）． 

27．所求方程组为 1 2 32 3 0x x x   ． 

四、证明题	

1．设 为 Ax =0的非零解，  为 Ax =b (b  0)的解，证明 与  线性无关． 

证法一：设有 1 2,k k ，使 1 2  k k 0，因为 为 Ax  0的非零解， 为 Ax b ( b  0)

的解，故 1 2 1 2 2( )A k k k A k A k b        0，从而 2 0k  ，即 1 2 1    k k k 0；又因

为 0  ，所以 1 0k  ，因此 与  线性无关． 

证法二：（反证法）假设两向量 与  线性相关，则必存在一非零实数 k，使得

k  ，从而  A k  A 0，与  为 Ax b ( b  0)的解矛盾，故 与  线性无关． 

2．设为非齐次线性方程组 Ax=b的一个解， 1 2, , , r   是其导出组 Ax =0的一个

基础解系．证明 , 1 2, , , r   线性无关． 

反证法一：因为 1 2, , ,   r是 Ax 0 的基础解系，所以 1 2, , ,   r线性无关．若

1 2, , , , r    线性相关，则必可由 1 2, , ,   r线性表出，从而为 Ax 0的解，这与

为 Ax b的解矛盾，故 1 2, , , , r    线性无关． 

反证法二：若 1 2, , , , r    线性相关，则存在不全为零的数 1 2, , , , rl k k k ，使

1 1 2 2    r rl k k k    0．若 0l  ，则 1 2
1 2

r
r

k k k

l l l
        ，即可以由 1 2, , ,   r

线性表出，由此可得为 Ax 0的解，与为 Ax b的解矛盾，故 0l  ．从而 1 2, , , rk k k
不全为零，使 1 1 2 2 r rk k k     0，这表明 1 2, , ,   r线性相关，与 1 2, , ,   r为 Ax 0

的基础解系矛盾，所以 1 2, , , , r    线性无关. 

3．若 1 , 2 , 3 是 Ax=b(b≠0)的线性无关解，证明 2 - 1 ， 3 - 1 是对应齐次线性方

程组 Ax=0的线性无关解． 
证明：因为 1 , 2 , 3 是 Ax=b(b≠0)的线性无关解，由非齐次线性方程组的解的结构

性质得， 2 1 3 1,     是对应齐次线性方程组 Ax=0的解．下证其线性无关性，设存在

常数 1 2,k k ，使得 1 2 1 2 3 1 1 2 1 1 2 2 3( ) ( ) ( )k k k k k k               0，由于 1 , 2 , 3 线性
无关，所以 1 2 1 2( ) 0k k k k     ，即 1 2 0k k  ，故 2 1 3 1,     也线性无关． 

综上所述， 2 1 3 1,     是对应齐次线性方程组 Ax=0的线性无关解. 

4．设 A为 m×n实矩阵，ATA为正定矩阵．证明：线性方程组 Ax= 0只有零解． 

证明：因为 TA A为正定矩阵，所以 TA A为 n 阶的可逆矩阵，故齐次线性方程组
T 0A Ax  只有零解． 
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显然 T0 0Ax A Ax   ；又因为 Ax是一个 n维列向量，所以 
T T T T0 0 ( ) 0 0A Ax x A Ax Ax Ax Ax       ， 

故方程组 T 0A Ax  与 0Ax  同解，即 0Ax  只有零解. 

5．设 A是 m×n矩阵，证明齐次线性方程组 Ax = 0与 ATAx = 0同解. 

证明：设 是 Ax 0的解，则  A 0，用 TA 左乘等式两边，有 T  A A 0，从而
是 TA Ax  0的解．反之，设 是 TA Ax  0的解，则 T  A A 0，用 T 左乘等式两边，

有 T T T( ) ( )A A A A     0，从而 也是 Ax 0的解． 

综上，方程组 Ax 0与方程组 TA Ax  0同解. 



 

第 5 章  特征值与特征向量 

【考核要求】 

学习本章，要求熟练掌握实方阵的特征值和特征向量的定义与求法；知道特征值与

特征向量的性质；清楚两个同阶方阵相似的定义和性质；理解方阵与对角矩阵相似的条

件并会用相似变换化方阵为对角矩阵；会计算两个实向量的内积和向量的长度，会判定

两个向量是否正交；了解正交向量组的定义，会用施密特方法把线性无关向量组化为等

价的正交单位向量组；了解正交矩阵的定义、性质及其判定方法；了解实对称矩阵的特

征值和特征向量的性质；会用正交矩阵化实对称矩阵为对角矩阵． 

本章重点：求实方阵的特征值和特征向量；方阵可相似对角化的条件和方法；方阵

的相似对角化；实对称矩阵的正交相似对角化． 

难点：方阵与实对称矩阵的相似标准形的求法． 

考点 1  特征值与特征向量的定义及求解 

【考点内容】 

1．特征值与特征向量的定义 

定义 5.1.1  设 A ( )ija 为 n阶实方阵，如果存在某个数和某个 n维非零列向量 p

满足 Ap p ，则 称为是 A的一个特征值，称 p是 A的属于这个特征值 的一个特征

向量． 

为了给出具体求特征值和特征向量的方法，可将 Ap p 改写成(λEn−A)p=0．再把

λ看成待定参数，那么 p就是齐次线性方程组(λEn−A)x=0的任意一个非零解. 显然，它
有非零解当且仅当它的系数行列式为零：|  En | 0A  . 因此，求特征值 λ就是求特征方

程 |  En | 0A  的根；求特征值 λ对应的特征向量 p就是齐次线性方程组(λEn−A)x=0的

非零解.  

注意：几阶的方阵有几个特征值，出现重根时，按重数计算. 零向量不能作为特征

向量，但特征值可以取 0． 

2．特征值与特征向量的求解 

（1）定义法 
定义 5.1.2  带参数 的 n阶方阵  En A 称为 A的特征方阵，它的行列式 |  En |A
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称为 A的特征多项式，称 |  En | 0A  为 A的特征方程． 

由定义可知，求 n阶方阵 A的特征值就是求它的特征方程 |  En | 0A  的 n个根．对

于任意取定的一个特征值 0 ，A的属于这个特征值 0 的特征向量，就是对应的齐次线
性方程组 0( En )A x  0的基础解系，其线性组合就为属于 0 的全体特征向量． 

求方阵的特征值与特征向量的思路： 

① 写出特征多项式|  E A |，并计算出结果，此时就是行列式计算．若 9个元素均

不为 0，一定要用初等变换法，化出一行或列存在公因式的，然后再算出结果，如例 9； 

② 由特征方程|  E A |=0，即可解出特征值，要知道几阶的方阵就有几个特征值，

出现重根按重数计算； 

③ 对所有特征值逐个求出它们所对应的特征向量，就是求解特征值 λ 对应的齐次

线性方程组( E A )x = 0的基础解系，只是这个地方不说是基础解系是特征向量罢了； 

④ 若求属于每个特征值 λ 的特征向量全体，就是对应齐次线性方程组的通解，只

是通解的系数 k1，k2现是不全为 0的任意实数. 

（2）利用相关定理或结论 
因为方阵 A的特征值 λ满足特征方程|  E A |=0，所以若存在常数 , ( 0)a b b  ，有|aE 

+ bA|=0成立，则方阵 A必存在一个特征值
a

b
  . 另外，还有 

1 1 1 1 1
( 0)   


         Ap p A Ap A p A p p p ， 

* * * * | |
| | ( 0)   


       

A
Ap p A Ap A p A p A p A p p . 

定理 5.1.1  n阶方阵 A和它的转置矩阵 AT必有相同的特征值. 
定理 5.1.2  设 1 2, , ,   n 是 n阶方阵 A ( )ij n na  的全体特征值，则必有

1 1

n n

i ii
i i

a
 

   tr(A)，
1

n

i
i




 | |A ．这里，tr(A)为 A ( )ij n na  中的 n个对角元之和，称为 A

的迹．|A|为 A的行列式． 

注意：该定理给出一个方阵 A的特征值与它的对角元及其行列式之间的关系，并可

借该关系求解二阶方阵的特征值，是历年真题常考核的一个知识点.  
定理 5.1.3  设 A是 n阶方阵， 1

1 1 0( ) 
    m m

m mf x a x a x a x a 为m次多项式， 

f (A)  ma A 1m
ma A 1 m  1a A 0a En 

为对应的 A的方阵多项式．如果 Ap p ，即 是 A的一个特征值，那么 ( )f  一
定是 f (A)的特征值．这说明 ( )f  必是 f (A)的特征值. 特别，当 f (A)= 0时，必有 ( )f  =0，

即当 f (A)= 0时 A的特征值必是对应的 m次多项式 f (x)的根. 
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【典型例题】 

【例 5-1】矩阵
3 1

1 3

 
  

有一个特征值为（  ）． 

A.-3 B．-2 C．1  D．2 

解：选 B. 法一，求解特征方程
3 1

=0
1 3




 
 

，可得 1 = 2  ， 2 = 4  ；法二，利

用定理 5.1.2，有 1 2

1 2

= 6

=8

 
 
 




，解得 1 = 2  ， 2 = 4  . 

【例 5-2】若 | 5 | 0E A n ，则 A一定有特征值（  ）． 

A． 5  B．
1

5
  C．

1

5
 D．5 

解：选 A. 由|aE + bA|=0 =
a

b
  可得，一定有特征值 5 . 

【例 5-3】设 3阶矩阵 A的一个特征值为3，则A2必有一个特征值为（  ）． 

A．9  B．3 C．3 D．9 
解：选 A. 由定理 5.1.3可得，f (A)= A2

，其必有一个特征值为 f (3)= (3)2= 9. 

【例 5-4】设 3阶方阵 A的特征多项式为
2( 2)( 3)     E A ，则 A （  ）． 

A．-18  B．-6  C．6 D．18 
解：选 A. 由题意可知，方阵 A的三个特征值为 2, 3, 3   ，所以由定理 5.1.2得，

| | 18 A . 

【例 5-5】已知 3阶矩阵 A的 3个特征值为 1，2，3，则|A*|= __________． 
解：答案为 36．由定理 5.1.2可知， | | 6A ，从而|A*|= 2| | 36A . 

【例 5-6】设矩阵
2 1 1

0 0

4 1 3

a

 
   
  

A 有一个特征值 2 ，对应的特征向量为

1

2

2

x

 
   
 
 

，

则数 a =_________． 

解：答案为 2．由题意可知，

2 1 1 1 1

0 0 2 2 2 2 4 2

4 1 3 2 2

a a a

    
            
        

. 

【例 5-7】已知-2是矩阵 A=
0 2

2 x

 
 
 

的特征值，则数 x=__________． 

解：答案为 4 . 设另一特征值为，则由定理 5.1.2可得，
2 =

2 =4

x


 


，解 = 2, 4x    . 
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【例 5-8】设矩阵 A=

1 6 3

0 5 3

0 6 4

  
   
 
 

，求矩阵 A的全部特征值和特征向量． 

解 ：由
2

1 6 3

| | 0 5 3 ( 1) ( 2) 0

0 6 4


      

 


   


E A ，得矩阵 A 特征值为

1 2 31, 2      ． 

当 1 2 1   时，齐次线性方程组 ( )E A x  0 所对应的等价方程组为 2 32 0x x  ，

1 3,x x 为自由未知量， 

得其对应的特征向量为
T

1 (1,0,0)p  ，
T

2 (0, 1,2)p   ，则 1 2 1   对应的全部特征

向量为 1 1pk 2 2pk （ 1 2,k k 是不全为零的任意实数）； 

当 3 2   时，齐次线性方程组 ( 2 )E A x   0所对应的等价方程组为
1 3

2 3

0

0

x x

x x

 
  

， 3x

为自由未知量，得其对应的特征向量为
T

3 ( 1, 1,1)p    ，则 3 2   对应的全部特征向量

为 3 3pk （ 3k 为任意的非零实数）． 
【例 5-9】已知 2阶矩阵A的特征值为 1 1  , 2 9  ，对应的特征向量依次为 1 =(-1,1) 

T， 2 = (7,1) T，求矩阵 A． 

解：因为 2 阶矩阵 A 有 2 个线性无关的特征向量，所以矩阵 A 相似于对角矩阵，
即存在可逆矩阵． 

P
1 7

1 1

 
  
 

，使得 1 1 0

0 9
P AP   

   
 

．从而， 

1

1 1 7 1 0 1 7 1 63 1 7 8 71

1 1 0 9 1 1 1 9 1 1 1 28
A P P



            
                     

. 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设 A是 n阶方阵，且|5A+3E | = 0，则 A必有一个特征值为（  ）． 

A．
5

3
  B．

3

5
  C．

3

5
 D．

5

3
 

2．设三阶方阵 A的特征值分别为
1 1

, , 3
2 4

，则 1A 的特征值为（  ）． 

A．
1

2, 4,
3

 B．
1 1 1

, ,
2 4 3

  C．
1 1

, , 3
2 4

 D．2, 4, 3 

3．设 2 是 3阶矩阵 A的一个特征值，则
2A 必有一个特征值为（  ）． 
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A． 8   B． 4  C．4  D．8   

4．设 3 是可逆矩阵 A的一个特征值，则矩阵
1

1

4


 
 
 

A 有一个特征值等于（  ）． 

A．
4

3
   B．

3

4
  C．

3

4
 D．

4

3
 

5．设矩阵 A=

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

，则 A的特征值为（  ）． 

A．1,1,0  B．-1,1,1 C．1,1,1 D．1,-1,-1 

6．矩阵 A=

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
 
 
 
 

的非零特征值为（  ）． 

A．4  B．3  C．2 D．1 
7．设 =2是可逆矩阵 A的一个特征值，则矩阵 2 1( )A 必有一个特征值等于（  ）． 

A．
4

1
 B．

2

1
 C．2 D．4 

8．设 A为 3阶矩阵，且已知|3A+2E|=0，则 A必有一个特征值为（  ）． 

A．
2

3
  B．

3

2
  C．

3

2
  D．

2

3
 

9．设矩阵 A=

1 1 1

1 3 1

1 1 1

 
  
 
 

的三个特征值分别为 λ1，λ2，λ3，则 λ1+λ2+λ3 =（  ）． 

A．4  B．5 C．6 D．7 

10．设 A为可逆矩阵，则与 A必有相同特征值的矩阵为（  ）． 

A．AT  B．A2 C．A-1  D．A* 

11．设 1 ， 2 ， 3 为矩阵 A=

3 9 0

0 4 5

0 0 2

 
 
 
 
 

的三个特征值，则 1 2 3   =（  ）． 

A．20  B．24 C．28 D．30 

12．设三阶矩阵 A的特征值为 1，2，-1，则|A|=（  ）． 

A．-3  B．-2 C．2  D．3 

13．设 3阶矩阵

1 3 3

3 5 3

6 6 4

A

 
   
  

，则下列向量中是 A的属于特征值 2 的特征向量为

（  ）． 
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A．

1

1

0

 
  
 
 

 B．

1

0

1

 
 
 
 
 

 C．

1

0

2

 
 
 
 
 

  D．

1

1

2

 
 
 
 
 

 

14．设矩阵 A=

1 0 0

2 1 2

3 1 2

 
 
 
 
 

，则 A的对应于特征值 0  的特征向量为（  ）． 

A． T(0, 0, 0)  B． T(0, 2, 1)   C． T(1, 0, 1)  D． T(0,1, 1)  

15．设矩阵 A=

4 5 2

5 7 3

6 9 4

 
  
  

，则以下向量中是 A的特征向量的是（  ）． 

A．(1,1,1) T B．(1,1,3) T  C．(1,1,0) T D．(1,0,-3) T 

二、填空题	

1．已知矩阵 A=

1 0 1

0 1 0

1 0 x

 
 
 
 
 

的一个特征值为 0，则 x=____________． 

2．设 A 为 n 阶可逆矩阵，已知 A 有一个特征值为 2，则 1(2 )A  必有一个特征值为

____________． 

3．已知 A有一个特征值-2，则 B=A 2 +2E必有一个特征值___________． 

4．已知  =0 为矩阵 A=

0 2 2

2 2 2

2 2 2

  
  
   

的 2 重特征值，则 A 的另一特征值为

______________． 

5．设 n 阶可逆矩阵 A 的一个特征值是-3，则矩阵
1

21

3


 
 
 

A 必有一个特征值为

_______________． 

6．设 =
















3

2

1

，则 A= T 的非零特征值是_______________． 

7．设 2是矩阵 A的一个特征值，则矩阵 3A必有一个特征值为______________． 

8．矩阵

0 0 1

0 1 0

1 0 0

A

 
   
 
 

的特征值是______________． 

9．设 3阶方阵 A的秩为 2，且 2 5 0 A A ，则 A的全部特征值为______________． 

10．设 A为 3阶矩阵，且| A | = 6，若 A的一个特征值为 2，则 A*必有一个特征值
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为_______________． 

11．设
2 1

1 4
A

 
   

，则 A的特征值是____________． 

12．设 A为 n阶矩阵，且满足|E+2A|=0，则 A必有一个特征值为________． 

13．设
2 4

0 5

 
  
 

A ， 2A A 的一个特征值为 2，则 2A A 的另一个特征值为

___________． 
14．设 3阶矩阵 A满足 3 2 0 E A ，则 A必有一个特征值为________． 

15．矩阵 A=

2 0 0

0 2 0

0 0 2

 
 
 
 
 

的全部特征向量是___________． 

16．已知 3阶方阵 A的特征值为 1，-3，9，则
1

3
A _________． 

17．设 A为 3阶方阵，特征值分别为-2，
2

1
，1，则| 5A-1 |=______________． 

18．设方阵 A有一个特征值为 0，则|A3|=_______________． 

19．设 A为 3阶矩阵，若 A的三个特征值分别为 1，2，3，则| A | =_____________． 

20．设 A 为 3 阶矩阵，2 是 A 的一个 2 重特征值， 1 为它的另一个特征值，则
| |A  ____________． 

21．矩阵
1 2

2 3

 
 
 

的两个特征值之积为_____________. 

22．设矩阵 A=

1 2 2

2 0

2 0 0

  
  
  

x

的特征值为 4，1，-2，则数 x=_______________． 

三、计算题	

1．已知 A=
3 1

7 11

 
 
 

，求其特征值与特征向量． 

2．求矩阵 A=

0 1 1

1 0 1

1 1 0

  
   
   

的全部特征值及对应的全部特征向量． 

3．求矩阵

2 3 2

1 8 2

2 14 3

 
 
 
    

的特征值和特征向量． 
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4．设三阶矩阵 A=

1 4 3

2 5 3

2 4 2

 
  
   

，求矩阵 A的特征值和特征向量． 

5．求矩阵 A =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 
 
 
 
 

的全部特征值和全部特征向量． 

6．设三阶方阵 A 的三个特征值为 1 2 31, 0, 1,      且 A 的属于 1 2 3, ,   的特征

向量依次为 1 2 3

2 0 0

0 , 1 , 2

0 2 5

  
     
            
     
     

，求矩阵 A. 

7．已知 A=

 2   1     2

 5           3

1        2

a

b

 
 
 
   

的一个特征向量 =(1, 1, -1)T，求 a, b及 所对应的特征

值，并写出对应于这个特征值的全部特征向量． 

四、证明题	

1．设 n阶矩阵 A满足 A2=E，证明 A的特征值只能是 1 ． 
2．设 A为 n阶矩阵，k为正整数，且  0kA ，证明 A的特征值均为 0． 

3．已知 A是 n阶矩阵，且满足方程 A2+2A=0，证明 A的特征值只能是 0或-2． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．B     2．A     3．C      4．D     5．B     6．B     7．A     8．B     

9．B     10．A    11．B     12．B    13．B    14．B    15．A 

二、填空题	

1．1    2．
1

4
    3．6    4．4    5．

1

3
    6．14    7．6     8．1，1， 1      

9．0, 5 , 5       10．3   11．3，3    12．
1

2
     13．20      14．

3

2
     

15． T T T
1 2 3 1 2 3(1, 0, 0) (0,1, 0) (0, 0,1) , , , k k k k k k 是不全为零的实数   16． 1      

17． 125     18．0    19．6    20． 4     21． 1     22．2 
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三、计算题	

1．特征值 1 24, 10   ，对应的特征向量分别为 T T
1 2(1, 1) , (1, 7)p p    ． 

2．特征值 1 2   ，对应的全部特征向量为 T
1(1,1,1)k ， 1k 为非零实数； 

特征值 2 3 1   ，对应的全部特征向量为 T T
2 3 2 3(1, 1, 0) (1, 0, 1) , ,  k k k k 是不全为

零的实数． 
3．特征值 1 1  ， 2 3 3   ， 1 1  对应的特征向量 T

1 ( 2, 0,1) p ； 2 3 3   对

应的特征向量 T
2 (1, 1, 2) p ． 

4．特征值 1 0  ， 2 3 1   ， 1 0  对应的特征向量 T
1 (1,1, 1) p ； 2 3 1   对应

的特征向量 T
2 (2,1, 0)p ， T

3 (3, 0, 2)p ． 

5．特征值 1 2 3 0     ，对应的全部特征向量为 T(1, 0, 0)k ， k为非零实数． 

6．

1 0 0

0 4 2

0 10 5

 
  
  

． 

7． 3, 0  a b ， 所对应的特征值 1 ，对应的全部特征向量为 T(1,1, 1)k ，k为非

零实数． 

四、证明题	

1．证明：设 为 A的对应于特征值 的特征向量，则有  A  ．于是由 2 A E，

得 2E A     2 ，从而  21  = 0．而  0，所以有 21 0  ，即 1   ． 
2．证明：设  是矩阵 A 的特征值，且存在向量 p使得  Ap p  ，由此可得

k kA p p  ．又因  0kA ，故 0kA p  ，从而 0k p  ，而 0p  ，所以 0k  ，即 0  ．因

此 A的特征值均为 0． 
3．证明：设为方阵 A的任一特征值，p为 对应的特征向量，则有 Ap p ( 0)p  ，

从而 2 2( 2 ) ( 2 )A A p p     0，因为 0p  ，所以 2 2 0   ，得 0 2  或 ，故 A 的

特征值只能是 0或-2． 

考点 2  方阵的相似变换 

【考点内容】 

1．相似的定义 

定义 5.2.1  设 A 和 B 是两个 n 阶方阵．如果存在某个 n 阶可逆矩阵 P 使得
1B P AP ，则称 A和 B是相似的，记为 A~B. 

当两个 n阶方阵 A和 B之间存在等式 1B P AP 时，我们就说 A经过相似变换变成
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了 B． 
定理 5.2.1  相似矩阵必有相同的特征多项式，因而必有相同的特征值、相同的迹和

相同的行列式． 
注意：该定理给出两个相似方阵的特征值、迹和其行列式之间的关系，是历年真题

常考核的一个重要知识点.  

推论  若 n阶方阵 A与对角矩阵或三角矩阵相似： 



1

2






 
 
 
 
 
 



n

或T 

1

2

* *

*

*






 
 
 
 
 
 





n

. 

则其中的 n个对角元 1 2, , ,   n就是 A的 n个特征值. 

这是由于三角矩阵的特性值就是它的对角元全体. 对角矩阵是特殊的三角矩阵. 

2．相似与等价的关系 

两个矩阵相似一定等价，但等价不一定相似. 因为等价的矩阵有相同的秩，所以两

相似矩阵必有相同的秩. 但有相同秩的矩阵，它们不一定等价，也不一定相似. 若是同

型矩阵有相同的秩，那么它们等价，但不一定相似. 

3．方阵相似于对角矩阵（方阵的可对角化） 

定理 5.2.2  n阶方阵 A相似于对角矩阵 A有 n个线性无关的特征向量． 
定理 5.2.3  设 1 2,p p 分别是 n阶方阵 A的属于两个不同特征值 1 和 2 的特征向量，

则 1p 和 2p 必线性无关． 

定理 5.2.4  设 1 2, , ,   k  是 n阶方阵 A的两两不同的特征值，pi是属于  i的特

征向量，1≤ ≤i k，则 1 2, ,p p , pk是线性无关组． 

n阶方阵 A相似于对角矩阵对于每一个 ri重特征值  i，均存在 ri个线性无关的

特征向量． 

任意一个无重特征值的方阵一定相似于对角矩阵． 

对角元两两互异的三角矩阵一定相似于对角矩阵． 

以 3阶方阵 A为例，求可逆矩阵 P，使得 P-1AP=Λ(或求 A相似标准形，或问 A是

否能相似于对角矩阵)，解题思路： 

（1）根据考点 1，先求出方阵 A的特征值 λ1，λ2，λ3，与线性无关的特征向量 p1, p2 , 

p3； 

（2）若求得的线性无关的特征向量个数与该方阵的阶数相等，则该方阵能相似于对

角矩阵，可对角化，即可直接构造可逆矩阵 P=( p1, p2 , p3)，就有 

P-1AP=Λ=diag(λ1，λ2，λ3). 

 



特征值与特征向量
   第 5 章 111 

【典型例题】 

【例 5-10】若 2阶矩阵 A相似于矩阵 B=
2 0

2 3

 
  

，E为 2阶单位矩阵，则与矩

阵 E-A相似的矩阵是（  ）． 

A．
1 0

1 4

 
 
 

  B．
1 0

1 4

 
  

  C．
1 0

2 4

 
  

 D．
1 0

2 4

 
   

 

解：选 C. 特征矩阵法：因为相似的方阵有相同的特征值，所以 A的两个特征值为

2 3， ，就取
2

3
A

 
   

，从而
1

4
E A

 
   

 
，只有 C选项的特征值与其相符. 

【例 5-11】设矩阵 A =

1

2

1

 
 
 
  

，则与矩阵 A相似的矩阵是（  ）． 

A．

1 1

1 2

3

 
  
 
 

 B．

0 1

1 0

2

 
 
 
 
 

 C．

2

1

1

 
 
 
 
 

  D．

1

2

1

 
  
 
 

 

解：选 B. 根据相似方阵有相同的迹和其行列式值也相同，即可选出 B. 

【例 5-12】下列说法错误．．的是（  ）． 

A．两个同阶方阵秩相等，则它们等价  

B．两个同阶方阵等价，则它们的秩相等 

C．两个同阶方阵相似，则它们一定等价   

D．两个同阶方阵等价，则它们一定相似 

解：选 D. 根据矩阵相似与等价的关系，可知选 D. 

【例 5-13】设 3阶方阵 A的特征值为 1，-1，2，则下列矩阵中为可逆矩阵的是（  ）． 

A．E-A B．-E-A  C．2E-A  D．-2E-A 

解：选 D. 特征矩阵法：取

1

1

2

A

 
   
 
 

，可知只有 D 选项行列式值不为零，是

可逆矩阵. 

【例 5-14】设 n阶矩阵 A有一个特征值 3，则|-3E+A|=____________． 

解：答案为 0．特征矩阵法：取 A为主对角线上有一个元素为 3的对角矩阵，则-3E+A

主对角线上就有一个元素为 0，从而其行列式值为 0. 
【例 5-15】设 A 为 3 阶矩阵， r( ) 2A ，若存在可逆矩阵 P，使 1 P AP B，则

r( ) B ____________． 



 
112 

解：答案为 2．由相似矩阵有相同的秩即可得. 

【例 5-16】设矩阵 A与 B=

2

3

3

 
 
 
  

相似，则|A2-E|=____________. 

解：答案为 192．特殊矩阵法：取 A=

2

3

3

 
 
 
  

，则 A2-E

3

8

8

 
   
 
 

，从而行列

式值为 192. 

【例 5-17】若 A =

2 0 0

0 0 1

0 1 x

 
 
 
 
 

与 B =

2 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

相似，则 x =____________． 

解：答案为 0．由相似矩阵有相同的迹即可得. 

【例 5-18】设矩阵 A=

3 2 2

0 1 0

4 2 3

 
  
  

，求可逆方阵 P，使 P -1AP为对角矩阵． 

解：由于 2

3 2 2

| | 0 1 0 ( 1) ( 1)

4 2 3

 
     

  
E A


   


，得 A 的三个特征值为

1 2 31, 1      . 

对特征值 1 2 1    对应的特征向量满足 1 2 3

1 2 3

4 2 2 0

4 2 2 0

   
   

x x x

x x x
，即 1 2 32 0x x x    ， 

得两个线性无关的解： T T
1 2( 1, 2, 0) , (1, 0, 2)    ； 

对特征值 3 1  对应的特征向量满足
1 2 3

2

1 2 3

2 2 2 0

2 0

4 2 4 0

x x x

x

x x x

   
 
   

，即 1 3x x ， 2 0x  ，令

3 1x  ，得 T
3 (1, 0, 1)  . 

令 1 2 3

1 1 1

( , , ) 2 0 0

0 2 1

  
 
    
 
 

P ，则 P为可逆方阵，且有 1

1

1

1

P AP

 
   
 
 

． 

【例 5-19】已知矩阵 A 
2 0 0

0 0 1

0 1

 
 
 
 
 x

与 B 
2 0 0

0 0

0 0 1

y

 
 
 
  

相似，求参数 x与 y的值． 

解：因为 | | 2A   ， | |B   2y，所以由相似矩阵有相同的迹和相同的行列式得
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2 2

2 2 1

  
    

y

x y
，解得

0

1

x

y


 

. 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．设矩阵 A=

1 1 1 1

0 2 1 1

0 0 3 1

0 0 0 3

 
 
 
 
 
 

，则 A的线性无关的特征向量的个数是（  ）． 

A．1 B．2 C．3  D．4 

2．设 A与 B是两个相似 n阶矩阵，则下列说法错误．．的是（  ）． 

A． A B   B．秩(A) = 秩(B)  

C．存在可逆阵 P，使 P -1AP =B D． E -A= E -B 
3．设 3阶矩阵 A与 B相似，且已知 A的特征值为 2，2，3，则 1| |B （  ）． 

A．
12

1
  B．

7

1
 C．7 D．12 

4．若 A与 B相似，则（  ）． 

A．A，B都和同一对角矩阵相似 B．A，B有相同的特征向量 

C．A-λE =B-λE  D．|A|=|B| 

5．已知矩阵 A与对角矩阵 D=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
  
  

相似，则 A2=（  ）． 

A．A B．D  C．E D．-E 

6．设 A=

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

，则下列矩阵中与 A相似的是（  ）． 

A．

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 B．

1 1 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

 C．

1 0 0

0 1 1

0 0 2

 
 
 
 
 

 D．

1 0 1

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 

7．若矩阵 A与对角矩阵 D =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
  
 
 

相似，则 A3=（  ）． 

A．E B．D C．A   D． E 
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8．若矩阵 A与对角矩阵 D =

1

1

1

 
  
  

相似，则 A2 =（  ）． 

A．E B．A  C．E D．2E 

9．若 3阶方阵 A与对角阵

2 0 0

= 0 0 0

0 0 3

 
 
 
 
 

 相似，则下列说法错误的是（  ）． 

A．| A |=0            B．| A+E |= 0           

C．A有三个线性无关特征向量  D．r(A)=2 

10．设 A为 3阶方阵，其特征值分别为 2, 1, 0，则| A+2E |=（  ）． 

A．0 B．2  C．3 D．24 

11．若同阶方阵 A与 B等价，则必有（  ）． 

A．| A | = | B |  B．A与 B相似 C．r( A ) = r( B ) D．
1 1

n n

ii ii
i i

a b
 

   

12．设 3阶实对称矩阵 A的特征值为 λ1=λ2=0，λ3=2，则秩(A) =（  ）． 

A．0 B．1  C．2 D．3 

13．设 A为 n(n≥2)阶矩阵，且 A2=E，则必有（  ）． 

A．A的行列式等于 1  B．A的逆矩阵等于 E   

C．A的秩等于 n  D．A的特征值均为 1 

14．已知 3阶矩阵 A的特征值为-1，0，1，则下列矩阵中可逆的是（  ）． 

A． A  B． E A  C． E A   D． 2E A  
15．设三阶矩阵 A 有特征值 0，1，2，其对应特征向量分别为 1 2 3, ,   ，令

3 1 2( , , 2 )P    ，则 1P AP （  ）． 

A．

2 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 B．

2 0 0

0 0 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 C．

0 0 0

0 1 0

0 0 4

 
 
 
 
 

 D．

2 0 0

0 0 0

0 0 2

 
 
 
 
 

 

二、填空题	

1．设三阶方阵 A的特征值分别为-2、1、1，且 B与 A相似，则 2B =___________． 

2．设三阶方阵 A的三个特征值为 1，2，3，则|A+E|=___________． 

3．设 3阶实对称矩阵 A的特征值为 λ1=λ2=3，λ3=0，则 r(A)= __________． 

4．已知 3阶矩阵 A的特征值为 0，-2，3，且矩阵 B与 A相似，则|B+E|=______． 

5．已知 3阶矩阵 A的特征值分别为 1，2，3，则|E+A|=_____________． 

6．已知 A相似于
1 0

0 2

 
  
 

 ，则 | | A E ______________． 
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7．设 A为三阶方阵，其特征值分别为 1，2，3，则 1| |A E   ____________． 

8．若三阶矩阵 A的特征值分别为 1，2，3，则| A+2E | =____________． 

9．设方阵 A有一个特征值为 8，则 det (-8E+A) =______________． 

10．若矩阵 A=
1 0

0 4

 
 
 

与矩阵 B=

3 
 
 

b

a x
相似，则 x=_____________． 

11．与矩阵 A=
1 2

0 3

 
 
 

相似的对角矩阵为______________． 

12．设 3阶矩阵 A与 B相似，若 A的特征值为
1 1 1

, ,
2 3 4

，则行列式 1| |B  ______． 

13．与矩阵
1 2

2 1
A

 
  
 

相似的对角矩阵是______________． 

14．设 A相似于

1 0 0

0 1 0

0 0 1


 
   
 
 

，则 4A  ______________． 

15．已知矩阵 A=

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
 
 
 
 

与对角矩阵 D=

1 0 0

0 1 0

0 0 a

 
  
 
 

相似，则数 a=__________． 

三、计算题	

1．求矩阵 A =

1 0 0

0 1 0

0 2 1

 
 
 
 
 

的特征值，并判定 A能否与对角矩阵相似（需说明理由）． 

2．设矩阵 A=

4 10 0

1 3 0

3 6 1

  
 
 
 
 

，求可逆矩阵 P及对角矩阵 D，使得 P -1AP =D． 

3．设 A=

2 2 0

2 1 2

0 2 0

 
   
  

，求 P使 1P AP为对角矩阵． 

4．设矩阵 A= 







21

78
， 

（1）求矩阵 A的特征值与对应的全部特征向量． 

（2）判定 A 是否可以与对角矩阵相似，若可以，求可逆矩阵 P 和对角矩阵，使
得 1  P AP ． 
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5．设矩阵 A=

1 0 0

0 2 1

0 1 2

 
 
 
 
 

，求可逆矩阵 P，使 P-1AP为对角矩阵． 

6．设矩阵 B=

2 0 1

3 1 3

4 0 5

 
 
 
 
 

， 

（1）判定 B是否可与对角矩阵相似，说明理由； 

（2）若 B可与对角矩阵相似，求对角矩阵和可逆矩阵 P，使 P -1BP=． 

7．已知 A =

3 2 0

2 6 0

0 0 3

 
  
 
 

，求可逆矩阵 P使 1P AP为对角阵． 

8．设矩阵 A=

2 0 0

0 3

0 3

a

a

 
 
 
 
 

的三个特征值分别为 1, 2, 5，求正的常数 a的值及可逆矩

阵 P，使 P -1AP=

1 0 0

0 2 0

0 0 5

 
 
 
 
 

． 

9 ． 设 矩 阵 



















12

05
,

34

21
BA ， 存 在 T T

1 2(1,2) , ( 1,1)    ， 使 得

,5 11  A 22  A ；存在 T T
1 2(3,1) , (0,1) ,   使得 1 1 2 25 ,B B      ．试求可逆

矩阵 P ，使得 1P AP B  ． 

10．设矩阵 A=

1 1 1

1 3 1

1 1x

 
  
 
 

与对角矩阵

1 0 0

0 2 0

0 0 2

 
   
 
 

B 相似，求数 x与可逆矩阵 P，

使得 1 P AP B． 

11．设 A=
2 1

1 2

 
  

，求 An． 

12．设矩阵 P =
1 4

1 1

  
 
 

，D =
1 0

0 2

 
 
 

，矩阵 A由矩阵方程 1P AP D  确定，试求

A5． 

13．已知矩阵 A=

1 1

3 1

1 1 1

 
 
 
 
 

a

a 与 B =

0 0 0

0 1 0

0 0

 
 
 
 
 b

相似，求数 ,a b的值. 
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14．已知矩阵 A相似于对角矩阵 Λ=
1 0

0 2

 
 
 

，求行列式 | |A E 的值． 

15．已知 2阶方阵 A的特征值为 1 1 及 2

1

3
  ，方阵 2B A ， 

（1）求 B的特征值；             （2）求 B的行列式． 

16．已知 3阶矩阵 A的特征值为-1, 1, 2，设 B = A2+2A-E，求 

（1）矩阵 A的行列式及 A的秩；    （2）矩阵 B的特征值及与 B相似的对角矩阵． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C    2．D    3．A    4．D    5．C    6．A    7．D    8．A    9．B     

10．D   11．C   12．B   13．C   14．D   15．B 

二、填空题	

1． 16     2．24    3．2    4． 4     5．24    6． 2     7．0    8．60    9．0     

10．2    11．
1

3

 
 
 

    12．24    13．
1

3

 
 
 

    14．

1

1

1

 
 
 
 
 

或 E3    15．5 

三、计算题	

1．特征值 1 2 3 1     ，A只有两个线性无关的特征向量，所以 A不能与对角矩

阵相似. 

2．

2 0 5

1 0 1

0 1 3

 
   
  

P ，

1

1

2

 
   
  

D ，使得 1P AP D  . 

3．

2 2 1

1 2 2

2 1 2

 
    
 
 

P ，使得 1

1

4

2



 
    
  

P AP  . 

4．（1）特征值 1 1  ，对应的全部特征向量为 T
1(1, 1)k  ， 1k 为非零实数；特征值 2 9  ，

对应的全部特征向量为 T
2 (7,1)k ， 2k 为非零实数； 

（2）A 存在两个线性无关的特征向量，可以与对角矩阵相似， P
1 7

1 1

 
  

，


1

9

 
 
 

，使得 1 P AP  . 
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5． P

1 0 0

0 1 1

0 1 1

 
 
 
  

，使得 1

1

1

3



 
    
 
 

P AP  . 

6．（1）B存在三个线性无关的特征向量，可以与对角矩阵相似； 

（2） P

0 1 1

1 0 3

0 1 4

 
 
 
 
 

， 
1

1

6

 
 
 
 
 

，使得 1 P BP  . 

7． P

2 0 1

1 0 2

0 1 0

 
  
 
 

，使得 1  P AP 
2

3

7

 
 
 
 
 

.    8．a=2， P

0 1 0

1 0 1

1 0 1

 
  
 
 

. 

9． P
2 13
1 13

 
 
 
 

.    10．x=1， P

1 1 0

1 0 1

1 1 1

 
 
 
 
 

.    11．
3 1 3 11

2 3 1 3 1

n n

n n

   
 
   

.     

12．
43 44

11 12

 
   

.     13．a=1，b=4.       14．x=0，y=1.         

15．（1）B的特征值为 1，
1

9
，（2）

1
| |

9
B . 

16．（1）| | 2 A ，r(A)=3；（2）B的特征值为 2 ，2，7，B的相似对角矩阵为
2

2

7

 
 
 
 
 

. 

考点 3  向量内积和正交矩阵 

【考点内容】 

1．向量的内积与长度 
设 1 2( , , , )   na a a ， 1 2( , , , )nb b b   为两个 n维行向量，则 

（1） 与  的内积：
1

( , )
n

i i
i

a b 


  ，即对应分量的乘积之和． 

（2） 的长度： 2

1

|| || ( , )  


  
n

i
i

a ，即所有分量平方和的正平方根．特殊地，

当 || || 1  ，即 2

1

1
n

i
i

a


 时，称 为单位向量． 

对于任取的 , R, , , R    nk l ，有以下基本性质 

（1）对称性 ( , ) ( , )    . 
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（2）线性性 ( , ) ( , ) ( , )      k k k ， ( , ) ( , ) ( , )         . 

它们可以合并为 ( , ) ( , ) ( , )        k l k l . 

（3）正定性 ( , ) 0≥  ，而且 ( , ) 0 0     . 

任意一个非零向量 1 2( , , , )   na a a 都可以单位化：
1 


  . 

2．两向量正交 
定义 5.3.3  设 1 2( , , , )na a a   ， 1 2( , , , )nb b b   为两个 n维行向量，如果其内积

( , ) 0   ，即
1

0
n

i i
i

a b


 ，则称 与  正交，记为  ． 

由定义可知，零向量与任意同维的向量都正交；反之，若某个向量与同维的任意一

个向量都正交，则其必是零向量． 
定义 5.3.4  如果一个同维向量组中不含有零向量，且其中任意两个向量都是正交的

（简称为两两正交），则称这个向量组为正交向量组．每个向量都是单位向量的正交向

量组称为标准正交向量组，或两两正交的单位向量组．n维标准单位向量组就是标准正
交向量组． 

定理 5.3.1  正交向量组一定是线性无关组． 

3．正交矩阵 

定义 5.3.6  如果 n阶实方阵 A满足 AAT = En，则称 A为正交矩阵. 

正交矩阵的基本性质 

设 A是 n阶正交矩阵，则有以下结论： 

（1）|A|= ±1. 

（2）A-1 = AT. 

（3）正交矩阵的转置矩阵和逆矩阵也是正交矩阵. 

（4）正交矩阵 A的伴随矩阵 A*必是正交矩阵. 

（5）对于任意的 n维列向量 α，β，都有内积等式(Aα, Aβ)=(α, β). 

事实上，注意到 Aα是列向量，必有内积等式 

(Aα, Aβ)=(Aα)T(Aβ)=αTATAβ=αTβ=(α, β) 

因此||Aα||=||α||，以及(α, β)=0（Aα, Aβ）=0 

定义 5.3.7  设 A是 n阶正交矩阵，x，y是两个 n维列向量，则称线性变换 y = Ax

为正交变换． 

当 A是 n阶正交矩阵时，内积等式(Aα, Aβ)=(α, β)说明，正交变换一定不改变任何

两个向量的内积，因此，也不改变向量的长度，而且还保持两个向量之间的正交性不变.

因此，正交变换一定把标准正交向量组变成标准正交向量组. 

定理 5.3.2  两个同阶的正交矩阵的乘积一定是正交矩阵. 

定理 5.3.3  n 阶实方阵 A 是正交矩阵 A 的 n 个行向量是标准正交向量组 A

的 n个列向量是标准正交向量组. 
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定理 5.3.4  设 A是 n阶正交矩阵，是 A的任意一个特征值，则 0  且 1 也是 A
的特征值，同时也是 1A 的特征值． 

【典型例题】 

【例 5-20】设向量α =(4,-1,2,-2)，则下列向量是单位向量的是（  ）． 

A．
3

1 α  B．
5

1 α   C．
9

1 α   D．
25

1 α  

解：选 B. 因为 = 16 1 4 4=5   ，所以根据单位化公式可得
1

=
5

  . 

【例 5-21】若 (1, 1, )  t 与 (1, 1, 1)  正交，则 t=（  ）． 

A．  2 B．  1  C．0 D．1 
解：选 A. 由正交定义可知， ( , )   1+1+t =0，得 t = -2. 

【例 5-22】设 P为正交矩阵，向量 , 的内积为( ,  ) =2，则( ,P P  ) =（  ）． 

A．
2

1
  B．1 C．

2

3
  D．2 

解：选 D. 根据正交变换一定不改变任何两个向量的内积可知，(Pα, Pβ)=(α, β)=2. 

【例 5-23】设 A是 3阶正交矩阵， T1, 2, 2X （ ），则 1A X =____________. 

解：答案为 3．因为 A是正交矩阵，所以 1A 也是正交矩阵， 1A X 同样是正交变换，

从而有 1 3  A X X . 

【例 5-24】已知 A=

1
0

2
1

0
2

0 0 1

a

b

 
 
 
 
 
 
 
 
 

是正交矩阵，则 a +b=_______________． 

解：答案为 0．因为 A 是正交矩阵，所以 A 的行向量组两两正交，则有
1 1 1

( ) 0
2 2 2

a b a b    0a b   . 

【例 5-25】设向量组 T T T
1 2 3(1, 1, 1,1) , (1,1, 0, 0) , (1, 1, 2, 0)        .求一个非零

向量 4 ，使得 4 与 1 2 3, ,   均正交. 

解：设 T
4 1 2 3 4( , , , )x x x x  ，因为 4 与 1 2 3, ,   均正交，代入得齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2

1 2 3

0

0

2 0

x x x x

x x

x x x

   
  
   

， 

解得该方程组的一个基础解系为 T( 1, 1, 1, 3) ，从而取 T
4 ( 1, 1, 1, 3)   ，即为所求
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的向量，满足题目要求. 
注意 该题答案不唯一，所求向量可以是 T( 1, 1, 1, 3) 的任意非零常数倍． 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．若向量
1

, 1,
3

   
 

k k k 与向量 (1, 1, 0)正交，则（  ）． 

A． 1  B．0 C．
3

4
 D．

4

3
 

2．下列向量中与 =(1,1,-1)正交的向量是（  ）． 
A． 1 =（1,1,1） B． 2 =（-1,1,1） C． 3 =（1,-1,1） D． 4 =（0,1,1） 

3．设 A为正交矩阵，则以下结论不正确．．．的是（  ）． 

A．A的行列式一定等于 1 B．A-1是正交矩阵 

C．A的列向量组为正交单位向量组 D．A的行向量组为正交单位向量组 

4．下列矩阵是正交矩阵的是（  ）． 

A．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
  
  

  B．
2

1
1 0 1

1 1 0

0 1 1

 
 
 
 
 

  

C．
cos sin

sin cos

 
  

 
 

  D．

32 1
2 6 3

6 30 6 3

10 32
2 6 3

 
 
 
 
 
  
 

 

5．若向量 =(1，-2，1)与  =(2，3，t)正交，则 t=（  ）． 

A．-2 B．0  C．2  D．4 
6．设向量 (1, 2, 3)   与 (2, , 6)  k 正交，则数 k为（  ）． 

A．-10 B．-4 C．3  D．10 
7．若 A为正交矩阵，则下列矩阵中不是正交矩阵的是（  ）． 

A． 1A   B． 2A  C． 2A   D． TA    

8．设 A为 n阶正交矩阵，则行列式|A2| =（  ）． 

A．-2 B．-1 C．1  D．2 

二、填空题	

1．设向量 =(1,2,3)，  =(3,2,1)，则向量 ，  的内积( ,  )=____________． 
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2．已知 3维向量 =(1,3,-1)T，  =(-1,2,4)T，则内积( ,  )=____________． 

3．设向量 1 (1, 2, 1)   ， 2 (3, 2, 1)  ，则内积 1 2( , )   ____________． 

4．设向量 1  (1,-2,2)T， 2  (2,0,-1)T，则内积 1 2( , )   ____________. 

5．已知向量 = (2,1,0,3)T， =(1,-2,1,k) T， 与  的内积为 2，则数 k =__________． 

6．设 与  内积( ,  )=2，  =2，则内积(2 +  , -  )=___________． 

7．已知 P是 3阶正交矩阵，向量

1 1

3 , 0

2 2

 
   
       
   
   

，则内积 ( , )P P   __________． 

8．设向量 = (1,1,1)，则它的单位化向量为_____________． 

9．设向量 = ( b,
2

1
,

2

1
) T为单位向量，则数 b =______________． 

10．设向量
1

(2, 1, ,1)
2

   ，则 的长度为 __________． 

11．设 =(-1,2,2)，则与 反方向的单位向量是_________________． 

12．设向量 = (1,2,3,4)，则 的单位化向量为_____________． 

13．设 P为 n阶正交矩阵，x是 n维单位长的列向量，则||Px||=______________． 

14．设向量 (3, 4)  T ，则 的长度  =__________． 

15．设向量  1,3,3 ，则 的长度   ___________． 

16．向量 (3,2, ,1), ( , 1,2,1)   t t 正交，则 t  _____________． 

17．已知向量 T(3, , 2)kα 与 T(1,1, )kβ 正交，则数 k _____________． 

18．设向量 =(1,2,-2)，  =(2,a,3)，且 与  正交，则 a=____________． 

19．已知向量 = (1,2,-1)与向量  = (0,1,y)正交，则 y =_________． 

20．设向量 1  (-1,1,-3)， 2  (2,-1, )正交，则  =_______________． 

21．设

1 1

1 , 2

1 t

   
       
   
   

  ，且 与  正交，则 t =____________． 

22．若 A =

1 1
0

2 2
0 1 0

1
0

2
x

 
 
 
 
 
  
 

是正交矩阵，则 x ____________． 

23．与向量(1,0,1)T和(1,1,0)T均正交的一个单位向量为_____________. 

24．与向量(3,-4)正交的一个单位向量为________． 
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三、计算题	

1．已知向量 1 = (1,1,1)T，求向量 2 3,  ，使 1 2 3, ,   两两正交． 

2．已知 1,1, 1 是三阶实对称矩阵 A的三个特征值，向量 T
1 (1,1,1)  、 T

2 (2, 2,1) 

是 A的对应于 1 2 1   的特征向量，求 A的属于 3 1  的特征向量． 

四、证明题	

1．设 A，B，A+B均为 n阶正交矩阵，证明(A+B) -1=A-1+B -1． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．C    2．D    3．A    4．A    5．D    6．D    7．B    8.C 

二、填空题	

1．10    2．1    3．6    4．0    5．
2

3
    6． 8     7．5    8．

3 3 3
, ,

3 3 3

 
  
 

     

9．0    10 
5

2
    11．

1 2 2
, ,

3 3 3
   
 

    12．
30

(1, 2, 3, 4)
3

    13．1    14．5     

15． 19     16．
1

5
    17． 1     18．2    19．2    20． 1     21． 1      

22．
1

2
     23．

3
(1, 1, 1)

3
      24．

4 3
,

5 5
 
 
 

 

三、计算题	

1． T
2 ( 1,1, 0)   ， T

3 ( 1, 0,1)   .    2．属于 3 1  的一个特征向量 T
3 (1, 1, 0)   . 

四、证明题	

27．证明：由于 , ,A B A B 均为正交矩阵，所以 

   T 1T 1 T 1, ,A A B B A B A B
      , 

因此    1 T T T 1 1        A B A B A B A B ． 
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考点 4  实对称矩阵的相似标准形 

【考点内容】 

1．实对称矩阵的相关结论 

定理 5.4.1  实对称矩阵的特征值一定是实数，其特征向量一定是实向量. 

定理 5.4.2  实对称矩阵 A的属于不同特征值的特征向量一定是正交向量. 

定理 5.4.3  (对称矩阵基本定理) 对于任意一个 n 阶实对称矩阵 A，一定存在 n 阶

正交矩阵 P，使得 

1  TP AP P AP

1

2

n

 
 
 
 
 
 








 . 

对角矩阵中的 n个对角元 1 2, , , n   就是 A的 n个特征值. 反之，凡是正交相似

于对角矩阵的实方阵一定是对称矩阵. 

定理 5.4.3中所得到的对角矩阵称为对称矩阵 A的正交相似标准形. 说明，n阶实

方阵 A正交相似于对角矩阵当且仅当 A是对称矩阵. 

定理 5.4.4  两个有相同特征值的同阶对称矩阵一定是正交相似矩阵. 对称矩阵正

交相似于对角矩阵 

以 3阶对称矩阵 A为例，求正交矩阵 P，使得 P-1AP= PTAP= Λ（或求 A正交相似

标准形，或问 A是否能正交相似于对角矩阵），解题思路： 

（1）根据考点 1，先求出对称矩阵 A 的特征值 λ1，λ2，λ3，与彼此正交的特征向量

p1, p2 , p3（当碰到重的特征值时，可用直观法，直接求出彼此正交的特征向量. 
（2）将所求得的彼此正交的特征向量 p1, p2, p3再单位化，得向量 1 2 3, ,p p p ，即可直

接构造矩阵 P = 1 2 3( , , )p p p ，则 P就为正交矩阵；且有 

P-1AP= PTAP=Λ=diag(λ1，λ2，λ3). 

【典型例题】 

【例 5-26】设 A为 3阶实对称矩阵， 1 =(0，1，1)T， 2 =(1，2，x)T分别为 A的对

应于不同特征值的特征向量，则数 x =_________． 
解：答案为 2 . 根据定理 5.4.2可知，向量 1 与 2 正交，则 2 0x  ，得 2x   . 

【例 5-27】已知矩阵 A=

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
 
 
 
 

，求正交矩阵 P和对角矩阵 Λ，使 P -1AP=Λ． 
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解：由 2

1 1 1

1 1 1 ( 3) 0

1 1 1

  
       

  


   


E A ，得 A的特征值 1 2 30, 3     . 

对于 1 2 0   ，考虑齐次线性方程组 0 Ax ，对应同解的方程组为 1 2 3 0x x x   ，

2 3,x x 为自由未知量 . 通过直观法，求得的彼此正交的两个特征向量为
T T

1 2( 1,1, 0) , (1,1, 2)   p p ； 

对于 3 3  ，考虑齐次线性方程组 (3 ) 0 E A x ，对应同解的方程组为 1 3

2 3

0

0

x x

x x

 
  

，

3x 为自由未知量. 令 3 1x  ，得特征向量 T
3 (1,1,1)p ； 

将特征向量 1 2 3, ,p p p 单位化得， 
T T T

1 2 3
1 1 1 1 2 1 1 1( , , 0) , ( , , ) , ( , , )

2 2 6 6 6 3 3 3
    p p p . 

令 1 2 3

1 1 1
2 6 3

1 1 1( , , )
2 6 3

2 10
6 3

  
 
  
 
  
 

P p p p ，

0 0 0

0 0 0

0 0 3


 
   
 
 

，则 P为正交矩阵，且

有 1  P AP . 

 

【同步练习及参考答案】 

一、填空题	

1．设 1为 3阶实对称矩阵 A的 2重特征值，则 A的属于 1的线性无关的特征向量

个数是_________． 
2．设 2阶实对称矩阵 A的特征值为 1，2，它们对应的特征向量分别为 1 =(1，1)T, 

2 =(1，k)T，则数 k=_____________． 

3．设 2阶实对称矩阵 A的特征值分别为-1和 1，则 A2= ________． 

4．实对称矩阵 A=
1 1

1 1

 
  

的正交相似标准形矩阵是____________． 

二、计算题	

1．设矩阵 A=
1 2

2 1

 
 
 

，求正交矩阵 P，使 1P AP为对角矩阵． 
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2．已知矩阵 A=

2 0 0

0 2 1

0 1 a

 
 
 
 
 

的一个特征值为 1，求数 a，并求正交矩阵Q和对角矩阵

，使得 1  Q AQ ． 

参考答案 

一、填空题	

1．2   2． 1    3．
1 0

0 1

 
 
 

或 2E    4．
1 0

0 2

 
 
 

 

二、计算题	

1．正交矩阵
2 2

2 2

2 2
2 2

P

 
   
  

，使得 1P AP  
3

1

 
   

. 

2．a = 2，正交矩阵

0 1 0

2 202 2

2 202 2

Q

 
 
 

  
 
  

，
1

2

3

 
   
 
 

，使得 1Q AQ   . 



 

第 6 章  实 二 次 型 

【考核要求】 

学习本章，要求理解实二次型的定义及其矩阵表示；了解实二次型的标准形；了解

合同矩阵的概念；会用正交变换化二次型为标准形；了解用配方法化二次型为合同标准

形；了解惯性定理；理解正定二次型和正定矩阵的定义．掌握正定二次型和正定矩阵的

判别方法． 

本章重点：化二次型为标准形以及正定二次型和正定矩阵的判别方法． 

难点：用正交变换化二次型为标准形． 

考点 1  实二次型及其标准形 

【考点内容】 

1．实二次型及其对称矩阵 
n元实二次型指的是含有 n个未知量 1 2, , , nx x x 的实系数二次齐次多项式： 

1 2( , , , )nf x x x 
1 1

n n

ij i j
i j

a x x
 
 Tx Ax  

其中， x 

1

2

 
 
 
 
 
 



n

x

x

x

， A 

11 12 1

12 22 2

1 2

 
 
 
 
 
 




   


n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

为 n阶实对称矩阵.  

由定义可知，n元实二次型 1 2( , , , ) nf x x x 与 n阶实对称矩阵 A是互相唯一确定的，

称 A是二次型 f的矩阵，称 f是以 A为矩阵的二次型． 

2．化二次型为标准形 

（1）二次型的标准形定义 
只有平方项 2

ix 而没有交叉项 i jx x ， i j 的二次型 2 2
1 2 1 1 2 2( , , , )     nf x x x d x d x  

2
n nd x ，称为二次型的标准形．其对应的矩阵为对角矩阵   diag( 1 2, , , nd d d ) 

1

2

 
 
 
 
 
 



n

d

d

d

． 
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（2）正交变换法化二次型为标准形 

设 A是 n阶正交矩阵， ,x y是两个 n维列向量，则称线性变换 y Ax 为正交变换． 

定理 6.1.1  对于任意一个 n元二次型 f  xTAx，一定存在正交变换 x Py，PPT = 

En，使得 

1 2( , , , )  nf x x x xTAx = yT y 2 2 2
1 1 2 2      n ny y y ， 

其中， 1 2, , ,   n就是矩阵 A的 n个特征值．把这种标准形称为二次型 f  xTAx的相

似标准形． 

正交变换法化二次型为标准形的解题思路（以 3阶方阵为例）: 

① 先写出二次型对应的对称矩阵 A； 

② 根据第五章考点 4，先求出对称矩阵 A的三个特征值 λ1，λ2，λ3，与彼此对应的

正交特征向量 p1, p2 , p3（在求重的特征值的特征向量时用直观法即可得）； 
③ 将所求得的彼此正交的特征向量 p1, p2 , p3单位化，化后得向量 1 2 3, ,p p p ，即可

直接构造矩阵 P = 1 2 3( , , )p p p ，则 P就为正交矩阵； 

④ 写出结果：经正交变换 x Py后，可将原二次型化为标准形： 2 2 2
1 1 2 2 3 3   y y y ． 

（3）配方法化二次型为标准形 

用完全平方和、平方差公式  
2 2 22 ( )   a ab b a b , 2 2 22 ( )a ab b a b    . 

若所给的二次型没有平方项，只有交叉项，应先做一次变换，让其出现平方项后，

再进行配方.  

3．二次型的规范形及其正负惯性指数 

所有平方项的系数均为 1，-1或 0的标准二次型称为规范二次型，所以规范形是标

准形的一种特殊情况.  
定理 6.1.2（惯性定理）任意一个 n元二次型 f  xTAx，一定可以经过可逆线性变换

化为规范形 
2 2 2 2
1 1      k k rf z z z z ， 

其中 k和 r是由 A唯一确定的(与所采用的变换的选择无关)．k是规范形中系数为 1的

项数，r就是 A的秩． 
规范形中的 k称为二次型 f  xTAx（或对称矩阵 A）的正惯性指数，称 r k 为二次

型 f  xTAx的负惯性指数，称 ( ) 2k r k k r    为它们的符号差． 

注意：由定义可知，正惯性指数等于标准形中（包括规范形）系数为正的平方项项

数，也等于对称矩阵 A的正特征值的个数，负惯性指数等于标准形中（包括规范形）系

数为负的平方项项数，也等于对称矩阵 A的负特征值的个数，正惯性指数与负惯性指数

的差即为符号差． 
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【典型例题】 

【例 6-1】三元二次型 f (x1，x2，x3) = 2 2 2
1 1 2 1 3 2 2 3 34 6 4 12 9x x x x x x x x x     的矩阵为

（  ）． 

A．

1 2 3

2 4 6

3 6 9

 
 
 
 
 

  B．

1 4 3

0 4 6

3 6 9

 
 
 
 
 

  C．

1 2 6

2 4 6

0 6 9

 
 
 
 
 

  D．

1 2 3

2 4 0

3 12 9

 
 
 
 
 

 

解：答案为 A．对角元依次对应平方项系数．其他位置元素对应相应的交叉项前系

数的一半． 

【例 6-2】二次型 f（x1，x2）= 2
2

2
1 35 xx  的规范形是（  ）． 

A． 2
2

2
1 yy   B． 2

2
2
1 yy   C． 2

2
2
1 yy    D． 2

2
2
1 yy   

解：答案为 D．根据规范型定义，标准形前系数都为正的，故将平方项的系数换为

1即为规范型． 

【例 6-3】二次型 2 2
1 2 3 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 3 4 4 8f x x x x x x x x x x x     的秩为____________． 

解：二次型的矩阵为




















342

442

220

其秩为 3，故二次型的秩为 3. 

【例 6-4】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 2 2   f x x x x x x x x 的正惯性指数为 p，负惯性指数

为 q，则 p-q=_______. 

解：二次型的标准形为   2
2

2
1321 2,, yyxxxf  ，则 p =0， q =0，则 p q =0. 

【例 6-5】用配方法求二次型 3231
2
3

2
2

2
1321 424),,( xxxxxxxxxxf  的标准形，并

写出相应的线性变换． 

解：用配方法把该二次型改写成 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3( , , ) 4 2 4f x x x x x x x x x x      

2
2 2

1 3 2 3 3

1
( ) 4

2
x x x x x

      
 

，令

1 1 3

2 2 3

3 3

1

2

y x x

y x x

y x

 
  




，即
1 1

2 2

3 3

1 0 1

10 1 2
0 0 1

    
         
    

    

y x

y x

y x

，从而

通过可逆线性变换 
1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 0 1 1 0 1

1 10 1 0 12 2
0 0 1 0 0 1

        
                  
        

        

x y y

x y y

x y y

， 可 得 该 二 次 型 的 标 准 形 为

2 2 2
1 2 34f y y y   ． 

【例 6-6】用正交变换化二次型 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 5 5 4f x x x x x x   为标准型，并写出所作的
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正交变换. 

解：二次型的矩阵
5 2

2 5
A

 
  
 

．由于   3 7E A      ，所以 A 的特征值

1 23, 7   ． 

对于特征值 31  ，由方程组  3 0E A x  得到 A 属于特征值 31  的一个单位

特征向量 1

12

12


 
   

； 

对于特征值 ,72  由方程组  7 0E A x  得到A属于特征值 72  的一个单位特

征向量 2

12

12


 
  

 
； 

得正交矩阵  1 2

1 12
,

1 12
Q  

 
    

，作正交变换 x Qy ， 

二次型化为标准形 2 2
1 23 7 f y y ． 

【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1．二次型 2 2( , ) 6f x y x xy y   对应的对称矩阵为（  ）． 

A．
1 6

6 1

 
  

 B．
1 3

3 1

 
  

  C．
1 0

6 1

 
  

 D．
1 6

0 1

 
 
 

 

2．二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 4 2f x x x x x x x x x x x x      的矩阵是（  ）． 

A．

1 2 4

2 2 2

4 2 1

 
   
  

   B．

1 2 4

0 2 2

0 0 1

 
  
 
 

  

C．

1 1 2

1 2 1

2 1 1

 
   
  

   D．

1 2 1

2 2 1

1 1 1

 
  
   

 

3．二次型 2
221

2
1321 2),,( xxxxxxxf  的矩阵为（  ）． 

A．
2 1

1 1

 
  

 B．

1
2

2
1

1
2

  
 
  
 

 C．

1
2 0

2
1

1 0
2

0 0 0

  
 
  
 
  
 

  D．

2 1 0

1 1 0

0 0 0

 
  
 
 
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4．二次型 2.2),,( yxzyxf  的正惯性指数 p为（  ）． 

A．0 B．1 C．2 D．3 

5．二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 4   f x x x x x x x x 的正惯性指数为（  ）． 

A．0 B．1 C．2  D．3 
6．若 3阶实对称矩阵 A= ( ija )是正定矩阵，则 A的正惯性指数为（  ）． 

A．0  B．1 C．2 D．3 

7．4元二次型 413121
2
14321 222),,,( xxxxxxxxxxxf  的秩为（  ）． 

A．4 B．3  C．2 D．1 

8．二次型 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 3 4( , , , ) 2    f x x x x x x x x x x 的秩为（  ）． 

A．1  B．2 C．3 D．4 

9．4元二次型 433241214321 2222),,,( xxxxxxxxxxxxf  的秩为（  ）． 

A．1  B．2 C．3  D．4 

10．二次型 f (x1，x2，x3) =
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 2x x x x x x x x x     的规范形为（  ）． 

A． 2 2
1 2z z  B． 2 2

1 2z z  C． 2
1z  D． 2 2 2

1 2 3z z z   

11．设矩阵

0 0 1

0 1 0

1 0 0

A

 
   
 
 

，则二次型 Tx Ax的规范形为（  ）． 

A． 2 2 2
1 2 3z z z   B． 2 2 2

1 2 3z z z    C． 2 2 2
1 2 3z z z   D． 2 2 2

1 2 3z z z   

12．设实对称矩阵 A=

2 0 0

0 4 2

0 2 1

 
  
  

，则 3元二次型 f (x1, x2, x3)= xTAx的规范形为

（  ）． 

A． 2
3

2
2

2
1 zzz    B． 2

3
2
2

2
1 zzz    C． 2

2
2
1 zz   D． 2

2
2
1 zz   

二、填空题	

1．设矩阵

1 0 0

0 2 2

0 2 0

A

 
   
  

，则二次型 Tx Ax  ____________________． 

2．已知矩阵 A =

0 0 1

0 1 1

1 1 2

 
  
  

，则对应的二次型 f (x1，x2，x3) = _________． 

3．矩阵 A=

1 2 4

2 2 1

4 1 3

 
  
  

对应的二次型 f = __________． 
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4．矩阵 A=

1 2 1

2 1 0

1 0 3

 
  
 
 

所对应的二次型是___________． 

5．二次型 323121
2
3

2
2

2
1321 822532),,( xxxxxxxxxxxxf  的矩阵是_______． 

6．二次型 f (x1, x2, x3)= -4x1x2+2x1x3+6x2x3的矩阵是_______________． 

7．二次型 f (x1, x2, x3) = (x1-x2)
2 + (x2-x3)

2的矩阵是_____________． 
8．二次型 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , )f x x x x x x x x x   的矩阵是______________． 

9．二次型 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3 4 4( , , , ) 5   f x x x x x x x x x x x 所对应的对称矩阵是____________． 

10．二次型 2
221

2
121 22),( xxxxxxf  的秩为_____________． 

11．二次型 2 2
1 2 3 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 3 4 4 8f x x x x x x x x x x x     的秩为____________． 

12．设 3元实二次型 ),,( 321 xxxf 的秩为 3，正惯性指数为 2，则此二次型的规范形

是___________． 

13．设矩阵 A=
2 0

0 1

 
 
 

，则二次型 xTAx的规范形为__________． 

14．设实二次型 T
1 2 3( , , )f x x x x x A ，已知 A 的特征值为-1，1，2，则该二次型的

规范形为__________． 

15．二次型 f 1 2 3, ,x x x( ) = 2 2 2
1 2 3 2 32 2 4x x x x x   经正交变换可化为标准形

_____________． 

16．二次型 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3( , , ) 2f x x x x x x x x    的正惯性指数为________． 

17．二次型 f (x1, x2, x3, x4)=
2
4

2
3

2
2

2
1 23 xxxx  的正惯性指数为_________． 

18．二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 6 4 2 2     f x x x x x x x x x x x x 的正惯性指数是_______． 

三、计算题	

1．确定 a，b的值，使二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 2 2f x x x ax x x bx x    的矩阵 A的特征

值之和为 1，特征值之积为 12 ． 

2．设实二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( , , ) 2 3 2 2f x x x x x x tx x x x     ，求 t应满足的条件使得

1 2 3( , , )f x x x 为正定二次型． 

3．用配方法化二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , ) 2 2 4 12f x x x x x x x x x x     为标准形，并写出

所作的可逆线性变换． 

4．用配方法化二次型 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 4 8f x x x x x x x x x    为标准形，并写出所作

的可逆性变换． 

5．用配方法化二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , ) 3 2 4 2    f x x x x x x x x x x 为标准形，并写出

所作的可逆线性变换． 
6．求二次型 1 2 3 1 2 2 3 3 1( , , )f x x x x x x x x x   的矩阵，并用配方法求二次型的标准型． 
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7．求二次型 f (x1, x2, x3)= -4 x1x2+2x1x3+2x2x3经可逆线性变换
1 1 2 3

2 1 2 3

3 3

2 2

2 2

2

x y y y

x y y y

x y

  
   
 

所

得的标准形． 

8．用正交变换将二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 2f x x x x x x x x    化为标准形，并写出标准

形和所作的正交变换． 
9．求正交变换 x = Py，将二次型 2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 3 2 3f x x x x x x   化为标准形，并指出 f

是否为正定二次型． 
10．求正交变换 X = PY，化二次型 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2   f x x x x x x x x x 为标准形． 

11．求正交变换 Y = PX，化二次型 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2f x x x x x x x x   为标准形． 

12．已知二次型 323121321 222),,( xxxxxxxxxf  ，求一正交变换 x Py ，将此

二次型化为标准形． 

13．设 3 元二次型 3221
2
3

2
2

2
1321 222),,( xxxxxxxxxxf  ，求正交变换 x=Py，

将二次型化为标准形． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．B    2．C    3．C   4．B   5．C   6．D   7．C   8．C   9．B    

10．C   11．D   12．D 

二、填空题	

1． T 2 2
1 2 2 32 4A   x x x x x x     2．   2 2

1 2 3 2 3 1 3 2 3, , 2 2 2   f x x x x x x x x x     

3． 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 3 4 8 2     f x x x x x x x x x    4． 2 2 2

1 2 3 1 2 1 33 4 2    f x x x x x x x      

5．

2 1 1

1 3 4

1 4 5

 
 
 
  

    6．

0 2 1

2 0 3

1 3 0

 
  
 
 

    7．

1 1 0

1 2 1

0 1 1

 
   
  

    8．

1 10 2 2
1 102 2
1 1 02 2

 
 
 
 
   

     

9．

10 0 02
1 10 02 2

1 10 02 2
10 0 52

 
 
 
 
 
 
  
 

    10．2   11． 3
3

2
2

2
1 yyyf      12． 2

2
2
1 zzf       
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13． 321 zzzf      14． 2 2
1 24 f y y     15．2    16．2    17．3    18．3 

三、计算题	

1． 1a ， 2b       2．
15 15

,
3 3

 
   
 

t      

3．可逆线性变换为
1 1 2 3

2 2 3

3 3

2 2  
  
 

x y y y

x y y

x y

，标准形为 2
3

2
2

2
1 46 yyyf       

4．可逆线性变换为
1 1 3

2 2 3

3 3

2

 
  
 

x y y

x y y

x y

，标准形为 2 2 2
1 2 32 2 6 y y y  

5．可逆线性变换为
1 1 2 3

2 2 3

3 3

2 2x y y y

x y y

x y

  
  
 

，标准形为 2 2 2
1 2 3y y y       

6．标准形为 2 2 2
1 2 3f z z z    

7． f 2 2 2
1 2 316 16 4y y y         

8． p =



















 

2

1

2

1
0

001
2

1

2

1
0

正交变换 X PY 得标准形
2 2
1 22 2y y ． 

9． 2 2
1 22 4f y y   二次型正定 

10．































6

2
0

3

1
6

1

2

1

3

1
6

1

2

1

3

1

p 正交变换 X PY ，标准形： 2 2 2
1 2 32   f y y y ． 

11．令





























3

1

6

2
0

3

1

6

1

2

1
3

1

6

1

2

1

p ，取Y PX ，则有 1 2 32f y y y   ． 
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12．令 p





























6

2
0

3

1
6

1

2

1

3

1
6

1

2

1

3

1

经正交变换 x Py ，将该二次型化为标准形：

2 2 2
1 2 32y y y  ． 

13．令





























6

1

2

1

3

1
6

2
0

3

1
6

1

2

1

3

1

p 经正交变换 x Py，将该二次型化为标准形 2 2
2 33y y ． 

 

考点 2  正定二次型和正定矩阵 

【考点内容】 

1．二次型及其对称矩阵的分类 
对 n元二次型 f  xTAx和对应的对称矩阵 A，可分为以下五类： 

（1）如果对于任何非零实列向量 x，都有 xTAx 0 ，则称 f为正定二次型，称 A为

正定矩阵． 

（2）如果对于任何非零实列向量 x，都有 xTAx 0≥ ，则称 f为半正定二次型，称 A

为半正定矩阵． 

（3）如果对于任何非零实列向量 x，都有 xTAx 0 ，则称 f为负定二次型，称 A为

负定矩阵． 

（4）如果对于任何非零实列向量 x，都有 xTAx 0≤ ，则称 f为半负定二次型，称 A

为半负定矩阵． 

（5）其他的实二次型称为不定二次型，其他的对称矩阵称为不定矩阵． 

2．正定二次型和正定矩阵的判定 

定理 6.2.1  实对角矩阵为正定矩阵 中的所有对角元全大于零.  
定理 6.2.2  设n阶矩阵A ( )ija 是正定矩阵，则A中所有对角元 0iia  ， 1, 2, ,i n  ． 

由该命题的逆否命题可知，若发现某对称矩阵的对角元存在负数，则该矩阵一定不

是正定矩阵. 
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定理 6.2.3  n阶对称矩阵 A ( )ija 是正定矩阵 A的 n个特征值全大于零． 

 A的正惯性指数为 n． 
 A合同于单位矩阵． 

定义 6.2.1  对 n阶矩阵 A ( )ija ，由位于 A中前 k行和前 k列的 2k 个元素，按照原

来的相对顺序排成的 k阶行列式，

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k
k

k k kk

a a a

a a a
D

a a a






   


，1≤ ≤k n，称为矩阵 A的 k

阶顺序主子式． 
定理 6.2.6 n 阶实对称矩阵 A ( )ija 是正定矩阵 A 的 n 个顺序主子式 0kD  ，

1, 2, ,k n  ． 

【典型例题】 

【例 6-7】设有二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , )   f x x x x x x ，则 1 2 3( , , )f x x x 为（  ）． 

A．正定   B．负定  

C．不定  D．半正定 

解：答案 C 标准型平方项前系数有正有负由定义可知答案选 C． 

【例 6-8】设矩阵 A=

0 0

0 2

0 2 4

 
  
  

k

k 正定，则（  ）． 

A．k>0  B．k≥0  

C．k>1  D．k≥1 

解：答案 C 矩阵正定顺序主子式大于 0，即
0

0

k

k
>0且  

0 0

0 2 4 1

0 2 4

  


k

k k k >0 

【例 6-9】设 A=
1 2

2

 
 
 a

是正定矩阵，则 a的取值范围为_____________． 

解：答案 a >4 因为矩阵正定则
1 2

2 a
>0，则 a >4 

【例 6-10】设二次型 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 2f x x tx x tx x   正定，则实数 t 的取值范围是

________． 

解：答案 0< t <1，二次型的矩阵为
1

 
 
 

t t

t
，二次型正定则 2

1
 

t t
t t

t
>0，则 0< t <1 
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【同步练习及参考答案】 

一、单项选择题	

1.若二阶实对称矩阵 A与矩阵
1 0

0 2

 
 
 

合同，则二次型 Tx Ax的标准形是（  ）． 

A. 2
1y   B． 2

2y   

C． 2 2
1 2y y   D． 2 2

1 22y y   

2．对称矩阵
2 1

1 2
A

 
  
 

是（  ）． 

A．负定矩阵   B．正定矩阵  

C．半正定矩阵  D．不定矩阵 

3．设 A=
1 1

1 2

 
  

，则二次型 1 2( , )f x x  TX AX 是（  ）． 

A．正定  B．负定   

C．半正定  D．不定 

4．设 3阶实对称矩阵 A的特征值分别为 2, 1, 0，则（  ）． 

A．A正定  B．A半正定  

C．A负定  D．A半负定 
5．设实二次型 2 2

1 2 3 2 3( , , )f x x x x x  ，则该二次型 f（  ）． 

A．正定   B．不定   

C．负定  D．半正定 

6．二次型 f 1 2 3( , , )x x x = 2 2 2
1 2 33 2 x x x 是（  ）． 

A．正定的  B．负定的  

C．半正定的  D．不定的 
7．实二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 1 2 3( , , ) 2 2   f x x x x x x x x ，则 f 是（  ）． 

A．负定  B．正定   

C．半正定   D．不定   

8．二次型 f  TX AX ( A为实对称矩阵)正定的充要条件是（  ）． 

A．A可逆   B．|A|>0  

C．A的特征值全部大于 0 D．A的特征值之和大于 0 

9．设二次型 f (x) = xTAx正定，则下列结论中正确的是（  ）． 

A．对任意 n维列向量 x，xTAx都大于零  

B．f的标准形的系数都大于或等于零 
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C．A的特征值都大于零   

D．A的所有子式都大于零 
10．若 3阶实对称矩阵 ( )ijaA 是正定矩阵，则 A的 3个特征值可能为（  ）． 

A．-1,-2,-3 B．-1,-2,3 C．-1,2,3 D．1,2,3 

11．以下关于正定矩阵叙述正确的是（  ）． 

A．正定矩阵的乘积一定是正定矩阵 B．正定矩阵的行列式一定小于零 

C．正定矩阵的行列式一定大于零 D．正定矩阵的差一定是正定矩阵 

12．设 A，B为同阶方阵，且 r(A)= r(B)，则（  ）． 

A．A与 B相似  B．| A |=| B |   

C．A与 B等价   D．A与 B合同 

13．若 A，B相似，则下列说法错误．．的是（  ）． 

A．A与 B等价  B．A与 B合同  

C．| A |=| B |   D．A与 B有相同特征值 

二、填空题	

1．若 A
2 1

1

 
  
 a

为正定矩阵，则实数 a的取值范围为___________． 

2．设矩阵 A=
1 2

2

 
  k

，若二次型 f = xTAx正定，则实数 k的取值范围是_______． 

3．设矩阵 A=

1 1 0

1 2 0

0 0 3

a

 
  
 
 

为正定矩阵，则 a的取值范围是____________． 

4．若实对称矩阵 A=

3 0

1 0

0 0

a

a

a

 
 
 
 
 

为正定矩阵，则 a的取值应满足_____________． 

5．已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , )f x x x x x tx   正定，则实数 t的取值范围是__________． 

6．设 f (x1, x2, x3)=
2 2 2
1 2 3 1 2 1 34 2 2 2x x x tx x x x    是正定二次型，则 t满足__________． 

7．若 f (x1, x2, x3)= 323121
2
3

2
2

2
1 42244 xxxxxxxxx   为正定二次型，则的取值

应满足_________． 

8．若实二次型 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 2f x x x x ax a x x x    正定，则数a的取值范围是___ 

________． 

9．已知 3元二次型 2
3

2
2

2
1321 )3()1(),,( xaxxaxxxf  正定，则数 a的最大取值

范围是__________． 

10．已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , ) ( 1) ( 1) ( 2)f x x x k x k x k x      正定，则数 k的取值范
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围为____________． 

参考答案 

一、单项选择题	

1．D   2．B   3．B   4．B   5．B   6．D   7．B   8．C   9．C   10．D    

11．C   12．C   13．B 

二、填空题	

1．a >
2

1
    2．k >4    3．a <1    4．0< a < 3     5．t >0    6． 2 < t < 2     

7．-2< <1  8．a >1    9．-3< a <1    10． k >2 

 



 

第二部分  历 年 真 题 

全国 2012 年 1 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

= 2，则
11 12 13

31 32 33

21 31 22 32 23 33

3 3 3a a a

a a a

a a a a a a

  
  

=（  ）． 

A． 6  B． 3  C．3  D．6 
2．设矩阵 A，X为同阶方阵，且 A可逆，若 ( )A X E E  ，则矩阵 X =（  ）． 

A． 1E A   B． E A  C． E A  D． 1E A  

3．设矩阵 A，B均为可逆方阵，则以下结论正确的是（  ）． 

A．
A

B

 
 
 

可逆，且其逆为
-1

-1

A

B

 
 
 

  

B．
A

B

 
 
 

不可逆 

C．
A

B

 
 
 

可逆，且其逆为
-1

-1

B

A

 
 
 

  

D．
A

B

 
 
 

可逆，且其逆为
-1

-1

A

B

 
 
 

 

4．设 1 2, , ,   k是 n 维列向量，则 1 2, , ,   k线性无关的充分必要条件是

（  ）． 
A．向量组 1 2, , ,   k中任意两个向量线性无关 

B．存在一组不全为 0的数 1 2, , , kl l l ，使得 1 1 2 2 k kl l l     0 

C．向量组 1 2, , ,   k中存在一个向量不能由其余向量线性表示 

D．向量组 1 2, , ,   k中任意一个向量都不能由其余向量线性表示 

5．已知向量 T T2 (1, 2, 2, 1) , 3 2 (1, 4, 3, 0)            ，则  =（  ）． 

A．(0， 2 ， 1 ，1)T  B．( 2 ，0， 1 ，1)T  

C．(1， 1 ， 2 ，0)T  D．(2， 6 ， 5 ， 1 )T 
6．实数向量空间 {( , , ) | 3 2 5 0}V x y z x y z    的维数是（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
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7．设 是非齐次线性方程组 Ax =b的解，  是其导出组 Ax = 0的解，则以下结论

正确的是（  ）． 
A． +  是 Ax = 0的解  B． +  是 Ax = b的解 

C．  - 是 Ax = b的解  D． -  是 Ax = 0的解 

8．设三阶方阵 A的特征值分别为
1 1

, , 3
2 4

，则 1A 的特征值为（  ）． 

A．
1

2, 4,
3

 B．
1 1 1

, ,
2 4 3

  C．
1 1

, , 3
2 4

  D．2, 4, 3 

9．设矩阵 A =

1

2

1

 
 
 
  

，则与矩阵 A相似的矩阵是（  ）． 

A．

1 1

1 2

3

 
  
 
 

  B．

0 1

1 0

2

 
 
 
 
 

 C．

2

1

1

 
 
 
 
 

 D．

1

2

1

 
  
 
 

 

10．以下关于正定矩阵叙述正确的是（  ）． 

A．正定矩阵的乘积一定是正定矩阵 B．正定矩阵的行列式一定小于零 

C．正定矩阵的行列式一定大于零 D．正定矩阵的差一定是正定矩阵 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．设 det (A)= 1 ，det (B) = 2，且 A，B为同阶方阵，则 det ((AB)3)=___________． 

12．设 3阶矩阵 A=

1 2 2

4 3

3 1 1

 
 
 
  

t ，B为 3阶非零矩阵，且 AB = 0，则 t___________． 

13．设方阵 A满足 Ak =E，这里 k为正整数，则矩阵 A的逆 1A =______________． 

14．实向量空间 Rn的维数是______________． 

15．设 A 是 m n矩阵，r (A) = r，则 Ax = 0 的基础解系中含解向量的个数为

______________． 

16．非齐次线性方程组 Ax = b有解的充分必要条件是______________． 
17．设 是齐次线性方程组 Ax=0 的解，而  是非齐次线性方程组 Ax=b 的解，则

(3 2 )A   =______________． 

18．设方阵 A有一个特征值为 8，则 det (-8E+A) =______________． 

19．设 P为 n阶正交矩阵，x是 n维单位长的列向量，则||Px||=_____________． 
20．二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 5 6 4 2 2     f x x x x x x x x x x x x 的正惯性指数是______ 

_______． 
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三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算行列式

1 1 1 2

1 1 4 1

2 4 6 1

1 2 4 2


  


． 

22．设矩阵 A=

2

3

5

 
 
 
 
 

，且矩阵 B满足 1 1 14ABA A BA    ，求矩阵 B． 

23．设向量组 1 2 3 4(3,1, 2, 0), (0, 7,1, 3), ( 1, 2, 0,1), (6, 9, 4, 3)        ，求其

一个极大线性无关组，并将其余向量通过极大线性无关组表示出来． 

24．设三阶矩阵 A=

1 4 3

2 5 3

2 4 2

 
  
   

，求矩阵 A的特征值和特征向量． 

25．求齐次线性方程组
1 3 4

1 2 4

1 2 3 4

5 0

2 3 0

2 0

  
   
    

x x x

x x x

x x x x

的通解． 

26．求矩阵 A=

2 2 4 2 0

3 0 6 1 1

0 3 0 0 1

1 1 2 1 0

  
  
 
 

 

的秩． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27 ． 设 三 阶 矩 阵 A=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 
 
 
 
 

a a a

a a a

a a a

的 行 列 式 不 等 于 0 ， 证 明 ：

1311 12

1 21 2 22 3 23

31 32 33

, ,

    
           

     
     

aa a

a a a

a a a

   线性无关． 



 

全国 2012 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=2，则
11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 3

2 3

2 3

a a a

a a a

a a a

 
 
 

=（  ）． 

A．-12 B．-6 C．6 D．12 

2．设矩阵 A =

1 2 0

1 2 0

0 0 3

 
 
 
 
 

，则
*A 中位于第 1行第 2列的元素是（  ）． 

A．-6 B．-3 C．3 D．6 

3．设 A为 3阶矩阵，且|A| =3，则 1( )A  =（  ）． 

A． 3 B．
1

3
  C．

1

3
 D．3 

4．已知 43矩阵 A的列向量组线性无关，则 AT的秩等于（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 

5．设 A为 3阶矩阵，P =

1 0 0

2 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

，则用 P左乘 A，相当于将 A（  ）． 

A．第 1行的 2倍加到第 2行 B．第 1列的 2倍加到第 2列 

C．第 2行的 2倍加到第 1行 D．第 2列的 2倍加到第 1列 

6．齐次线性方程组 1 2 3

2 3 4

2 3 0

0

x x x

x x x

  
    +  

的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 

7．设 4阶矩阵 A的秩为 3， 1 2 ， 为非齐次线性方程组 Ax =b的两个不同的解，c

为任意常数，则该方程组的通解为（  ）． 

A． 1 2
1 2

c
 




   B． 1 2
12

c
 




  

C． 1 2
1 2

c
 




   D． 1 2
12

c
 




  

8．设 A是 n阶方阵，且|5A+3E | = 0，则 A必有一个特征值为（  ）． 

A．
5

3
  B．

3

5
  C．

3

5
 D．

5

3
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9．若矩阵 A与对角矩阵 D =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
  
 
 

相似，则 A3=（  ）． 

A．E B．D C．A D． E 

10．二次型 f 1 2 3( , , )x x x = 2 2 2
1 2 33 2x x x  是（  ）． 

A．正定的  B．负定的  

C．半正定的  D．不定的 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．行列式

1 1 1

2 4 6

4 16 36

=____________． 

12．设 3阶矩阵 A的秩为 2，矩阵 P =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

，Q =

1 0 0

0 1 0

1 0 1

 
 
 
 
 

，若矩阵 B = QAP，

则 r(B ) =_____________． 

13．设矩阵 A =
1 4

1 4

 
  

，B =
4 8

1 2

 
 
 

，则 AB =_______________． 

14．向量组 1 = (1，1，1，1)， 2 = (1，2，3，4)， 3 = (0，1，2，3)的秩为______________． 

15．设 1 ， 2 是 5元齐次线性方程组 Ax = 0的基础解系，则 r(A )=______________． 

16．非齐次线性方程组 Ax = b的增广矩阵经初等行变换化为

1 0 0 0 2

0 1 0 0 2

0 0 1 2 -2

 
 
 
 
 

， 

则方程组的通解是__________________________________． 

17．设 A为 3阶矩阵，若 A的三个特征值分别为 1，2，3，则| A | =_____________． 

18．设 A为 3阶矩阵，且| A | = 6，若 A的一个特征值为 2，则 A*必有一个特征值

为_______________． 

19．二次型 f 1 2 3( , , )x x x
= 2 2 2

1 2 33x x x  的正惯性指数为______________． 

20．二次型 f 1 2 3( , , )x x x
= 2 2 2

1 2 3 2 32 2 4x x x x x   经正交变换可化为标准形

_________________． 
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三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算行列式 D =

3 5 1 2

4 5 3 3

1 2 0 1

2 0 3 4


 



． 

22．设 A=

1 3 0

2 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

，矩阵 X满足关系式 A + X = XA，求 X． 

23．设 2 3 4    ， ， ， ， 均为 4维列向量，A = ( 2 3 4   ， ， ， )和 B = ( 2 3 4   ， ， ， )

为 4阶方阵．若行列式| A | = 4，| B | = 1，求行列式| A+B |的值． 
24．已知向量组 1 = (1，2， 1，1)T， 2 = (2，0，t，0)T， 3 = (0， 4，5， 2)T，

4 = (3， 2，t +4，-1)T（其中 t为参数），求向量组的秩和一个极大无关组． 

25．求线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3

2 2

2 5 4 7

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

的通解 .（要求用它的一个特解和导出

组的基础解系表示） 
26．已知向量 1=  (1，1，1)T，求向量 2 3 ， ，使 1 2 3  ， ， 两两正交． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27．设 A为 mn实矩阵，ATA为正定矩阵．证明：线性方程组 Ax= 0只有零解． 
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一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．设 A为三阶矩阵，且 1| | 3 A ，则 | 3 | A （  ）  

A． 9  B． 1  C．1 D．9   

2 ． 设 1 2 3( , , )A     ， 其 中 ( 1, 2, 3)i i 是 三 维 列 向 量 ， 若 | | 1A  ， 则

1 1 2 3| (4 , 2 3 , ) |     （  ）． 

A． 24   B． 12  C．12 D．24   

3．设 A，B均为方阵，则下列结论中正确的是（  ）． 
A．若 | | 0AB  ，则 0A  或 0B   B．若 | | 0AB  ，则 | | 0A  或 | | 0B      

C．若 0AB  ，则 0A  或 0B    D．若 0AB  ，则 | | 0A  或 | | 0B   

4．设 A，B均为 n阶可逆阵，则下列等式成立的是（  ）． 
A． 1 1 1( )AB A B      B． 1 1 1( )A B A B         

C． 1 1
| ( ) |

| |
AB

AB
     D． 1 1 1| ( ) | | | | |A B A B        

5．设 A为 m n矩阵，且 m n，则齐次方程 0AX  必（  ）． 

A．无解 B．只有唯一解 C．有无穷解 D．不能确定   

6．设

1 2 3

1 1 1

0 2 1

0 0 3

A

 
 
 
 
 
 

，则 ( )A r （  ）． 

A．1  B．2  C．3 D．4   

7．若 A为正交矩阵，则下列矩阵中不是正交矩阵的是（  ）． 

A． 1A   B． 2A   C． 2A  D． TA    

8．设三阶矩阵 A 有特征值 0，1，2，其对应特征向量分别为 1 2 3, ,   ，令

3 1 2( , , 2 )P    ，则 1P AP （  ）． 

A．

2 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 B．

2 0 0

0 0 0

0 0 1

 
 
 
 
 

  C．

0 0 0

0 1 0

0 0 4

 
 
 
 
 

 D．

2 0 0

0 0 0

0 0 2

 
 
 
 
 

   

9．设 A，B为同阶方阵，且 r( ) r( )A B ，则（  ）． 

A．A与 B等价  B．A与 B合同 C． | | | |A B  D．A与 B相似   
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10．实二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3( , , ) 2 2   f x x x x x x x x ，则 f 是（  ）． 

A．负定  B．正定 C．半正定 D．不定   

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．设 A，B均为三阶方阵， | | 4A ， | | 5B ，则 | 2 |AB ____________． 

12．设
1 2 1

3 1 0
A

 
  
 

，
1 2 0

1 0 1
B

 
  
 

，则 T A B ____________． 

13．设

1 2 0

0 1 0

0 0 2

A

 
   
 
 

，则 1 A ____________． 

14．若

2 2 1

1 2 4

1 4

A

t

 
   
 
 

，且 r( ) 2A ，则 t ____________． 

15．设 1 2 3

1 1 2

0 , 2 , 2

1 1 0

  
     

             
          

，则由 1 2 3, ,   所生成的线性空间 1 2 3( , , )L   

的维数是________． 

16．设 A为三阶方阵，其特征值分别为 1，2，3，则 1| |A E   ____________． 

17．设

1 1

1 , 2

1

 
   
       
   
   t

，且 与  正交，则 t  ____________． 

18．方程 1 2 3 1  x x x 的通解是__________________． 

19．二次型 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3 4 4( , , , ) 5   f x x x x x x x x x x x 所对应的对称矩阵是_________． 

20．若 A =

1 1
0

2 2
0 1 0

1
0

2

 
 
 
 
 
  
 

x

是正交矩阵，则 x ____________． 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算行列式

1 1 1 2

1 1 2 1

1 2 1 1

2 1 1 1

． 
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22．设

0 1 0

1 1 1

1 0 1

A

 
   
   

，

1 1

2 0

5 3

B

 
   
  

，且 X 满足 X AX B  ，求 X ． 

23．求线性方程组
1 2

1 2 3 4

1 2 3 4

5

2 2 1

5 3 2 2 3

x x

x x x x

x x x x

 
    
    

的通解． 

24．求向量组 1 2 3 4(2, 4, 2), (1, 1, 0), (2, 3, 1), (3, 5, 2)       的一个极大无关组，

并把其余向量用该极大无关组表示． 

25．设 A =

1 2 1 1

3 2 1

5 6 3

 
  
 
 t

 ，已知 r( ) 2A ，求 , t 的值． 

26．已知 A =

3 2 0

2 6 0

0 0 3

 
  
 
 

，求可逆矩阵 P使 1P AP为对角阵． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27．设 1 2 3 4, , ,    是四维向量，且线性无关，证明 1 1 2 2 2 3 3 3, ,              

4 4 4 1,     线性相关． 
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一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．设行列式
1 1

2 2

a b

a b
= 1，

1 1

2 2

1
a c

a c


 


，则行列式

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c




=（  ）． 

A． 1  B．0  C．1  D．2 

2．设 A是 n阶矩阵，O是 n阶零矩阵，且 A2E= O，则必有（  ）． 

A．A = E B．A =E C． 1A A    D．| A | = 1 

3．A=

0 0

1 0 1

0

a

b c

 
 
 
 
 

为反对称矩阵，则必有（  ）． 

A．a = b =1，c = 0 B．a = c =1，b = 0   
C．a = c = 0，b =1 D．b = c =1，a = 0 

4．设向量组 1 =(2,0,0) T， 2 =(0,0,1)T，则下列向量中可以由 1 ， 2 线性表示的

是（  ）． 

A．(1,1,1)T   B．(0,1,1)T 

C．(1,1,0)T  D．(1,0,1)T 

5．已知 4×3矩阵 A的列向量组线性无关，则 r ( AT) =（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
6．设 1 ， 2 是非齐次线性方程组 Ax = b的两个解向量，则下列向量中为方程组解

的是（  ）． 

A． 1  2  B． 1 + 2  C．
1

2 1 + 2  D．
1

2 1 +
1

2 2  

7．齐次线性方程组 1 3 4

2 3 4

0

2 0

  
   

x x x

x x x
的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．1  B．2 C．3 D．4 

8．若矩阵 A与对角矩阵 D =

1

1

1

 
  
  

相似，则 A2 =（  ）． 

A．E  B．A  C．E  D．2E 

9．设 3阶矩阵 A的一个特征值为3，则A2必有一个特征值为（  ）． 

A．9 B．3  C．3 D．9 
10．二次型 f (x1，x2，x3) =

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 2    x x x x x x x x x 的规范形为（  ）． 
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A． 2 2
1 2z z  B． 2 2

1 2z z   C． 2
1z   D． 2 2 2

1 2 3 z z z  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．行列式

1 2 3

1 1 1

3 2 1

的值为_________． 

12．设矩阵 A=
4 3

2 1

 
 
 

，P =
0 1

1 0

 
 
 

，则 PAP 2_________． 

13．设向量 = (1,2,1)T，  = (1，2，3)T，则 3 2  _________． 

14．若 A为 3阶矩阵，且| A | =
1

9
，则 1| (3 ) |A _________． 

15．设 B是 3阶矩阵，O是 3阶零矩阵，r(B)=1，则分块矩阵
E O

B B

 
  

的秩为_____ 

____． 
16．向量组 1 = (k,2,2)T， 2 = (4,8,8)T线性相关，则数 k=_________． 

17．若线性方程组
1 2 3

2 3

3

2 3 1

2 2

( 1)

x x x

x x

x

  
    
     

无解，则数 =_________． 

18．已知 A 为 3 阶矩阵， 1 2,  为齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系，则| A |= 

_________． 
19．设 A为 3阶实对称矩阵， 1 =(0, 1, 1)T， 2 =(1, 2, x)T分别为 A的对应于不同特

征值的特征向量，则数 x =_________． 

20．已知矩阵 A =

0 0 1

0 1 1

1 1 2

 
  
  

，则对应的二次型 f (x1, x2, x3) = _________． 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算行列式 D=






a b a b

a a b b

a b a b

的值． 

22．设矩阵 A=

1 0 0

2 1 0

2 2 2

 
 
 
  

，B=

1 1 2

0 2 2

0 4 6

 
 
 
 
 

，求满足方程 AX = BT的矩阵 X． 



全国 2012 年 10 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题
       章 151 

23．设向量组 1

1

2

3

4



 
 
 
 
 
 

， 2

1

1

0

4



 
 
 
 
 
 

， 3

2

4

6

3



 
 
 
 
 
 

， 4

1

2

1

1



 
  
 
 
 

，求该向量组的秩和一

个极大线性无关组． 

24．求解非齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

2 4

4 3 6

   
    
    

x x x x

x x x x

x x x x

．(要求用它的一个特解和导出组

的基础解系表示) 

25．求矩阵 A =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 
 
 
 
 

的全部特征值和特征向量． 

26．确定 a，b的值，使二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 2 2   f x x x ax x x bx x 的矩阵 A的特

征值之和为 1，特征值之积为 12 ． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27．设 A，B均为 n阶(n≥2)可逆矩阵，证明(AB)*=B*A*． 
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一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．设 A、B为同阶方阵，则必有（  ）． 

A．| A+B |=| A |+| B | B．AB = BA C．(AB )T = ATBT D．| AB |= | BA | 

2．设 n阶方阵 A、B、C满足 ABC = E，则必有（  ）． 

A．ACB =E  B．CBA =E C．BCA =E  D．BAC =E 

3．设 A为三阶方阵，且| A|=2，则|  2A|=（  ）． 

A．  16 B．  4 C．4 D．16 

4．若同阶方阵 A与 B等价，则必有（  ）． 

A．| A | = | B | B．A与 B相似 C．R( A ) = R( B ) D．
1 1

n n

ii ii
i i

a b
 

   

5．设 1 (1, 0, 0)  、 2 (2, 0, 0)  、 3 (1,1, 0)  ，则（  ）． 

A．  、  、  线性无关 B． 3 可由 1 、 2 线性表示 

C．  可由  、  线性表示 D．  、  、  的秩等于 3 

6．设  、  是非齐次方程组 Ax = b的解，  是对应齐次方程组的解，则 Ax = b

一定有一个解是（  ）． 
A．  +    B．  -     

C．  +  +    D． 1 2

1 2

3 3
     

7．若 3阶方阵 A与对角阵

2 0 0

0 0 0

0 0 3


 
   
 
 

相似，则下列说法错误的是（  ）． 

A．| A |=0   B．| A+E |= 0           

C．A有三个线性无关特征向量 D．R(A)=2 

8．齐次方程 x1+x2-x3=0的基础解系所含向量个数是（  ）． 

A．0 B．1  C．2 D．3 
9．若 (1,1, )t  与 (1,1,1)  正交，则 t =（  ）． 

A．  2 B．  1 C．0 D．1 

10．对称矩阵
2 1

1 2
A

 
  
 

是（  ）． 

A．负定矩阵  B．正定矩阵  

C．半正定矩阵  D．不定矩阵 
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二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．设 A、B均为三阶可逆方阵，且|A|=2，则 1 2| 2 | B A B = ____________． 

12．四阶行列式中项 21 32 13 44    的符号为____________． 

13．设
1 1

1 2
A

 
   

，则 A的伴随阵 A*=____________． 

14．设

1 2 1

0 2 3

1 0

A

 
   
 
 t

，且 R(A)=2，则 t =____________． 

15．设三阶方阵 A= 1 2 3[ , , ]   ，其中 i 为 A 的列向量，且 |A|=3，若

B= 1 1 2 1 2 3[ , , ]        ，则|B|=____________． 

16．三元方程组 1 3

1 2

0

0

x x

x x

 
  

的通解是____________． 

17．设
2 1

1 4
A

 
   

，则 A的特征值是____________． 

18．若三阶矩阵 A的特征值分别为 1，2，3，则| A+2E | =____________． 

19．若 A =

2 0 0

0 0 1

0 1

 
 
 
 
 x

与 B =

2 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

相似，则 x =____________． 

20．实对称矩阵 A=
1 1

1 1

 
  

的正交相似标准形矩阵是____________． 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算四阶行列式

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4


 
  

． 

22．设 A=

2 1 5

0 4 2

4 3 1

 
  
  

，B是三阶方阵，且满足 AB-A2=B-E，求 B． 

23．设 1 2 3 4 5(1,1, 2, 3), (1, 1,1,1), (1, 3, 3, 5), (4, 2, 5, 6), ( 3, 1, 5,               

7) ，试求向量组 1 2 3 4 5, , , ,     的秩和一个极大无关组． 

24．设四元方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3

2 2 2

2 7 7

x x x x

x x x x

x x x x t

   
    
    

，问 t取何值时该方程组有解？并在有解
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时求其通解． 

25．设矩阵 P =
1 4

1 1

  
 
 

，D =
1 0

0 2

 
 
 

，矩阵 A由矩阵方程 1P AP D  确定，试求

A5． 
26．求正交变换 X = PY，化二次型 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2   f x x x x x x x x x 为标准形． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27．证明任意 4个 3维向量组线性相关． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

中 22a 的代数余子式为（  ）． 

A． 22 23

32 33

a a

a a
 B． 11 13

31 33


a a

a a
 C． 11 13

31 33

a a

a a
  D． 21 22

31 32


a a

a a
   

2．设 A，B均为 n阶矩阵， 2 2( )( )   A B A B A B 的充分必要条件是（  ）． 

A． A E  B． B O  C． A B   D． AB BA    

3．设向量组 1 2 3, ,   线性无关，则下列向量组中线性无关的是（  ）． 

A． 1 2 1 3, ,       B． 1 2 2 3 3 1, ,          

C． 1 2 1 2, , 2 3       D． 2 3 2 3, 2 , 2        

4．4元齐次线性方程组
2 3 4

1 2 3

1 2 4

2 0

0

3 0

x x x

x x x

x x x

  
   
   

的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．1 B．2 C．3  D．4   

5．设 2 是 3阶矩阵 A的一个特征值，则 2A 必有一个特征值为（  ）． 

A． 8  B． 4  C．4  D．8   

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．已知行列式
1 1 1

2 2 2

3 3 3

3
a b c

a b c

a b c

，则
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

2

2

2

a b c c

a b c c

a b c c


 


____________． 

7．A是 3阶矩阵，若 *| | 4A ，且 | | 0A  ，则 | |A ____________． 

8．设矩阵

1 1 1

0 2 2

0 0 3

A

 
   
 
 

，则 TA A  ____________． 

9．设 1 (1, 2, 5)   ， 2 (4, 7, 2)   ，则 1 22 3    ____________． 

10．3元齐次线性方程组 1 2

3

2 0

0

 
 

x x

x
的一个基础解系为__________________． 

11．设 A为 3阶矩阵，r( ) 2A ，若存在可逆矩阵 P，使 1 P AP B，则 r( ) B ______ 
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______． 

12．已知向量组 1 2 3(1, 2, 1, 1), (2, 0, , 0), ( 1, 2, 4, 1)       t 的秩为 2，则

t ____________． 

13．设 A 为 3 阶矩阵，2 是 A 的一个 2 重特征值， 1 为它的另一个特征值，则

| |A  ____________． 

14．设向量 1 (1, 2, 1)   ， 2 (3, 2, 1)  ，则内积 1 2( , )   ____________． 

15．设矩阵

1 0 0

0 2 2

0 2 0

A

 
   
  

，则二次型 Tx Ax  ____________________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式

1 0 0

1 1 0

0 1 1

0 0 1







a

b
D

c

d

，其中 a，b，c，d为常数． 

17．已知

1 1 1
2 1 1

0 2 2
4 0 1

0 1 0

X

 
          

，求矩阵 X ． 

18．设 A为 3阶矩阵，将 A的第 1列与第 2列互换得到矩阵 B，再将 B的第 2列

加到第 3列得到矩阵 C，求满足关系式 AQ = C的矩阵 Q． 

19．设向量组 1 2 3 4

2 1 3 0

1 3 0 1
, , ,

0 2 2 4

3 4 1 9

   

       
                  
       
       

       

，判定 4 是否可以由

1 2 3, ,   线性表示，若可以，求出其表示式． 

20．已知 4元线性方程组

1 2

2 3

3 4

1 4

2

3

1

 
  
  
  

x x a

x x a

x x a

x x

， 

（1）确定 a的值，使方程组有解； 

（2）在有解时，求出其通解（要求用它的一个特解和导出组的基础解系表示）． 

21．求正交变换 x = Py，将二次型 2 2
1 2 1 1 2 2( , ) 3 2 3f x x x x x x   化为标准形，并指出 f
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是否为正定二次型． 

22．求矩阵 A =

1 0 0

0 1 0

0 2 1

 
 
 
 
 

的特征值，并判定 A能否与对角矩阵相似（需说明理由）． 

四、证明题（本大题共 7 分） 

23．设 A为 n阶矩阵，k为正整数，且  0kA ，证明 A的特征值均为 0． 

 

 



 

全国 2013 年 7 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．设行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

=1，则

11 12 11 13

21 22 21 23

31 32 31 33

3 4 2

3 4 2

3 4 2

a a a a

a a a a

a a a a







=（  ）． 

A．-8 B．-6 C．6 D．8 

2．设 3阶矩阵

1 0 0

2 2 0

3 3 3

 
   
 
 

A ， *A 为 A的伴随矩阵，则 *A A （  ）． 

A．E B．2E C．6E  D．8E 

3．下列矩阵中，不是初等方阵的是（  ）． 

A．

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

  B．

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

  C．

1 0 0

0 0 0

0 1 0

 
 
 
 
 

 D．

1 0 0

0 1 2

0 0 1

 
  
 
 

 

4．向量空间 V = , 2 ,3 |（ ） 为任意实数a a a a 的维数是（  ）． 

A．0 B．1  C．2 D．3 
5．设向量组 1 2, , , s   线性相关，则（  ）． 

A． 1 2, , , s   中至少有一个向量可由其它向量线性表出 

B． 1 2, , , s   全是非零向量 

C． 1 2, , , s   全是零向量 

D． 1 2, , , s   中至少有一个零向量 

6．齐次线性方程组 1 2 3

2 3 4

0

2 0

  
   

x x x

x x x
的基础解系中所含解向量的个数为（  ）． 

A．1 B．2  C．3 D．4 
7．设 1 2,  是非齐次线性方程组 Ax = b的解，β是对应的齐次线性方程组  0Ax 的

解，则 Ax = b有解（  ）． 
A． 1 2    B． 1 2    C． 1 2     D． 1 22      

8．设三阶矩阵 A的特征值为 1，2，-1，则|A|=（  ）． 

A．-3 B．-2 C．2 D．3 

9．设 A为正交矩阵，则以下结论不正确．．．的是（  ）． 

A．A的行列式一定等于 1 B．A-1是正交矩阵 
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C．A的列向量组为正交单位向量组 D．A的行向量组为正交单位向量组 

10．若二阶实对称矩阵 A与矩阵
1 0

0 2

 
 
 

合同，则二次型 Tx Ax的标准形是（  ）． 

A． 2
1y  B． 2

2y  C． 2 2
1 2y y   D． 2 2

1 22y y   

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．设行列式

1 2 5

1 3 2

2 5 a

 =0，则 a =____________． 

12．设 A,B为同阶方阵，且 AB=0，则 A2B2=____________． 

13．设 A为方阵，且|A|=2，则|A-1|=____________． 
14．设向量 1 2 1 2(1,2,3), (0,0,2), 2      则 ____________． 

15．向量组 1 2 3(1, 0, 0), (1,1, 0), (1,1,1)     的秩为____________． 

16．设 A为m n 实矩阵，则秩（AAT）_______秩（AT）．（填“=”或“ ”） 

17．若非齐次线性方程组 1 2

1 2

n

n

ax ax ax k

bx bx bx l

   
    




（ , , ,a b k l 均不为 0）无解，则

____________． 

18．设矩阵 A与 B=

2

3

3

 
 
 
  

相似，则|A2-E|=____________． 

19．设 A是 3阶正交矩阵， T1, 2, 2（ ）X ，则 1A X =____________． 

20．设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 2 2f x x x x x x x x    的正惯性指数为 p，负惯性指数为 q，

则 p q =_______． 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算行列式

0 1 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

x

x

x

a a a a





． 

22．设 A=

4 3 1

1 20 4

1 18 4

 
  
 
 

，B=

1 0 0

0 2 1

0 5 3

 
 
 
 
 

，C=

1 4 3

2 0 1

1 2 0

 
  
 
 

，若矩阵 X 满足

(A-3X)B=C，求 X． 
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23．设向量组 1 2 3 4

1 3 0 1

2 1 3 0
, , ,

0 2 2 4

3 4 1 9

   

        
                 
       
       

       

，试判断 4 是否可以由

1 2 3, ,   线性表示，如果可以，将 1 2 3, ,   表示出来． 

24．求非齐次线性方程组 1 2

1 2 3

2

3 2 3 1

 
   

x x

x x x
的通解． 

25．设三阶方阵 A的三个特征值为 1 2 31, 0, 1,      且 A的属于 1 2 3, ,   的特征

向量依次为 1 2 3

2 0 0

0 , 1 , 2

0 2 5

  
     
            
     
     

，求矩阵 A． 

26．设实二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( , , ) 2 3 2 2f x x x x x x tx x x x     ，求 t应满足的条件使得

1 2 3( , , )f x x x 为正定二次型． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27．设向量 1 2 3, ,   线性无关，证明： 1 2 1 2 3 2 32 2 ,2 2 , 4          线性无关． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．设行列式 1 1

2 2

a b

a b
=1， 1 1

2 2

a c

a c
= -2，则 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c




=（  ）． 

A．-3 B．-1  C．1 D．3 

2．设矩阵 A=

1 0 0

1
0 0

2
1

0 0
3

 
 
 
 
 
 
  
 

，则 A
1
=（  ）． 

A．

0 0 1

0 2 0

3 0 0

 
 
 
 
 

  B．

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
 
 
 
 

  

C．

3 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

  D．

0 0 3

0 2 0

1 0 0

 
 
 
 
 

 

3．设 A为 m×n矩阵，A的秩为 r，则（  ）． 

A．r =m时，Ax = 0必有非零解 B．r =n时，Ax = 0必有非零解 

C．r <m时，Ax = 0必有非零解 D．r <n时，Ax = 0必有非零解 

4．设 4阶矩阵 A的元素均为 3，则 r(A)=（  ）． 

A．1  B．2 C．3 D．4 

5．设 1为 3阶实对称矩阵 A的 2重特征值，则 A的属于 1的线性无关的特征向量

个数为（  ）． 

A．0  B．1 C．2 D．3 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．设 A 为 2 阶矩阵，将 A 的第 1 行加到第 2 行得到 B，若 B=
1 2

3 4

 
 
 

，则

A=__________． 

7．设 A为 3阶矩阵，且|A|=2，则|2A|=__________． 

8．若向量组 1 2(2,1, ) , (4, , 4) ,a a T T  线性无关，则数 a 的取值必满足

__________． 
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9．设向量 T T(1, 0,1) , (3, 5,1)   ，则 2  =__________． 

10．设 A=
11 12

21 22

31 32

a a

a a

a a

 
 
 
 
 

，b=
1

2

3

b

b

b

 
 
 
 
 

，若非齐次线性方程组 Ax=b有解，则增广矩阵 A的

行列式 A =__________． 

11．齐次线性方程组 x1+x2+x3=0的基础解系中所含解向量的个数为__________． 

12．设向量 (3, 4)  T ，则 的长度  =__________． 

13．已知-2是矩阵 A=
0 2

2 x

 
 
 

的特征值，则数 x=__________． 

14．已知矩阵 A=

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
 
 
 
 

与对角矩阵 D=

1 0 0

0 1 0

0 0 a

 
  
 
 

相似，则数 a=__________． 

15．已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3( , , )f x x x x x tx   正定，则实数 t的取值范围是__________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式 D =

2 2

2 2

2 2

a b c a a

b b a c b

c c c a b

 
 

 
． 

17．已知向量
1 1

(1, 2, ), (1, , )
2 3

k   ，且 3, T T  A ，求 

（1）数 k的值；         （2）A10． 

18．已知矩阵 A=

1 2 3

2 3 1

3 4 0

 
 
 
 
 

，B=
1 0 1

2 0 0

 
 
 

，求矩阵 X，使得 XA=B． 

19．求向量组 T T T
1 2 3 4(1, 0, 2, 0) , ( 1, 1, 2, 0) , ( 3, 4, 4,1) , ( 6,14,              

T6, 3) 的秩和一个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性

表出． 

20．已知齐次线性方程组 Ax = 0的一个基础解系为 1 2

2 3

1 , 0

0 1

   
       
   
   

  ，求 r(A)及

该齐次线性方程组． 

21．设向量组 1 2 3(1, 1, 1,1) , (1,1, 0, 0) , (1, 1, 2, 0)T T T        ．求一个非零向量

4 ，使得 4 与 1 2 3, ,   均正交． 
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22．用配方法化二次型 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 4 8f x x x x x x x x x    为标准形，并写出所用

的可逆性变换． 

四、证明题（本大题共 7 分） 

23．设 A是 m×n矩阵，证明齐次线性方程组 Ax = 0与 ATAx = 0同解． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．设行列式
11 12

21 22

 

 
= 3，则行列式

11 12 11

21 22 21

2 5

2 5

  
  




=（  ）． 

A．-15  B．-6 C．6 D．15 

2．设 A，B为 4阶非零矩阵，且 AB =O，若 r(A)=3，则 r(B)=（  ）． 

A．1 B．2 C．3 D．4 
3．设向量组 1 =(1，0，0)T， 2 =(0，1，0)T，则下列向量中可由 1 ， 2 线性表出

的是（  ）． 

A．(0，-1，2)T B．(-1，2，0)T C．(-1，0，2)T D．(1，2，-1)T 
4．设 A为 3阶矩阵，且 r(A)=2，若 1 ， 2 为齐次线性方程组 Ax = 0的两个不同

的解．k为任意常数，则方程组 Ax = 0的通解为（  ）． 

A．k 1  B．k 2  C．
1 2

2
k

 
 D．

1 2

2

 
k  

5．二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 4 2f x x x x x x x x x x x x      的矩阵是（  ）． 

A．

1 2 4

2 2 2

4 2 1

 
   
  

 B．

1 2 4

0 2 2

0 0 1

 
  
 
 

 C．

1 1 2

1 2 1

2 1 1

 
   
  

 D．

1 2 1

2 2 1

1 1 1

 
  
   

 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．3阶行列式

2 3 4

1 5 2

1 1 1

第 2行元素的代数余子式之和 A21+A22+A23= ________． 

7．设 A为 3阶矩阵，且|A|=2，则|A*|= ________． 

8．设矩阵 A=
1 0 2

0 1 0

 
 
 

，B=
3 0 1

0 1 0

 
 
 

，则 ABT= ________． 

9．设 A为 2阶矩阵，且|A|=
1

3
，则 1| ( 3 ) | A = ________． 

10．若向量组 1 =(1,-2,2)T， 2 =(2,0,1)T， 3 =(3,k,3)T线性相关，则数 k = ________． 

11．与向量(3,-4)正交的一个单位向量为________． 

12．齐次线性方程组 1 2 3

1 2 3

2 3 0

2 3 0

  
   

x x x

x x x
的基础解系所含解向量个数为________． 
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13．设 3阶矩阵 A的秩为 2， 1 ， 2 为非齐次线性方程组 Ax =b的两个不同解，

则方程组 Ax =b的通解为________． 

14．设 A为 n阶矩阵，且满足|E+2A|=0，则 A必有一个特征值为________． 

15．二次型 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3( , , ) 2f x x x x x x x x    的正惯性指数为________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式 D=

1 3 2 4

4 1 3 2

2 4 1 3

3 2 4 1

的值． 

17．设矩阵 A=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

 
 
 
 
 

a a a

a a a

a a a

，B=
21 22 23

11 31 12 32 13 33

31 32 33

3 3 3

 
    
 
 

a a a

a a a a a a

a a a

，求可逆矩阵 P，

使得 PA=B． 

18．设矩阵 A=

1 1 2

2 2 3

4 3 3

 
 
 
 
 

，B=

1 0 0

2 1 1

1 2 2

 
 
 
  

，矩阵 X满足 XA=B，求 X． 

19．求向量组 1 =(1,-1,2,1)T， 2 =(1,0,1,2)T， 3 =(0,2,0,1)T， 4 =(-1,0,-3,-1)T，

5 =(4,-1,5,7)T 的秩和一个极大线性无关组，并将其余向量由该极大线性无关组线性表

出． 

20．求线性方程组

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 3 4

2 3 4 5

2 3

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
     
    

的通解． 

21．已知矩阵 A=

2 0 0

0 2 1

0 1

 
 
 
 
 a

的一个特征值为 1，求数 a，并求正交矩阵 Q 和对角矩

阵，使得 1 Q AQ ． 

22．用配方法化二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3( , , ) 3 2 4 2    f x x x x x x x x x x 为标准形，并写

出所作可逆线性变换． 

四、证明题（本大题共 7 分） 

23．设 1 ， 2 ， 3 为齐次线性方程组 Ax = 0的一个基础解系，证明 2 1 + 2 + 3 ，

1 +2 2 + 3 ， 1 + 2 +2 3 也是该方程组的基础解系． 
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一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．3阶行列式

0 0 1

0 1 0

1 0 0

的值为（  ）． 

A． 1  B．0 C．1 D．2 

2．设矩阵
1 1

0 1
A

 
  
 

，则 3A 等于（  ）． 

A．
1 0

3 1

 
 
 

  B．
1 0

3 1

 
  

  C．
1 3

0 1

 
 
 

  D．
1 2

0 1

 
 
 

 

3．设 A是 4阶方阵，且 | | 1A  ，则 | 2 |A 等于（  ）． 

A．2 B．4 C．8 D．16 

4．下列说法错误．．的是（  ）． 

A．两个同阶方阵秩相等，则它们等价   

B．两个同阶方阵等价，则它们的秩相等 

C．两个同阶方阵相似，则它们一定等价 

D．两个同阶方阵等价，则它们一定相似 

5．设 (1,1, 0) ， (0,1,1)  ， (1, 0,1) ，则（  ）． 

A． , ,   线性相关 B． , ,   的秩等于 1 

C． , ,   线性无关 D． , ,   的秩等于 2 

6．设 A为3 4 矩阵，且 A的秩 r(A)=1，则齐次线性方程组 Ax = 0的基础解系所含

解向量个数为（  ）． 

A．4 B．3 C．2 D．1 
7．若 | 5 | 0nE A  ，则 A一定有特征值（  ）． 

A． 5  B．
1

5
  C．

1

5
  D．5 

8．若向量 1
, 1,

3
   
 

k k k 与向量 (1, 1, 0)正交，则 k =（  ）． 

A． 1  B．0 C．
3

4
 D．

4

3
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9．设 1 2 3, ,   是非齐次线性方程组 Ax = b的解，则（  ）． 

A． 1 2  也是 Ax = b的解  

B． 1 2  也是 Ax = b的解 

C． 1 2  是对应的齐次线性方程组的解   

D． 1 2 3    也是 Ax = b的解 

10．二次型 2 2( , ) 6f x y x xy y   对应的对称矩阵为（  ）． 

A．
1 6

6 1

 
  

 B．
1 3

3 1

 
  

 C．
1 0

6 1

 
  

 D．
1 6

0 1

 
 
 

 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．若 3阶行列式

1 6 8

0 2 0

0 2

k

k

且 0k  ，则参数 k  ____________． 

12．若矩阵
0

12 0

a 
 
 

为实反对称矩阵，则 a  ____________． 

13．若 A为 n阶方阵， | | 3A ，且 *A 为 A的伴随矩阵，则 *AA  ____________． 

14．矩阵

1 1 0

2 2 0

0 0 3

A

 
   
 
 

的等价标准形为____________． 

15．若向量  1, 2, 3 与向量
1 3

, ,
2 2

 
 
 

b 线性相关，则 b ____________． 

16．三元齐次线性方程组 1 2 3 0  x x x 的通解是____________． 

17．若 A 是m n 矩阵，且齐次线性方程组 Ax=0 只有零解，则 A 的秩 r(A)= 

____________． 

18．设
2 4

0 5
A

 
  
 

， 2A A 的一个特征值为 2，则 2A A 的另一个特征值为

____________． 

19．设向量  1, 3, 3 ，则 的长度   ____________． 

20．若 A
2 1

1 a

 
  
 

为正定矩阵，则实数 a的取值范围为____________． 
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三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．计算 4阶行列式

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

． 

22．求 3阶方阵

1 0 1

0 1 2

1 0 3

 
   
 
 

A 的逆矩阵． 

23．求向量组 1 =(-1，2，0，1)T， 2 =(1，2，0，5)T， 3 =(3，2，2，0)T， 4 =(0，

4，0，6)T，的秩和一个极大线性无关组． 

24．当参数 a，b满足什么条件时，线性方程组
1 2 3

1 3

1 2 3

2 1

2 3

  
  
   

x x x

x x a

x x x b

一定有解． 

25．已知矩阵 A 
2 0 0

0 0 1

0 1

 
 
 
 
 x

与 B 
2 0 0

0 0

0 0 1

 
 
 
  

y 相似，求参数 x与 y的值． 

26．求二次型 1 2 3 1 2 2 3 3 1( , , )f x x x x x x x x x   的矩阵，并用配方法求二次型的标准

型． 

四、证明题（本大题共 6 分） 

27．设向量 1 ， 2 ， 3 ， 4 线性无关，证明：向量 1 1  ， 2 1 2    ，

3 1 2 3      ， 4 1 2 3 4        也线性无关． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．设 3阶行列式
11 12 13

21 22 23 2

1 1 1

a a a

a a a  ，若元素 ija 的代数余子式为 ijA ( , 1, 2, 3)i j ，

则 31 32 33  A A A （  ）． 

A． 1  B．0 C．1 D．2 

2．设 A为 3阶矩阵，将 A的第 3行乘以
1

2
 得到单位矩阵 E，则 | |A （  ）． 

A． 2  B．
1

2
  C．

1

2
 D．2 

3．设向量组 1 2 3, ,   的秩为 2，则 1 2 3, ,   中（  ）． 

A．必有一个零向量   

B．任意两个向量都线性无关                   

C．存在一个向量可由其余向量线性表出   

D．每个向量均可由其余向量线性表出 

4．设 3 阶矩阵

1 3 3

3 5 3

6 6 4

A

 
   
  

，则下列向量中是 A的属于特征值 2 的特征向量

为（  ）． 

A．

1

1

0

 
  
 
 

 B．

1

0

1

 
 
 
 
 

  C．

1

0

2

 
 
 
 
 

 D．

1

1

2

 
 
 
 
 

 

5．二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 4   f x x x x x x x x 正惯性指数为（  ）． 

A．0 B．1 C．2 D．3 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．设
2 1

( )
3 1

x
f x

 
 ，则方程 ( ) 0f x  的根是 ________． 

7．设矩阵 A
0 1

2 0

 
  
 

，则 A*= ________． 
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8．设 A为 3阶矩阵，|A|=
1

2
 ，则行列式 1(2 )A = ________． 

9．设矩阵 B
1 2

3 4

 
  
 

，P
1 0

0 2

 
  
 

，若矩阵 A满足 PA=B，则 A= ________． 

10．设向量 1 =(-1,4)T， 2 =(1,2)T， 3 =(4,2)T，则 3 由 1 ， 2 线性表出的表示

式为________． 
11．设向量组 1 =(3,1,1)T， 2 =(4,1,0)T， 3 =(1,0,k)T线性相关，则 k =________． 

12．3元齐次线性方程组 1 2

2 3

0

0

x x

x x

 
  

的基础解系中所含解向量的个数为________． 

13．设 3阶矩阵 A满足 3 2 0 E A ，则 A必有一个特征值为________． 

14．设 2阶实对称矩阵 A为的特征值分别为-1和 1，则 A2= ________． 

15．设二次型 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 2f x x tx x tx x   正定，则实数 t的取值范围是________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算 4阶行列式 D=

3 1 0 0

1 3 1 0

0 1 3 1

0 0 1 3

的值． 

17．已知矩阵 A=

3 2

2

1

1 0

1 0 0

1 0 0 0

a a a

a a

a

 
 
 
 
 
 
 

，求 1A ． 

18．设矩阵 A=

1 1 1

1 1 0

0 1 1

 
 
 
 
 

，且矩阵 X满足 AX +E=A3+X，求 X． 

19．设向量 1 =(1,1,1,1)T， 2 =(1,2,1,1)T， 3 =(k+1,1,k,k+1)T， =(k2+1,1,1,1)T，试

确定 k取何值时  能由 1 ， 2 ， 3 线性表出，并写出表示式． 

20．求线性方程组
1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0

2 2 1

2 3 3 1

x x x x

x x x

x x x x

   
   
    

的通解（要求用其一个特解和导出组的基

础解系表示）． 
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21．设矩阵 A=

1 1 1

1 3 1

1 1x

 
  
 
 

与对角矩阵

1 0 0

0 2 0

0 0 2

 
   
 
 

B 相似，求数 x与可逆矩阵 P，

使得 1 P AP B． 

22．用正交变换将二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 2f x x x x x x x x    化为标准形，并写出标

准形和所作正交变换． 

四、证明题（本大题共 7 分） 

23．设向量组 1 ， 2 ， 3 线性相关，且其中任意两个向量都线性无关．证明：存

在全不为零．．．．的．常数 1 2 3, ,k k k 使得 1 1 2 2 3 3 0k k k     ． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．设行列式 D1=
1 1

2 2

a b

a b
，D2=

1 1 1

2 2 2

2 3

2 3

a b a

a b a




，则 D2=（  ）． 

A．-D1 B．D1  C．2D1  D．3D1 

2．若 A=
1 0

2 1 1

 
 
 

x
，B=

2 0 2

4 2

 
 
 y

，且 2A=B，则（  ）． 

A．x =1，y =2   B．x =2，y =1 

C．x =1，y =1   D．x =2，y =2 

3．已知 A是 3阶可逆矩阵，则下列矩阵中与 A等价的是（  ）． 

A．

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 B．

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 C．

1 0 0

0 0 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 D．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 

4．设 3阶实对称矩阵 A的全部特征值为 1，-1，-1，则齐次线性方程组(E+A) x =0

的基础解系所含解向量的个数为（  ）． 

A．0 B．1 C．2  D．3 

5．矩阵
3 1

1 3

 
  

有一个特征值为（  ）． 

A．-3 B．-2 C．1  D．2 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．设 A为 3阶矩阵，且 A =3，则 13 A =________． 

7．设 A=
2 1

3 5

 
 
 

，则 A*=________． 

8．已知 A=
1 0

2 1

 
 
 

，B=
1 1 1

1 1 2

 
 
 

，若矩阵 X满足 AX =B，则 X=________． 

9．若向量组 1  (1,2,1)T， 2  (k-1,4,2)T线性相关，则 k=________． 

10．若齐次线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

2 0

3 0

  
   
   

x x ax

x x x

x x x

有非零解，则数a =________． 

11．设向量 1  (1,-2,2)T， 2  (2,0,-1)T，则内积( 1 2 , )=________． 

12．向量空间 V ={x =(x1, x2, 0)T|x1, x2 R }的维数为________． 
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13．与向量(1,0,1)T和(1,1,0)T均正交的一个单位向量为________． 

14．矩阵
1 2

2 3

 
 
 

的两个特征值之积为________． 

15．若实二次型 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) 2f x x x x ax a x x x    正定，则数 a 的取值范围是

________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式 D=

2 1 1 1

1 3 1 1

1 1 4 1

1 1 1 5

的值． 

17．设 2阶矩阵 A的行列式
1

| |
2

A ，求行列式 1 *| (2 ) 2 | A A 的值． 

18．设矩阵 A=

0 1 0

1 1 1

1 0 1

 
  
   

，B=

1 1

2 0

5 3

 
 
 
  

，矩阵 X满足 X= AX+B，求 X． 

19．求向量组 T T T T
1 2 3 4(1, 2,1) , (2, 5,1) , ( 1, 3, 6) , (3, 1,10)          的秩

和一个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性表出． 

20．利用克拉默法则解线性方程组

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

2 2
1 2 3

3

3

3

x ax a x a

x bx b x b

x cx c x c

   


  
   

，其中 , ,a b c两两互不相

同． 

21．已知矩阵 A=

1 1

3 1

1 1 1

a

a

 
 
 
 
 

与 B =

0 0 0

0 1 0

0 0 b

 
 
 
 
 

相似，求数 ,a b的值． 

22．用正交变换化二次型 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 5 5 4f x x x x x x   为标准型，并写出所作的正交

变换． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．设 A，B均为 n阶矩阵，且 A= B+E，B2=B，证明 A可逆． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．已知 2阶行列式 1 2 2

1 2 2

2
2

2

a a a

b b b

 


 
，则

1 2

1 2

a a

b b
（  ）． 

A．-2 B．-l  C．1 D．2 

2．设 * 0 2

3 0

 
   

A ，则 1A =（  ）． 

A．
10 3

1 02

 
 
  

   B．
10 2

1 03

 
 
 
 

  

C．
10 2

1 03

 
 
  

  D．
10 3

1 02

 
 
 
 

 

3．设向量组 1 2, , , s   可由向量组 1 2, , , t   线性表出，则下列结论中正
确的是（  ）． 

A．若 ≤s t，则 1 2, , , s   必线性相关 

B．若 ≤s t，则 1 2, , , t   必线性相关 

C．若 1 2, , , t   线性无关，则 ≤s t  

D．若 1 2, , , s   线性无关，则 ≤s t  

4．设有非齐次线性方程组 Ax =b，其中 A为 m×n矩阵，且 r(A)=r1，r(A，b)=r2，

则下列结论中正确的是（  ）． 

A．若 r1 = m，则 Ax =0有非零解 B．若 r1 = n，则 Ax =0仅有零解 

C．若 r2 = m，则 Ax =b有无穷多解  D．若 r2 = n，则 Ax =b有唯一解 

5．设 n阶矩阵 A满足︱2E-3A︱=0，则 A必有一个特征值 （  ）． 

A．
3

2
  B．

2

3
  C．

2

3
 D．

3

2
 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6 ． 设 行 列 式 11 12

21 22

a a

a a
中 元 素 ija 的 代 数 余 子 式 为 ( , 1, 2)ijA i j ， 则

11 21 12 22 a A a A __________． 
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7．已知矩阵
0 1

1 0
A

 
   

，则 2 2A A E  =___________． 

8．设矩阵
1 2

3 4
B

 
  
 

，
1 0

0 2
P

 
  
 

，若矩阵 A满足 AP=B，则 A=________． 

9．设向量 T T T
1 2 3(1, 0, 0) , (1,1, 0) , (1,1,1)     ， T(2,1, 3)  ，则  由向量组

1 2 3, ,   线性表出的表示式为   ____________． 

10．设向量组 T T T
1 2 3(1, 2,1) , ( 1,1, 0) , (0, 2, )      k 线性无关，则数 k的取值

应满足__________． 

11．设 3元非齐次线性方程组 Ax =b的增广矩阵(A，b)经初等行变换可化为 

( , )A b 
1 0 3 1

0 1 1 2

0 0 ( 1)( 2) 1

 
  
    



k k k

 

若该方程组无解，则 k =_________． 
12．设 0 2  是 n 阶矩阵 A 的一个特征值，则矩阵 3A E 必有一个特征值是

________． 

13．设 2阶矩阵 A与 B相似，其中
2 3

2 1
A

 
   

， B
1 0

0

 
 
 a

，则 a =_______． 

14．设向量 T T
1 2(1, 1, 0) , (4, 0,1)    ，则 2 1

2 1
1 1

( , )

( , )

  
 

  __________． 

15．二次型 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 2 4   f x x x x x x 的规范形为__________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 3 4

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

的值． 

17．已知矩阵 A

4 2 1

2 2 0

1 0 1

 
   
 
 

，B

1 0 0

2 1 0

3 2 1

 
   
 
 

，若矩阵 X满足等式 AX = B + X，求

X． 

18．已知矩阵 A，B满足关系式 B =E-A，其中 B

1

0 1

0 0 1

r s

t

 
 
 
 
 

，计算 

    （1）E + A + A2
与 A3; 
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    （2）B(E + A + A2)． 

19．求向量组 T T T
1 2 3(1, 1, 2,1) , (1, 0, 2, 2) , (0, 2,1,1)      , T

4 (1, 0, 3,1)   

的秩和一个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性表出． 

20．设 3元线性方程组

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2

2 ( 2) 3

3

x x

x x x

x x a x

x x x b

 
    
    
   

，问数 a，b分别为何值时，方程组

有无穷多解？并求出其通解(要求用其一个特解和导出组的基础解系表示)． 

21．设矩阵

1 2 2

2 1 2

2 2 1

 
   
 
 

A ，求 A的全部特征值和特征向量． 

22．用配方法化二次型 2
1 2 3 1 1 2 2 3( , , )f x x x x x x x x   为标准形，并写出所作的可逆

线性变换． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．设向量组 1 2 3, ,   的秩为 2，且 3 可由 1 2,  线性表出，证明 1 2,  是向量
组 1 2 3, ,   的一个极大线性无关组． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．多项式

1 0

( ) 2 2 3

2 5 4





x

f x 的常数项是（  ）． 

A． 14  B． 7  C．7 D．14 

2．设 A为 n阶矩阵，如果
1

2
A E ，则 | |A （  ）． 

A．
1

2n
 B．

1

1

2 n
  C．

1

2
 D．2 

3．设 A 为 3 阶矩阵，且 | |A  0a  ，将 A 按列分块为 1 2 3( , , )  A ，若矩阵

1 2 2 3( , 2 , )B      ，则 | |B （  ）． 

A．0 B． a  C． 2a  D．3a  
4．若向量组 1 2, , ,  s可由向量组 1 2, , ,  t线性表出，则必有（  ）． 

A． s t≤    

B． s t                   
C．秩( 1 2, , ,  s )≤秩( 1 2, , ,  t )  

D．秩( 1 2, , ,  s )>秩( 1 2, , ,  t ) 

5．与矩阵 A =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

合同的矩阵是（  ）． 

A．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

  B．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

 C．

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
  
  

  D．

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
  
 
 

 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．行列式

0

0

0

c b

c a

b a

 
   __________． 

7．若行列式

11 12 11 13

21 22 21 23

31 23 31 33

2 3

2 3 2

2 3

a a a a

a a a a

a a a a


  


，则

11 12 13

21 22 23

31 23 33

a a a

a a a

a a a

 ___________． 
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8．设矩阵
1 1

1 1

 
   

A ，
1 2

1 2

 
  
 

B ，则 T AB ________． 

9．设矩阵
2 1

1 1

 
   

A ，则
1( ) A E ________． 

10．设矩阵
0 2

3 0

 
  
 

A ，则 * A ________． 

11．设向量 T( 1,1, )k  可由向量 T T
1 2(1, 0, 1) , (1, 2, 1)      线性表示，则

k  ____________． 

12．齐次线性方程组
1 2 3

3 4

0

0

x x x

x x

  
  

的基础解系中解向量的个数为_________． 

13．设 A 为 3阶矩阵， i 为 3维非零列向量，且满足 A ( 1, 2, 3)i ii i   则 r(A)= 

___________． 

14．设 0 2  是 n阶矩阵 A的一个特征值，则 2A E 的一个特征值是__________． 

15．二次型 2
1 2 3 1 1 3 2 3( , , ) 2f x x x x x x x x   的矩阵为__________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式

2 2

1 1

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

0 0



a c

a c
D

d b

d b

． 

17．设矩阵 A, B, C，满足关系式 AC = CB，其中 B

1 0 0

0 0 0

0 0 1

 
   
  

，C

1 0 0

2 1 0

2 1 1

 
   
 
 

，

求矩阵 A与 3A ． 

18．设 A为 3阶矩阵，将 A的第 1列与第 2列互换得到矩阵 B，再将 B的第 2列

加到第 3列得到单位矩阵 E，求矩阵 A． 

19．求向量组 T T T
1 2 3(1,1, 2, 4) , (0,1,1, 2) , (2,1, 3, 6)     , T

4 (1, 2, 3, 6)  的

一个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性表出． 

20．求线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2 1

2 2

  
   
    

x x x

x x x

x x x

的通解(要求用其一个特解和导出组的基础解

系表出)． 
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21．设 2阶实对称矩阵
3 2

2 0
A

 
   

，求正交矩阵 Q，使得 1Q AQ 为对角矩阵． 

22．若向量

1

1
 
   
 
 k

为矩阵

1 2 1

2 1 1

1 1 2

A

 
   
 
 

的一个特征向量，求 k的值． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．设 A为 3阶可逆矩阵，证明 * *(2 ) 4A A ． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．已知二阶行列式
1 2

1 2

2
a a

b b
，则

1 2 2

1 2 2

2

2

 


 
a a a

b b b
（  ）． 

A． 4  B． 2  C．2 D．4 

2．设
* 2 0

0 3
A

 
  
 

，则 1A （  ）． 

A．
1 02

10 3

 
 
 
 

  B．
1 03

10 2

 
 
  

  

C．
1 03

10 2

 
 
 
 

  D．
1 02

10 3

 
 
  

 

3．设 n阶矩阵 A，B，C满足 ABC E ，则（  ）． 

A． 1A BC    B． 1A CB   C． 1B CA   D． 1B AC   

4．若向量组 1 2, , , s   可由向量组 1 2, , , t   线性表出，下列结论中正确的是

（  ）． 
A．若 s t，则 1 2, , , s   线性相关 B．若 1 2, , , t   线性无关，则 s t   

C．若 s t，则 1 2, , , t   线性相关 D．若 1 2, , , s   线性无关，则 s t  

5．设 3 元线性方程组 Ax =b，已知 r(A)= r(A，b)=2，其两个解 1 2,  满足

 T

1 2 1,0,1    ，  T1 2 3, 2, 1     , k为任意常数，则方程组 Ax =b的通解为 

A．    T T1
1,0,1 3, 2, 1

2
   k  B．    T T1

3, 2, 1 1,0,1
2
   k  

C．    T T
1,0,1 3,2, 1   k   D．    T T

3,2, 1 1,0,1   k  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．设 1 0

0 1

( ) 2 1 3

3 1 2


   

x

f x a x a ，则 0 a __________． 

7．2阶行列式
1 2

3 4
第 2行元素的代数余子式之和为___________． 

8．设矩阵  1 0 1A   ，  2 1 1B   ， TC A B ，则 2C  ________． 
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9．设 A为 2阶矩阵，若存在矩阵
0 1

1 0
P

 
  
 

，使得
1 1 2

3 4
P AP  

  
 

，则 A  ________． 

10．设向量 1 2 3(1, 1, 1) , (1, 1, 1) , ( 1, 1, 1) , (1, 0, 0)T T T T          ，则  由向量组

1 2 3, ,   的线性表出的表示式为________． 

11 ． 设 向 量 组 1 2 3( 2, 1, 3) , (1, 0, 1) , ( 2, 1, 0)T T T       k 线 性 相 关 ， 则

k  ____________． 

12．设向量 1 (1, 1, 2)T   与 2 (4, 0, )T  k 正交，则 k  _________． 

13．设 3元非齐次线性方程组 Ax =b的增广矩阵 A经初等行变换化为 

1 2 3 1

0 1 1 2

0 0 ( 2)( 1) 1

A

 
   
    k k k

 

若方程组有无穷多解则 k  ___________． 

14．矩阵
2 3

1 2
A

 
   

的两个特征值之和等于__________． 

15．二次型 2 2
1 2 3 1 2 1 2( , , ) 2   f x x x x x x x 的规范型为__________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

D

  
   

  

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b
． 

17．设矩阵 A

3 2 1

2 1 0

1 0 0

 
   
 
 

, 求 *A 与 1A ． 

18．设 A为 3阶矩阵，将 A的第 1行的 2倍加到第 3行得到矩阵 B，再将 B的第 2

列与第 3列得到单位矩阵 E，求矩阵 A． 

19．求向量组 T T T
1 2 3(1, 2, 3, 1) , (2, 3, 4, 3) , (0, 0,1, 2)       , 4 (3, 4, 3,   

T T
59) , (1,1, 2, 0)  的秩和一个极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线

性无关组线性表出． 

20．求线性方程组

1 2 4

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2

2 2 1

2 2 6 5

2 3 4 2

   
    
     
    

x x x

x x x

x x x x

x x x x

的通解(要求用其一个特解和导出组的

基础解系表示)． 

21．设 A为 3阶实对称矩阵，已知 r(A)= 2， T T
1 2(1, 0, 1) , (1, 0,1)    分别是 A
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的属于特征值 

1 21, 1    的特征向量，求 A的另一个特征值和对应的特征向量． 

22．求正交变换 x Q y ，将二次型 2 2
1 2 1 2 1 2( , ) 2  f x x x x x x 化为标准型． 

四、证明题（本题 7 分） 

23 ． 设 1 2,  是 齐 次 线 性 方 程 组 0A x  的 一 个 基 础 解 系 ， 证 明

1 1 2 2 1 22 , 2         也是方程组 0A x  的一个基础解系． 
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一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．已知 2阶行列式 6
23

23

212

212 



bbb

aaa
，则 

21

21

bb

aa
（  ）． 

A．-6 B．-2 C．2  D．6 

2．若矩阵 A中有一个 1r 阶子式等于零，且所有 r阶子式都不为零，则必有（  ）． 

A．r(A) = r B．r(A)≥r  C．r(A) < r  D．r(A) = r+1 

3．设向量组  TT(1, 0, 0) , 0, 1, 0   ,下列向量中可以表为 ,  线性组合是

（  ）． 
A． T(2, 1, 0)   B． T(2, 1, 1)    

C． T(2, 0, 1)   D． T(0, 1, 1)  

4．设线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0

0

0

  
   
   

x x x

kx x x

x x x

有非零解，则 k的值为（  ）． 

A．-2 B．-1 C．1 D．2 

5．设

1 2 3

1 2

0 0 1

A x

 
   
 
 

，且 A的特征值为 1, 2, 3，则 x=（  ）． 

A．-2 B．2  C．3   D．4 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．行列式 

7020

5231

3002

1000

 __________． 

7．设 01

111

111

01

axa

x







，则 1a ___________． 

8．设 A，B均为 3阶矩阵，且 2, 3,A B   则 * 13A B  ________． 

9．设 A， B均为 2阶可逆矩阵，则
1

3A O

O B


 

 
 

________． 

10．向量组      T T T

1 2 31,1,0 , 3,0, 9 , 1, 2,3      的秩为________． 
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11．设 3 元非齐次线性方程组 Ax b 满足    T T

1 2r( ) 2, 1, 2, 0 , 1, 3, 1A      为其

两个解，则其导出组 0Ax  的通解为____________． 

12．设线性方程组
1 2 3

2 3

1 3

2 3

           

             

  
  
  

x x x a

x x b

x x c

有解，则数 cba ,, 应满足_________． 

13．设 3阶矩阵 A的特征值1, 2, 3 ，则 2A E __________． 

14．若 n阶矩阵 A满足 3 2 0E A  ，则 A必有一个特征值为__________． 

15．二次型 3221321 ),,( xxxxxxxf  的矩阵为__________． 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．计算行列式

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

D









x

x

y

y

． 

17．设矩阵

1 2 1

0 1 1

0 0 2

A

 
   
 
 

,求 2 3A A E  ． 

18．设矩阵 A和 B满足 2AB A B  ,其中

3 0 1

1 1 0

0 1 4

A

 
   
 
 

，求矩阵 B． 

19．求向量组        T T T T

1 2 3 41, 2,1,4 , 0,3, 1, 3 , 1, 2,8,8 , 2,3,8,9          的一个

极大线性无关组，并将向量组中的其余向量由该极大线性无关组线性表出． 

20．求线性方程组












0)1(3

33                

1       4

321

32

321

xkxx

xkx

xxx

 

确定 k取何值时，方程组有惟一解、无解、有无穷多解，并在有无穷多解时求出其

通解(要求用其一个特解和导出组的基础解系表出)． 

21．已知矩阵 A

2 0 0

0 0 1

0 1

 
   
 
 x

与 B

2 0 0

0 0

0 0 1

 
   
  

y 相似，求： 

（1）常数 x, y的值； 

（2）可逆矩阵 P，使得 1P AP B  ． 
22．求正交变换 x Qy ，将二次型 2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 5 4 5  f x x x x x x 化为标准形． 
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四、证明题（本题 7 分） 

23．设向量组 1 2,  线性无关，向量 1 可由 1 2,  线性表出，而 2 不能由 1 2,  线性

表出． 
证明：向量组 1 2 1 2, ,    线性无关． 
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全国 2012 年 1 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．D  2．A  3．D  4．D  5．A  6．B  7．B  8．A  9．B  10．C 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11． 8    12． 3    13．A 1k    14． n    15． n r     
16． r( , ) r( )A B A    17． 2b    18．0   19．1   20．3 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解：

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 4 1 0 0 5 3 0 1 5 0 0 1 5 0

2 4 6 1 0 2 4 3 0 2 4 3 0 0 14 3

1 2 4 2 0 1 5 0 0 0 5 3 0 0 5 3

   
   

    
      

 

 

        ( 42 15) 57     ． 

22．解：由条件 1 1 14ABA A BA    得， 1 1( ) 4  A E BA A ，从而 ( ) 4 A E B E，

故

1

1

11 4
14( ) 4 2 4 22

4 11
4





 
    
                    

 

B A E ． 

23．解：由于 1 2 3 4

3 0 1 6 1 7 2 9 1 7 2 9

1 7 2 9 3 0 1 6 0 21 7 21
( , , , )

2 1 0 4 2 1 0 4 0 13 4 14

0 3 1 3 0 3 1 3 0 3 1 3

     
               
       
     
     

     

      

1 7 2 9

0 3 1 3

0 13 4 14

0 0 0 0

 
 
 
   
 
 

1 7 2 9 1 7 2 9 1 0 0 1

0 3 1 3 0 1 0 2 0 1 0 2

0 1 0 2 0 0 1 3 0 0 1 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
     
       
        
     
     

， 

故 1 2 3, ,   是该向量组的一个极大线性无关组，且可知， 4 1 2 32 3      ． 

24．解：矩阵 A的特征多项式为：

1 4 3 1 4 3

| | 2 5 3 2 5 3

2 4 2 0 1 1

     
      

   

 
  

  
E A ， 

2( 1)   由 2( 1) 0    ，得 A的特征值为 1 0  ， 2 3 1   ． 
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当 1 0  时，齐次线性方程组 (0 )E A x  0所对应的等价方程组为 1 3

2 3

0

0

 
  

x x

x x
， 3x 为

自由未知量， 
得其对应的特征向量为 T

1 (1,1, 1) p ，故属于 1 0  的全部特征向量为：k1 p1 ，其

中 1 0k  ； 

当 2 3 1   时，齐次线性方程组 (1 ) E A x 0 所对应的等价方程组为

1 2 32 4 3 0x x x   ， 

2 3,x x 为自由未知量，得其对应的特征向量为 T
2 (2,1,0)p ， T

3 (3,0,2)p ， 

故属于 2 3 1   的全部特征向量为：k2 p2+k3 p3，其中 1 2,k k 不全为零． 

25．解：对该方程组的系数矩阵 A施行初等行变换 
1 0 1 5 1 0 1 5 1 0 1 5

2 1 0 3 0 1 2 7 0 1 2 7

1 1 1 2 0 1 2 7 0 0 0 0

       
               
           

A ． 

对应的同解方程组为 1 3 4

2 3 4

5 0

2 7 0

x x x

x x x

  
   

，即 1 3 4

2 3 4

5

2 7

x x x

x x x

  
  

． 3 4,x x 为自由未知量， 

分 别 取 3 41, 0x x  和 3 40, 1x x  ， 可 得 基 础 解 系 T
1 ( 1, 2, 1, 0)  ，

T
2 (5, 7, 0, 1)  ． 

于是，原方程组的通解可表示为 1 1 2 2k k    ， 1k 和 2k 为任意实数． 

26．解：对 A施行初等行变换将其化为阶梯形矩阵， 
1 1 2 1 0 1 1 2 1 0 1 1 2 1 0

3 0 6 1 1 0 3 0 2 1 0 3 0 0 1

0 3 0 0 1 0 3 0 0 1 0 3 0 0 1

1 1 2 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0

          
            
     
     

     

A ， 

      

1 1 2 1 0

0 3 0 2 1

0 0 0 2 0

0 0 0 0 0

  
 
  
 
 
 

B  

由于 B的非零行行数为 3，故 A的秩为 3． 

四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：设存在一组常数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 2 3 3k k k     0， 

即
1

1 2 3 2

3

( , , )

k

k

k

 
   
 
 

   0，亦即 A
1

2

3

k

k

k

 
   
 
 

0，则
1

2

3

k

k

k

 
 
 
 
 

为 Ax 0 的解．又因为 A 的行列

式不等于 0， 
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所以方程组 Ax 0只有零解，从而 1 2 3 0k k k   ，故 1 2 3, ,   线性无关． 

全国 2012 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．D  2．A  3．B  4．C  5．A  6．B  7．A  8．B  9．B  10．D 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．16    12．2    13．
0 0

0 0

 
 
 

    14．2    15．3    

16．

2 0

2 0
,

2 2

0 1

k k

   
   
    
    
   
   

R    17．6    18．3    19．2    20． 2 2
1 24 f y y  

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解： 
3 5 1 2 3 1 1 1

1 1 1 1 0 0
4 5 3 3 4 13 3 1 10 12

13 3 1 13 10 12 48
1 2 0 1 1 0 0 0 1 6

4 3 2 4 1 6
2 0 3 4 2 4 3 2

D

   
   

    
        

  
  

． 

22．解：由条件  A X XA 得， ( ) X A E A ，又














 


100

002

030

EA ，且

 























 

100

00
3

1

0
2

1
0

1EA ， 

故






























































 
 

200

01
3

1

0
2

1
1

100

00
3

1

0
2

1
0

200

012

031

)( 1EAAX ． 
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23．解： 
3

2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4| | | ( , , , ) ( , , , ) | | ( , 2 , 2 , 2 ) | 2 | ( , , , ) |                       A B  

      3
2 3 4 2 3 42 | ( , , , ) ( , , , ) | 8(| | | |) 8*(4 1) 40A B              ． 

24．解：由于 1 2 3 4

1 2 0 3 1 2 0 3

2 0 4 2 0 4 4 8
( , , , )

1 5 4 0 2 5 7

1 0 2 1 0 2 2 4

t t t t
   

   
           
      
   

       

 

1 2 0 3 1 2 0 3

0 1 1 2 0 1 1 2

0 2 5 7 0 0 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0

t t t t

   
   
    
      
   
   

，则可得当 3t 时，该向量组的秩为 2，

1 2,  为其一个极大无关组； 

当 3t  时，该向量组的秩为 3， 1 2 3, ,   为其一个极大无关组． 

25．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 






















































00000

12110

43301

12110

12110

31211

74512

21121

31211

),( bA ． 

对应的同解方程组为 1 3 4

2 3 4

3 3 4

2 1

  
    

x x x

x x x
，即 1 3 4

2 3 4

4 3 3

1 2

  
    

x x x

x x x
， 3 4,x x 为自由未知量， 

令 3 4 0 x x ，得方程组的一个特解为 * T(4, 1, 0, 0)   ．对应的导出组为

1 3 4

2 3 4

3 3

2

x x x

x x x

  
  

， 

分 别 取 3 41, 0x x  和 3 40, 1x x  ， 可 得 基 础 解 系 T
1 ( 3, 1, 1, 0)   ，

T
2 ( 3, 2, 0, 1)   ． 

于是，原方程组的通解可表示为 *
1 1 2 2   k k  ， 1k 和 2k 为任意实数． 

26．解：法一：设向量 1 2 3( , , )x x x  与向量 1 正交，有 1 2 3 0x x x   ，通过直观法

可得正交解 T
2 (1, 0, 1)   ， T

3 (1, , 1)y  ，代入方程得 2y   ，故 T
3 (1, 2, 1)   ． 

法二：设向量 1 2 3( , , )x x x  与向量 1 正交，则有 1 2 3 0x x x   ， 2 3,x x 为自由未知

量，分别取 2 31, 0x x   

和 2 30, 1x x  ，可得线性无关的解向量 T
2 ( 1, 1, 0)p   ， T

3 ( 1, 0, 1)p   ．将 1 ， 2p ，

3p 进 行 施 密 特 正 交 化 得 ， T
2 2 ( 1, 1, 0)p    ， 3 1 3 2

3 3 1 2
1 1 2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
  

   
   
p p

p  

T
1 1

, ,1
2 2

    
 

．（注意结果不唯一） 
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四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：因为 TA A为正定矩阵，所以 TA A为 n 阶的可逆矩阵，故齐次线性方程

组 T 0A Ax  只有零解． 

显然 T0 0Ax A Ax   ；又因为 Ax是一个 n维列向量，所以 

T T T T0 0 ( ) 0 0A Ax x A Ax Ax Ax Ax       ， 

故方程组 T 0A Ax  与 0Ax  同解，即 0Ax  只有零解． 

全国 2012 年 7 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．A  2．B  3．B  4．C  5．C  6．C  7．B  8．B  9．A  10．B 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．160    12．
















021

143

324

    13． 
















 

2

1
00

010

021

   14．11    15．2    16．0    

17． 1   18．


















































1

0

1

0

1

1

0

0

1

21 kk 21 , kk 为任意实数   19．



























5
2

1
00

2

1
0

2

1
0

0
2

1
0

2

1

00
2

1
0

     

20．
1

2
x    

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解：

1 1 1 2 5 5 5 5 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 0 0 1 0
5 5 5 0 1 0

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 0 1 0 0
1 0 0

2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 0 0 0

D          
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1 0 0

5 0 1 0 5

0 0 1

  ． 

22．解：由条件 X AX B  得，( )E A X B  ，又




















201

101

011

AE ，对 ( , )E A B

施行初等行变换 

 


































































33300

11110

11011

24210

11110

11011

35201

02101

11011

, BAE  

 

        










































11100

02010

13001

11100

02010

11011

，故





















11

02

13

X ． 

23．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 

 
1 1 0 0 5 1 1 0 0 5 1 1 0 0 5

, 2 1 1 2 1 0 1 1 2 9 0 1 1 2 9

5 3 2 2 3 0 2 2 2 22 0 0 0 2 4

A b

     
                
             

 

         

1 1 0 0 8

0 1 1 0 13

0 0 0 1 2

 
   
 
 

． 

对应的同解方程组为
1 3

2 3

4

8

13

2

  
  
 

x x

x x

x

，即
1 3

2 3

4

8

13

2

  
  
 

x x

x x

x

， 3x 为自由未知量，令 3 0x ， 

得方程组的一个特解为 * T( 8, 13, 0, 2)   ．对应的导出组为
1 3

2 3

4 0

 
 
 

x x

x x

x

，令 3 1x ， 

得基础解系 T( 1, 1, 1, 0)   ，于是，原方程组的通解可表示为 *    k ， k为任

意实数． 

24．解：由于 T T T T
1 2 3 4

1
1 0 1

2 1 2 3 2 1 2 3 2
( , , , ) 4 1 3 5 0 1 1 1 0 1 1 1

2 0 1 2 0 1 1 1 0 0 0 0

   

 
    
              

            
 

， 

所以 1 2,  为其一个极大无关组，且 3 1 2

1

2
    ， 4 1 2    ． 
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25．解：由于 A































































1500

4340

1121

5840

4340

1121

365

123

1121

ttt 
 ， 

因 r( ) 2A ，故
5 0

1 0

 
  t

，从而 5  ， 1t ． 

26．解：由于 2

3 2 0

| | 2 6 0 ( 3)( 9 14) ( 2)( 3)( 7)

0 0 3

E A


       




          


， 

故 A的特征多项式的三个根为 1 2 32, 3, 7     ． 

（1）对特征根 1 2  ，考虑齐次线性方程组
1 2

1 2

3

2 0

2 4 0

0

  
  
 

x x

x x

x

，即 1 2

3

2

0


 

x x

x
，令 2 1x ， 

得特征向量为： T
1 (2, 1, 0)p ； 

（2）对特征根 2 3  ，考虑齐次线性方程组 2

1 2

2 0

2 3 0


  

x

x x
，即 1

2

0

0


 

x

x
，令 3 1x ， 

得特征向量为： T
2 (0, 0, 1)p  ；  

(3) 对特征根 2 7 ，考虑齐次线性方程组
1 2

1 2

3

4 2 0

2 0

4 0

 
  
 

x x

x x

x

，即 1 2

3

2

0

 
 

x x

x
，令 2 2 x ， 

得特征向量为： T
3 (1, 2, 0)p   ；  

令 1 2 3

2 0 1

( , , ) 1 0 2

0 1 0

 
    
 
 

P p p p ，则 P可逆，且有 1

2

3

7

P AP

 
   
 
 

． 

四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：设存在一组常数 1 2 3 4, , ,k k k k ，使得 1 1 2 2 3 3 4 4      k k k k 0，即 

1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1 1 4 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k                      

3 4 4( )k k    0， 

由于 1 2 3 4, , ,    线性无关，所以

1 4

1 2

2 3

3 4

0

0

0

0

 
  
  
  

k k

k k

k k

k k

，其系数行列式

1 0 0 1

1 1 0 0
0

0 1 1 0

0 0 1 1

 ，故存

在非零解， 
即 1 2 3 4, , ,k k k k 不全为零，所以 1 2 3 4, , ,    线性相关． 



参考答案
       章 193 

全国 2012 年 10 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．B  2．C  3．B  4．D  5．C  6．D  7．B  8．A  9．A  10．C 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．0      12．
2 1

4 3

 
 
 

    13． T(5, 10, 9)    14．
1

3
      15．4     

16． 1     17． 1        18．0           19． 2      20． 2 2
2 3 1 3 2 32 2 2  x x x x x x  

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解： 
2 2 1 1

2 2 2( ) 1 2( ) 0 0 2 ( )

2 2 1 0

D


         

   

a b a b a b a b

a b a b b a b a b b a b b ab a b

a b b a b b a b b a a

． 

22．解：对 T( , )A B 施行初等行变换得 

 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

, 2 1 0 1 2 4 0 1 0 1 2 4 0 1 0 1 2 4

2 2 2 2 2 6 0 2 2 4 2 6 0 0 1 3 1 1

TA B

     
              
            

，故

1 0 0

1 2 4

3 1 1

X

 
   
   

． 

23．解：由于 1 2 3 4

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

2 1 4 2 0 3 0 4 0 3 0 4
( , , , )

3 0 6 1 0 3 0 4 0 0 5 3

4 4 3 1 0 0 5 3 0 0 0 0

   

       
              
      
     

       

，

所以该向量组的秩为 3， 1 2 3, ,   为其一个极大无关组．（答案不唯一） 

24．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 2 2 3

, 2 1 1 1 4 0 1 3 3 2 0 1 3 3 2

4 3 1 1 6 0 1 3 3 2 0 0 0 0 0

A b

        
                
            

． 

对应的同解方程组为 1 3 4

2 3 4

2 2 3

3 3 2

  
    

x x x

x x x
，即 1 3 4

2 3 4

2 2 3

3 3 2

   
   

x x x

x x x
， 3 4,x x 为自由未知量， 
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令 3 4 0 x x ，得方程组的一个特解为 * T(3, 2, 0, 0)   ．对应的导出组为

1 3 4

2 3 4

2 2

3 3

  
  

x x x

x x x
，分别取 3 41, 0x x  和 3 40, 1x x  ，可得基础解系 T

1 ( 2, 3, 1, 0)   ，

T
2 ( 2, 3, 0, 1)   ． 

于是，原方程组的通解可表示为 *
1 1 2 2   k k  ， 1k 和 2k 为任意实数． 

25．解：由 3

1 0

| | 0 1 0

0 0

E A


    


  


，得矩阵 A 的的三个特征值为

1 2 3 0     ． 

对特征值 0 ，考虑齐次线性方程组 2

3

0

0

 
 

x

x
，即 2

3

0

0


 

x

x
， 1x 为自由未知量，令

1 1x ，得基础解系为： T(1, 0, 0)p  ，故 A的属于特征值 0 的全部特征向量为 k p，k

是不为零的任意常数． 

26．解：该二次型的对称矩阵 A
















 20

020

0

b

ba

，设 A的三个特征值为 1 2 3, ,   ，由

已知条件得， 1 2 3 2 ( 2) 1      a   ， 2
1 2 3

0

0 2 0 4 2 12

0 2

     


a b

a b

b

   ，解得 1a ，

2b   ． 

四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：由于 A，B均为 n阶可逆矩阵，则 AB也为 n阶可逆矩阵，且 

1 *1

| |
 A A

A
， 1 *1

| |
 B B

B
， 1 *1

( ) ( )
| |

AB AB
AB

  ， 

所以 * 1 1 1 1 1 * *( ) | | ( ) | | | | (| | )(| | )AB AB AB A B B A B B A A B A        ． 

全国 2013 年 1 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．D  2．C  3．A  4．C  5．C  6．D  7．B  8．C  9．A  10．B 
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二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11． 32       12． （或正）    13．
2 1

1 1

 
 
 

     14． 2       15．3     

16．X 

1

1

1

 
   
 
 

k ， k为任意常数    17． 1 2 3       18．60     19．0      

20．
2 0

0 0

 
 
 

或
0 0

0 2

 
 
 

 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解：

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 0 4 6 8
24 8 192

1 2 3 4 0 0 6 8

1 2 3 4 0 0 0 8

D


    
 
  

． 

22．解：由 2  AB A B E 得， 2( )  A E B A E，又因

1 1 5

| | 0 3 2 74

4 3 0

    


A E ，

则 A E可逆，从而 1

3 1 5

( ) ( )( ) 0 5 2

4 3 2

B A E A E A E A E

 
         
  

． 

23．解：由于 

 










































































00000

00000

13110

34111

26220

13110

26220

34111

76513

55312

12311

34111

,,,, 54321  ， 

所以该向量组的秩为 2， 1 2,  为其一个极大无关组．（答案不唯一） 

24．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 

 
1 1 3 2 3 1 1 3 2 3 1 1 3 2 3

, 2 1 2 1 2 0 1 4 5 4 0 1 4 5 4

1 2 7 7 0 1 4 5 3 0 0 0 0 7t t t

       
                    
             

A b  

   

1 0 1 3 1

0 1 4 5 4

0 0 0 0 7t

   
     
  

 

当 7t  时，方程组有解．对应的同解方程组为 1 3 4

2 3 4

3 1

4 5 4

x x x

x x x

  
   

， 3 4,x x 为自由未知
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量，令 3 4 0 x x ，得方程组的一个特解为 * T( 1, 4, 0, 0)    ．对应的导出组为

1 3 4

2 3 4

3

4 5

x x x

x x x

 
  

，分别取 3 41, 0x x  和 3 40, 1x x  ，可得基础解系 T
1 (1, 4, 1, 0)  ，

T
2 (3, 5, 0, 1)  ． 

于是，原方程组的通解可表示为 *
1 1 2 2   k k  ， 1k 和 2k 为任意实数． 

25．解：由 1 P AP D得， 1A PDP ，从而
  1

2

5
155

20

01 









  PPPPDA ，又













11

41

3

11P ，所以 


































 


1211

4443

11

41

3

1

320

01

11

415A ． 

26．解：该二次型的对称矩阵为 

0 1 1

1 0 1

1 1 0

A

 
   
 
 

． 

由 2

1 1 1 1 1 1 1

| | 1 1 1 1 0 0 1 0 ( 1)( 2)

1 1 1 1 2 1

   
            

     

  
       

  
E A  

2( 2)( 1) 0    ，得矩阵 A的的三个特征值为 1 2 32, 1      ．  

（ 1 ） 对 特 征 值 1 2   ， 考 虑 齐 次 线 性 方 程 组 ( 2 ) 0E A x   ， 因

 






































000

110

101

211

121

112

2 AE ， 

对应的同解方程组为 1 3

2 3

 
  

x x

x x
， 3x 为自由未知量，令 3 1 x ，得特征向量为：

T
1 (1, 1, 1)p   ； 

（ 2 ） 对 特 征 值 2 3 1   ， 考 虑 齐 次 线 性 方 程 组 ( ) 0E A x  ， 因

 














 























000

000

111

111

111

111

AE ， 

对应的同解方程组为 1 2 3  x x x ， 2 3,x x 为自由未知量，通过直观法得到与 1p 正交

的两个特征向量为： 
T

2 ( 1, 1, 0)p   ， T
3 (1, 1, 2)p  ； 

1 2 3, ,p p p 单 位 化 得 ： T T T
1 2 3

3 2 6
(1, 1, 1) , ( 1, 1, 0) , (1, 1, 2)

3 2 6
p p p       ． 令
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





























6

2
0

3

1
6

1

2

1

3

1
6

1

2

1

3

1

p ， 

则 P 为正交矩阵，从而通过正交变换 X PY ，可将该二次型化为标准形：
2 2 2
1 2 32   f y y y ． 

四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：设




































































43

42

41

4

33

32

31

3

23

22

21

2

13

12

11

1 ,,,

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

 ，为任意四个三维向量， 

向量组 A： 1 2 3 4, , ,    线性相关 r( ) 4 A ，而 1 2 3 4r( ) r( , , , ) 3 4    ≤A ， 

所以 1 2 3 4, , ,    线性相关，由 1 2 3 4, , ,    假设的任意性，即命题成立． 

全国 2013 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．C    2．D    3．A    4．B    5．C   

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．6     7． 2      8．
















1451

551

111

     9． (10, 25, 16)     10． T( 2, 1, 0)  

11．2    12．3      13． 4           14．6             15． 2 2
1 2 2 32 4 x x x x  

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．解：

1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0

a a

b a b
D a b c d

c a b c

d a b c d

 
     

  
   

．     
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17．解：由于

1 1 1

0 2 2 2 0

0 1 0


 


，故





















010

220

111

可逆，且

1
1 1 1

0 2 2

0 1 0

 
   
  

 

11 22
0 0 1

10 12

 
 
 
 
 
 

，由原式得到

1
1 1 1

2 1 1 2 1 1
0 2 2

4 0 1 4 0 1
0 1 0

 
                

X

11 22
0 0 1

10 12

 
 
  
 
 
 

 

1
2 2

2
3

4 7
2

 
 
 
  
 

 

18．解：由条件可知对 A进行了两次初等列变换，先将 A化为 B，再将 B化为 C，

对应的两个初等矩阵分别为：

















100

001

010

1P ，

















100

110

001

2P ．并且有 1 2 2( )AP P BP C  ，

又 1 2 1 2( ) ( )AP P A P P ，从而 


















































100

001

110

100

110

001

100

001

010

21PPQ  

19．解：令 1 1 2 2 3 3 4     x x x ，即

1 2 3

1 2

2 3

1 2 3

2 3 0

3 1

2 2 4

3 4 9

x x x

x x

x x

x x x

   
   
  
   

，由

2 1 3 0

1 3 0 1

0 2 2 4

3 4 1 9

 
   
 
 

 

 

1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1

0 5 3 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2

0 2 2 4 0 5 3 2 0 0 8 8 0 0 1 1

0 13 1 12 0 13 1 12 0 0 14 14 0 0 0 0

              
                  
        
       

          
1 0 0 2

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

得到 1 2x  ， 2 1x  ， 3 1x  ． 

所以 4 可以由 1 2 3, ,   线性表出，且表示式为 4 1 2 32      ． 

20．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 
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 

1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 6

0 1 1 0 2 0 1 1 0 2 0 1 0 1 5

0 0 1 1 3 0 0 1 1 3 0 0 1 1 3

1 0 0 1 1 0 0 0 0 6 1 0 0 0 0 6 1

A b

       
              
       
     
       

a a a

a a a
,

a a a

a a

． 

（1）当
1

6
a   时，方程组系数矩阵与增广矩阵的秩相等，方程组有解． 

（2）有解时对应的同解方程组为

1 4

2 4

3 4

1

5

6
1

2

x x

x x

x x


  

  



 

， 4x 为自由未知量， 

令 4 0x  ，得方程组的一个特解为 * T5 1
( 1, , , 0)

6 2
     ． 

对应的导出组为
1 4

2 4

3 4

x x

x x

x x


 
 

，取 4 1x  ，可得基础解系 T(1, 1, 1, 1)  ． 

于是，原方程组的通解可表示为 * k   ， k为任意实数． 

21．解：该二次型的对称矩阵为 












31

13
A ．由

3 1
| | ( 2)

1 3


   




 


E A  

( 4) 0  ，得矩阵 A的的二个特征值为 1 22, 4   ．  

对 特 征 值 1 2 ， 考 虑 齐 次 线 性 方 程 组 (2 ) 0 E A x ， 因

  






 














00

11

11

11
2 AE ， 

对应的同解方程组为 1 2x x ， 2x 为自由未知量，令 2 1x  ，得特征向量为： T
1 (1, 1)p ； 

对特征值 2 4 ，考虑齐次线性方程组 (4 ) 0 E A x ，因   


















00

11

11

11
4 AE ， 

对应的同解方程组为 1 2x x  ， 2x 为自由未知量，令 2 1x  ，得特征向量为：
T

2 ( 1, 1) p ； 

将 1 2,p p 单位化得： T
1

2
(1, 1)

2
p ， T

2

2
( 1, 1)

2
 p ．令

















 











2

1

2

1
2

1

2

1

,
~

2

~`

1 PPP ， 

则 P 为正交矩阵，从而通过正交变换 X PY ，可将该二次型化为标准形：
2 2
1 22 4f y y  ． 

由于 A的特征值都大于零，故该二次型正定． 
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22．解：由特征方程 3

1 0 0

| | 0 1 0 ( 1) 0

0 2 1


     

 
E A


  


，得矩阵 A的的特征值

为 1 2 3 1     ． 

因为 ( )E A 的秩为 1，所以 ( ) 0 E A x 只有两个线性无关的解向量，从而 3 阶矩

阵 A只有两个线性无关的特征向量．因此，A不能与对角矩阵相似． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．证明：设  是矩阵 A 的特征值，且存在向量 p使得 Ap p  ，由此可得
k kA p p  ．又因 0kA ， 

故 0kA p ，从而 0k p  ，而 0p  ，所以 0k  ，即 0  ．因此A的特征值均为 0． 

全国 2013 年 7 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．D  2．C  3．C  4．B  5．A  6．B  7．D  8．B  9．A  10．D 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．3        12．O           13．
1

2
         14． (2, 4, 4)        15．3     

16．         17． al kb       18．192        19．3             20．0 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解： 

 2
0 1 0

2 3
1 2 3

0 1 2 3

1 0 0
1 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0
0 1 1 0

0 0 1 1
0 1

D


 

  
       

 


   

x
x

x x
x x a x x xa a

x a a x
a a a x

a a a a

 

2 3 2
3 2 1 0 3 2 1 0( )x xa a xa a x a x a xa a        ． 

22．解：由 ( 3 ) A X B C 得， 13  A X CB ，从而  11

3
 X A CB ，又因 | | 1B ，

则 B可逆，且 1

1 0 0

0 3 1

0 5 2



 
   
  

B ，从而 



参考答案
       章 201 

 1

4 3 1 1 4 3 1 0 0
1 1

1 20 4 2 0 1 0 3 1
3 3

1 18 4 1 2 0 0 5 2



       
                
          

X A CB  

          

4 3 1 1 27 10 1 8 3
1

1 20 4 2 5 2 1 5 2
3

1 18 4 1 6 2 0 4 2

         
                 
            

． 

23．解：由 1 2 3 4

1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1

2 1 3 0 0 5 3 2 0 1 1 2
( , , , )

0 2 2 4 0 2 2 4 0 5 3 2

3 4 1 9 0 13 1 12 0 13 1 12

   

          
              
      
     

       

 

1 3 0 1 1 3 0 1 1 0 0 2

0 1 1 2 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 8 8 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 14 14 0 0 0 0 0 0 0 0

        
     
       
     
     

      

， 可 知 1 2 3 4( , , , )=   秩  

1 2 3( , , )  秩 ，所以 4 是否可以由 1 2 3, ,   线性表示，且 4 1 2 32      ． 

24．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 
3

1 0 1
1 1 0 2 1 1 0 2 5( )
3 2 3 1 0 5 3 5 3

0 1 1
5

A b

 
     
             
 

, ，对应的同解方程组为

1 3

2 3

3
1

5
3

1
5

x x

x x

   

   


， 3x 为自由未知量，令 3 0x  ，得方程组的一个特解为 * T(1, 1, 0)   ． 

对应的导出组为
1 3

2 3

3

5
3

5

x x

x x

  

  


，取 3 5x   得基础解系 T(3, 3, 5)   ． 

于是，原方程组的通解可表示为 * k   ， k为任意实数． 

25．解：因为 3 阶矩阵 A 有 3 个线性无关的特征向量，所以矩阵 A 相似于对角矩

阵， 

即存在可逆矩阵 1 2 3

2 0 0

( , , ) 0 1 2

0 2 5

  
 
    
 
 

P ，使得 1

1 0 0

0 0 0

0 0 1



 
    
  

P AP ． 
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从而，

1

1

1 0 02 0 0 1 0 0 2 0 0 2 0 0 2
0 1 2 0 0 0 0 1 2 0 0 2 0 5 2

0 2 5 0 0 1 0 2 5 0 0 5 0 2 1







                                     

A P P  

                   

1 0 0

0 4 2

0 10 5

 
   
  

． 

26．解：该二次型的对称矩阵为 A

2 1

1 0

1 0 3

t

t

 
 
 
 
 

．因当二次型为正定二次型时，其

对称矩阵为正定矩阵， 

故对称矩阵 A应为正定矩阵．又因其对应的三个顺序主子式为 

1 | 2 | 2D   ， 2
2

2
2

1

t
D t

t
   ， 2

3

2 1

1 0 5 3

1 0 3

t

D t t   ， 

所以

1

2
2

2
3

2 0

2 0

5 3 0

D

D t

D t

 


  
   

，即 2 5

3
t  ，当

15 15
,

3 3
t

 
   
 

时，该二次型为正定二次型． 

四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：设存在一组常数 1 2 3, ,k k k ，使得 1 1 2 2 1 2 3(2 2 ) (2 2 )k k          

3 2 3( 4 )k    0， 

即 1 2 1 1 2 3 2 2 3 3(2 2 ) ( 2 2 ) ( 4 )k k k k k k k          0．由于 1 2 3  , , 线性无关，则必

有
1 2

1 2 3

2 3

2 2 0

2 2 0

4 0

k k

k k k

k k

 
   
  

， 

解得此方程组只有唯一零解： 1 2 3 0k k k   ，故向量组 1 2 1 2 3 22 2 ,2 2 ,         

34 也线性无关． 

全国 2013 年 10 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．B    2．B    3．D    4．A    5．C   
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二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．
1 2

2 2

 
 
 

     7．16       8． 2a           9． T(1, 5, 1)         10．0 

11．2         12．5       13． 4           14．5               15． 0t       

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，63 分） 

16．解： 

D =

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

a b c a a a b c a b c a b c

b b a c b b b a c b

c c c a b c c c a b

       
    

   
 

 

1 1 1

( ) 2 2

2 2

a b c b b a c b

c c c a b

    
 

 

2 3

1 1 0
1 1

( ) 2 0 ( ) ( )
2

2 2

a b c b b a c a b c a b c
b b a c

c c c a b

           
 

  
． 

17．解：（１）由 T

1
1 1

1, , 2 2 3
2 3 3

k

k


 

         
 

，得 3k  ． 

（2）由于

1 1
1

2 31
1 1 2

2 1, , 2 1
2 3 3

3
3

3 1
2

 

 
 

   
               

  
 

TA ，则 

10 T 10 T T 9 T 9 T 9 9

1 1
1

2 3
2

( ) ( ) ( ) 3 3 2 1
3

3
3 1

2

       

 
 
 
       
 
  
 

A A ． 



 
204 

18．解：由于

1 2 3

| | 2 3 1 1 0

3 4 0

A     ，故 A可逆，且 1

4 12 7

3 9 5

1 2 1

A

 
    
 
 

．由 XA=B

可得 

1

4 12 7
1 0 1 3 10 6

3 9 5
2 0 0 8 24 14

1 2 1

X BA

 
                   

． 

19．解：以 1 2 3 4, , ,    为列构造矩阵 A，对 A进行初等行变换得 

1 2 3 4

1 1 3 6 1 1 3 6

0 1 4 14 0 1 4 14
( , , , )

2 2 4 6 0 0 2 6

0 0 1 3 0 0 1 3

   

        
         
     
   
   

A  

                  

1 1 0 3 1 0 0 1

0 1 0 2 0 1 0 2

0 0 1 3 0 0 1 3

0 0 0 0 0 0 0 0

   
        
   
   
   

， 

故该向量组的秩为 3，向量组的一个极大线性无关组为 1 2 3, ,   ，且

4 1 2 32 3      ． 

（极大线性无关组不唯一） 

20．解：由于基础解系由２个 3维向量组成，故 r( ) 3 2 1A    ． 

从而设所求方程组为 1 2 3 0ax bx cx   ，将 1 2,  代入，得
2 0

3 0

a b

a c

  
  

，即

2

3

b a

c a


  

，令 1a  （注：此处可以取任意非零常数），则 2b  ， 3c   ， 

故所求方程组为 1 2 32 3 0x x x   ．  

21．解：设 T
4 1 2 3 4( , , , )x x x x  与 1 2 3, ,   均正交，则有

1 2 3 4

1 2

1 2 3

0

0

2 0

x x x x

x x

x x x

   
  
   

， 

该方程组的一个基础解系为 T( 1, 1, 1, 3) ，则 T
4 ( 1, 1, 1, 3)   即为所求的向量． 

注：所求向量可以是 T( 1, 1, 1, 3) 的任意非零常数倍． 

22．解：由 
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2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 4 8f x x x x x x x x x    2 2 2 2 2

1 1 3 3 2 2 3 3 32( 2 ) 2( 4 4 ) 6x x x x x x x x x        

          2 2 2
1 3 2 3 32( ) 2( 2 ) 6x x x x x     ， 

令

1 1 3

2 2 3

3 3

2

y x x

y x x

y x

 
  
 

， 则 可 逆 线 性 变 换 为

1 1 3

2 2 3

3 3

2

x y y

x y y

x y

 
  
 

， 则 的 标 准 形 为

2 2 2
1 2 32 2 6y y y  ． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．证明：设是 Ax 0的解，则  A 0，用 TA 左乘等式两边，有 T  A A 0， 

从而是 TA Ax  0的解． 

反之，设  是 TA Ax  0 的解，则 T  A A 0，用 T 左乘等式两边，有
T T T( ) ( )A A A A     0， 

从而也是 Ax 0的解． 

综上，方程组 Ax 0与方程组 TA Ax  0同解． 

全国 2014 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 5 小题，每小题 2 分，共 10 分） 

1．C    2．A    3．B    4．D    5．C   

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．0    7．4    8．
1 0

0 1

 
 
 

或 2E    9．
1

3
    10． 2        11．

4 3
,

5 5
 
 
 

     

12．1   13． 1 1 2( ) k   ， k 为任意实数   14．
1

2
       15．2     

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，63 分） 

16 ． 解 ： D=

1 3 2 4

4 1 3 2

2 4 1 3

3 2 4 1

1 3 2 4 1 3 2 4
2 1 4

1 1 3 2 0 2 1 2
10 10 10 1 0 0

1 4 1 3 0 1 1 1
1 1 4

1 2 4 1 0 1 2 3

  
 

  
 

 
 
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10(4+4) 80    ．  

17．解：由矩阵 A，B的构成可知，矩阵 A的第 1，2行互换后，第 3行的元素乘

以 3 再加到第 2 行，即得矩阵 B，故 B =T23( 3 )P 12 A，所以 P = T23( 3 )P12 

=

1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 3 1 0 0 1 0 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1

    
          
    
    

． 

18．解：原矩阵方程等价为 T T TA X B ，下面用初等行变换法求 X 

T T

1 2 4 1 2 1 1 2 4 1 2 1

( , ) 1 2 3 0 1 2 0 0 1 1 1 3

2 3 3 0 1 2 0 1 5 2 3 4

A B

    
          
         

1 2 4 1 2 1

0 1 5 2 3 4

0 0 1 1 1 3

 
   
  

 

      

1 2 0 3 2 11 1 0 0 3 2 11

0 1 0 3 2 11 0 1 0 3 2 11

0 0 1 1 1 3 0 0 1 1 1 3

     
           
       

， 

所以 X =

3 3 1

2 2 1

11 11 3

 
  
   

． 

19．解：以 1 2 3 4 5, , , ,     构造矩阵，对其进行初等行变换得 

1 2 3 4 5

1 1 0 1 4 1 1 0 1 4 1 1 0 1 4

1 0 2 0 1 0 1 2 1 3 0 1 2 1 3
( , , , , )

2 1 0 3 5 0 1 0 1 3 0 0 2 2 0

1 2 1 1 7 0 1 1 0 3 0 0 1 1 0

    

       
               
         
     

      
1 0 0 2 1

0 1 0 1 3

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

故该向量组的秩为 3，向量组的一个极大线性无关组为 1 2 3, ,   ，且

4 1 2 32       ， 5 1 23    ． 

（极大线性无关组不唯一） 

20．解：对该方程组的增广矩阵(A, b)施行初等行变换 
1 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1 0 1 2 1

2 1 3 1 4 0 1 1 3 2 0 1 1 3 2
( , )

1 2 3 4 5 0 2 2 6 4 0 0 0 0 0

1 1 2 1 3 0 1 1 3 2 0 0 0 0 0

A b

       
                
        
     
         

， 

对应的同解方程组为 1 3 4

2 3 4

2 1

3 2

x x x

x x x

   
    

， 3 4,x x 为自由未知量，令 3 4 0x x  ，得方
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程组的一个特解为 * T( 1, 2, 0, 0)    ．对应的导出组为 1 3 4

2 3 4

2

3

x x x

x x x

  
   

，分别取

3 41, 0x x  和 3 40, 1x x  ，可得 

基础解系 T
1 ( 1, 1, 1, 0)    ， T

2 ( 2, 3, 0, 1)   ． 

于是，原方程组的通解可表示为 *
1 1 2 2k k      ， 1k 和 2k 为任意实数． 

21．解：由

2 0 0

| | 0 2 1 ( 2)[( 2)( ) 1]

0 1


        

 
E A a

a


    


，知矩阵 A的另一

个特征值为 2  2，设第 3个特征值为 3 ，则有
1 2 2 2+

1 2 2(2 1)

a

a

   
    




，解得 2a  ， 3 3  ． 

（1）当 1 1  时，齐次线性方程组 ( ) E A x 0所对应的等价方程组为 1

2 3

0

0

x

x x


  

，

3x 为自由未知量，得其对应的特征向量为 T
1 (0,1, 1) p ； 

（2）当 2 2  时，齐次线性方程组 (2 ) E A x 0所对应的等价方程组为 2

3

0

0

x

x


 

， 1x

为自由未知量，得其对应的特征向量为 T
2 (1,0,0)p ； 

（3）当 3 3  时，齐次线性方程组 (3 ) E A x 0所对应的等价方程组为 1

2 3

0

0

x

x x


  

，

3x 为自由未知量，得其对应的特征向量为 T
3 (0,1,1)p ； 

将三个特征向量 1 2 3, ,p p p 单位化得， 1 2 3

0 0
1

2 2
, 0 ,

2 2
0

2 2

2 2

p p p

   
   
    
          

           
   

，令

0 1 0

2 2
0

2 2

2 2
0

2 2

Q

 
 
 
   
 
  
 

， 

则 Q为正交矩阵，且有 1Q AQ  
1

2

3

 
   
 
 

． 

22．解：由 
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2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 2 2 2 3 3 3( , , ) 3 2 4 2 4 4 2f x x x x x x x x x x x x x x x x x x x             

          2 2 2
1 2 2 3 3( 2 ) ( )x x x x x     ， 

令

1 1 2

2 2 3

3 3

2y x x

y x x

y x

 
  
 

，则可逆线性变换为

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2 2x y y y

x y y

x y

  
  
 

，则的标准形为

2 2 2
1 2 3y y y  ． 

四、证明题（本大题共 7 分） 

23．证明：由已知条件知，2 1 + 2 + 3 ， 1 +2 2 + 3 ， 1 + 2 +2 3 是齐次线

性方程组 Ax = 0的三个解，并可写出矩阵等式， 

(2 1 + 2 + 3 , 1 +2 2 + 3 , 1 + 2 +2 3 )=( 1 , 2 , 3 )

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 
 
 
 
 

， 

因为表出矩阵的行列式

2 1 1

1 2 1 4 0

1 1 2

  ，所以两向量组等价．又由 1 ， 2 ， 3 为

齐次线性方程组 
Ax = 0的一个基础解系，线性无关，则 2 1 + 2 + 3 ， 1 +2 2 + 3 ， 1 + 2 +2 3

也线性无关， 
故 2 1 + 2 + 3 ， 1 +2 2 + 3 ， 1 + 2 +2 3 也是该方程组的基础解系． 

全国 2014 年 7 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．A  2．C  3．D  4．D  5．C  6．B  7．A  8．C  9．C  10．B 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

11．2         12． 12            13．3E         14．

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 
 
 
 

          15．1 

16． T T
1 2(1, 0, 1) (0, 1, 1)  k k ， 1 2,k k 为任意实数    17．n     18．20      
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19． 19      20．0
1

2
a   

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

21．解：

0 1 1 1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 3 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0
3 3 3

1 1 0 1 3 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 3 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1


      




． 

22．解：由 

1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0

( , ) 0 1 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0

1 0 3 0 0 1 0 0 2 -1 0 1 0 0 2 -1 0 1

     
            
     
     

A E  

3 1
1 0 0 0 -1 0 1 1 0 0 2 2

0 1 0 1 1 -1 0 1 0 1 1 -1

1 1 1 1
0 0 1 - 0 0 0 1 - 0

2 2 2 2

  
  
  

    
  
  

   

，所以 1

3 1
0

2 2
1 1 1

1 1
0

2 2



  
 

  
 
 
 

A ． 

23．解：以 1 2 3 4, , ,    为列构造矩阵 A，对 A进行初等行变换得 

T T T T
1 2 3 4

1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 0 0

2 2 2 4 0 4 8 4 0 4 0 4
( , , , )

0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 1 0

1 5 0 6 0 6 3 6 0 6 0 6

   

        
     
        
     
     
     

A  

                    

1 1 0 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

， 

故该向量组的秩为 3，向量组的一个极大线性无关组为 1 2 3, ,   ．（极大线性无关
组不惟一） 

24．解：对该方程组的增广矩阵(A，b)施行初等行变换 

( , ) A b

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2 1 3 0 1 1 2 0 0 0 1

a a a

b b b a

     
                 
              

， 

当 1 0b a   时，r(A)=r(A, b)=2，原方程组一定有解． 
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25．解：因为 | | 2A   ，| |B   2y，所以由相似矩阵有相同的迹和相同的行列式得， 

2 2

2 2 1

  
    

y

x y
，解得

0

1

x

y


 

． 

26．解：二次型的对称矩阵为 A

1 1
0

2 2
1 1

0
2 2
1 1

0
2 2

 
 
 
 
 
 
  
 

．为了配出完全平方，先作线性变换

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y

x y y

x y

 
  
 

，有 

1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 2 1 2 1 2 3 3 1 2

2 2 2 2
1 2 1 3 3 3

2 2 2
1 3 2 3

( , , )

( )( ) ( ) ( )

2

( )

f x x x x x x x x x

y y y y y y y y y y

y y y y y y

y y y y

  

      

    

   

 

再作可逆线性变换

1 1 3

2 2

3 3

z y y

z y

z y

 
 
 

，就可将原二次型化为标准形 2 2 2
1 2 3f z z z   ． 

四、证明题（本题 6 分） 

27．证明：设存在一组常数 1 2 3 4, , ,k k k k ，使得 1 1 2 2 3 3 4 4k k k k       0，即 

即 1 1 2 1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 4( ) ( ) ( )k k k k                   0， 

1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4 3 4 4( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k             0， 

由于 1 ， 2 ， 3 ， 4 线性无关，则必有

1 2 3 4

2 3 4

3 4

4

0

0

0

0

k k k k

k k k

k k

k

   
   
  
 

，解得： 

1 2 3 4 0k k k k    ， 

故向量组 1 2 3 4, , ,    也线性无关． 
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全国 2014 年 10 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试

题参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．D    2．A    3．C    4．B    5．C  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．5    7．
0 1

2 0

 
  

    8． 1

4
     9．

1 2

3
2

2

 
 
  
 

    10． 3 1 23       

11． 1   12．1         13． 3

2
    14．E         15． 0 1t   

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

16．解： 

D=

3 1 0 0 0 8 3 0
8 3 0 8 3 0

1 3 1 0 1 3 1 0 8 3
1 3 1 1 3 1 55

0 1 3 1 0 1 3 1 3 8
0 1 3 3 8 0

0 0 1 3 0 0 1 3

 
   

 
      

 
 

． 

17．解：

3 2

2

2

3 2

1 0 0 0 0 0 0 11 1 0 0 0

1 0 0 0 0 1 01 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 01 0 0 0 0 1 0

1 1 0 0 01 0 0 0 0 0 0 1

a a a

aa a

a aa

a a a

   
   
      
       

 

     2

2 3 2

1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0

a a

a a a

a a a a a

   
        
    
   

      

     

1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0

a

a

a

 
  
 
 

 

，从而 1

0 0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

a
A

a

a



 
  
 
 

 

． 

18．解：由 3AX E A X   ，得 3( )A E X A E   ． 
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又由

1 1 1 1 0 0 0 1 1

1 1 0 0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1 0 1 0

A E

      
             
     
     

可逆， 

由 3( )A E X A E   ，可得 2( ) ( )( )A E X A E A A E     ， 

两边左乘 1( )A E  ，得到 

2

0 1 2 1 1 1 1 0 0 2 2 3

2 0 1 1 1 0 0 1 0 3 2 1

1 2 1 0 1 1 0 0 1 1 3 3

         
                    
       
       

X A A E . 

19．解：设 1 1 2 2 3 3x x x      ，该线性方程组的增广矩阵为 
2 2

2

2

2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1

1 1 1 1 0 0 0

A


      
   

         
          

k k k k

k k

k k

k k

 

由于  能有
1 2 3, ,   线性表出，则必有 r( ) r( ) 3



 A A ， 

此时 0k  ，方程组有唯一解
1 2 31, 0x x x   ， 

表示式为 1  ． 

20．解：方程组的增广矩阵 
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1

0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1

1 2 3 3 1 0 1 2 2 1 0 0 0 0 0

A


       
            
     
     

 

可知 r( ) r( ) 2


 A A ＜4，方程组有无穷多解． 

由同解方程组
1 3 4

2 3 4

1

1 2 2

x x x

x x x

   
   

，求出方程组的一个特解 * T( 1,1, 0, 0)   ． 

导出组的一个基础解系为 T T
1 2(1, 2,1, 0) , (1, 2, 0,1)     ．从而方程组的通解为 

* T T T
1 1 2 2 1 2( 1,1, 0, 0) (1, 2,1, 0) (1, 2, 0,1)c c c c            21,( cc 为任意常数）． 

21．解：由条件可知矩阵 A的特征值为 1 2 31, 2     ， 

由

0 1 1

1 2 1 1 0

1 0

E A


      

 
x

x

，得 1x  ． 

对于 1 1  ，由线性方程组 ( ) 0E A x 求得一个特征向量为 T
1 ( 1,1,1)   ； 

对于
2 3 2   ，由线性方程组 (2 ) 0E A x 求得两个线性无关的特征向量为 
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T T
2 3(1, 0, 1) , (0, 1, 1)  

．
令 1 2 3

1 1 0

( , , ) 1 0 1

1 1 1

P   
 
    
 
 

，则 1P AP B  ． 

22．解：二次型的矩阵

1 0 1

0 2 0

1 0 1

A

 
   
 
 

． 

由 2

1 0 1

0 2 0 ( 2) 0

1 0 1

E A


   



 
     

 
，得矩阵 A的特征值为

1 2 2   ，

3 0  ． 

对于
1 2 2   ，求解齐次线性方程组 (2 ) 0E A x ，得正交的特征向量为 

T
1 (0,1, 0) ， T

2 (1, 0,1) ，将其单位化，得 T
1 (0,1 ,0) ， T

2

1 1
( , 0 , )

2 2
 ；  

对于 3 0  ，求解齐次线性方程组 ( ) 0A x ，得特征向量为 T
3 ( 1, 0,1)  ， 

将其单位化，得 T
3

1 1
( , 0 , )

2 2
  ；  

令 1 2 3

1 10
2 2

( , , ) 1 0 0

1 10
2 2

P   

 
 
    
  
 

，则 P为正交矩阵， 

经正交变换

1 1

2 2

3 3

x y

x P y

x y

   
      
   
   

，化二次型为标准形 2 2
1 22 2y y ． 

四、证明题（本大题共 7 分） 

23．证明：由于向量组 1 2 3, ,   线性相关，故存在不全为零的常数
1 2 3, ,k k k ，使得 

1 1 2 2 3 3 0k k k     ．其中必有 1 0k  ，否则，如果 1 0k  ， 

则上式化为 2 2 3 3 0k k   ，其中 2 3,k k 不全为零， 

由此推出 2 3,  线性相关，与向量组中任意两个向量都线性无关的条件矛盾． 

类似地，可证明
2 30, 0k k  ． 

故存在全不为零的常数 1 2 3, ,k k k 使得 1 1 2 2 3 3 0    k k k ． 
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全国 2015 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．C    2．A    3．D    4．C    5．B  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．9    7．
5 1

3 2

 
  

    8．
1 1 1

1 3 0

 
  

    9．3      10． 2       11．0  

12．2    13．    T T1 1
1,1,1 1,1,1

3 3
  或   14． 1     15．a >1 

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

16．解： 

D=

1 3 1 1 1 3 1 1

2 1 1 1 0 5 1 1

1 1 4 1 0 2 3 0

1 1 1 5 0 2 0 4

  
  




5 1 1 5 1 11
1 11

2 3 0 2 3 4 2 74
3 4

2 0 4 2 0 0

       


 
． 

17．解：由于
1

2
A ，所以 A可逆，于是 * 1A A A ， 

故 1 * 1 11
(2 ) 2 2

2
    A A A A A =

2
1 1 1 11 3 3 9

2 2 2 2
        

 
A A A A  

18．解：由  X AX B，化为   E A X B， 

而

1 1 0

1 0 1

1 0 2

 
    
 
 

E A 可逆，且   1

0 2 1
1

3 2 1
3

0 1 1


 
    
  

E A ， 

故

0 2 1 1 1 3 1
1

3 2 1 2 0 2 0
3

0 1 1 5 3 1 1

     
          
          

X ． 

19．解：由于  1 2 3 4

1 2 1 3 1 0 11 17

, , , 0 1 5 7 0 1 5 7

0 1 5 7 0 0 0 0

   
    

         
       

 

所以向量组的秩为 2， 1 2,  是一个极大线性无关组，并且有 

3 1 2 4 1 211 5 , 17 7          ．（注：极大线性无关组不唯一） 
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20．解：方程组的系数行列式 D=    

2

2

2

1

1

1

   
a a

b b b a c a c b

c c

． 

因为 a，b，c两两互不相同，所以 0D ，故方程有唯一解． 

又 0

3

3

3

22

22

22

1 
ccc

bbb

aaa

D ， 0

31

31

31

22

22

22

2 
cc

bb

aa

D ， D

cc

bb

aa

D 3

31

31

31

2

2

2

3  ， 

由克拉默法则得到方程组的解为 31 2
1 2 3

3
0, 0, 3

DD D D
x x x

D D D D
       ． 

21．解：因为矩阵 A与 B相似，故 trA=trB且|A|=|B|，即
 2

1 3 1 0 1

1 0

b

a

    


 
，所以

a =1，b =4． 

22．解：二次型的矩阵
5 2

2 5
A

 
  
 

． 

由于   3 7E A      ，所以 A的特征值 1 23, 7   ． 

对于特征值 1 3 ，由方程组  3 0E A x  得到 A 属于特征值 1 3 的一个单位特

征向量 1

12

12


 
   

； 

对于特征值 2 7, 由方程组  7 0E A x  得到A属于特征值 2 7 的一个单位特征

向量 2

12

12


 
  

 
； 

得正交矩阵  1 2

1 12
,

1 12
Q  

 
    

，作正交变换 x Qy ， 

二次型化为标准形 2 2
1 23 7 f y y ． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．证明：因为 A B E  ，所以 A E B  ，又
2B B ，故  2

A E A E   ， 

化简得 2 3 2A A E   ，于是  1
3

2
A A E E
     

，故 A可逆． 
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全国 2015 年 10 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．B    2．A    3．D    4．B    5．C  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．0      7．
2 2

2 2

 
  

    8．
1 1

3 2

 
 
 

    9． 1 2 32 3         10．
2

3
k         

11． 2    12． 5          13．4        14． T(2, 2,1)          15． 2 2
1 2z z  

三、计算题（本大题共 6 小题，每小题 9 分，共 54 分） 

16．解：

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 3 4 5 3 5 7 9 3 5 7 9
0

3 4 5 6 5 7 7 11 2 2 2 2

4 5 6 7 7 9 11 13 2 2 2 2

   ． 

17．解：法一：将等式 AX = B + X整理为 ( ) A E X B， 

由于

3 2 1

2 1 0

1 0 0

 
    
 
 

A E 可逆，且 1

0 0 1

( ) 0 1 2

1 2 1



 
    
  

A E ， 

得到 1

0 0 1 1 0 0 3 2 1

( ) 0 1 2 2 1 0 4 3 2

1 2 1 3 2 1 0 0 1



    
               
        

X A E B ． 

法二：将等式 AX = B + X整理为 ( )A E X B  ，且

3 2 1

2 1 0

1 0 0

A E

 
    
 
 

，从而 

3 2 1 1 0 0 1 0 0 3 2 1

( , ) 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0

1 0 0 3 2 1 3 2 1 1 0 0

A E B

   
        
   
   

1 0 0 3 2 1

0 1 0 4 3 2

0 2 1 8 6 3

 
     
    

 

         

1 0 0 3 2 1

0 1 0 4 3 2

0 0 1 0 0 1

 
     
 
 

，所以

3 2 1

4 3 2

0 0 1

X

 
     
 
 

． 
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18．解：（1） A E B  
0

0 0

0 0 0

  
  
 
 

r s

t ， 2A 
0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

rt

，由此可得 

2E A A  
1

0 1

0 0 1

  
  
 
 

r rt s

t ， 3A 
0 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

； 

（2） 2( )B E A A  
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

E ． 

19．解：由 1 2 3 4

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1

1 0 2 0 0 1 2 1 0 1 2 1
( , , , )

2 2 1 3 0 0 1 1 0 0 1 1

1 2 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1

   

     
            
     
     

      

 

1 1 0 1 1 0 0 2

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

   
        
   
   
   

，可知该向量组的秩为 3， 1 2 3, ,   为一个极大

无关组，并且有 4 1 2 32      （极大线性无关组不唯一）． 

20．解：对方程组的增广矩阵施行初等行变换 

( , )A b 

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1

1 1 1 2 0 1 1 1 0 1 1 1

2 1 2 3 0 1 2 1 0 1 0

1 1 3 0 1 1 1 0 0 0

     
               
         
     

     

a a a

b b b

， 

因此，当 1, 0a b  时， r( ) r( , ) 2 3A A b   ，方程组有无穷多解． 

同解方程组为
1 3

2 3

2 1

1

 
   

x x

x x
，即

1 3

2 3

1 2

1

 
   

x x

x x
， 3x 为自由未知量，令 3 0x ，得到特

解
* T(1, 1, 0)   ；对应导出组为

1 3

2 3

2x x

x x

 
  

，令 3 1 x ，得一个基础解系为

T(2, 1, 1)   ， 

从而方程组的通解为
* T T(1, 1, 0) (2, 1, 1)       k k ，其中 k为任意常数． 

21．解：由 
1 2 2 1 1 1 1 1 1

| | 2 1 2 ( 5) 2 1 2 ( 5) 0 1 0

2 2 1 2 2 1 0 0 1

  
            

      


     

  
E A   
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2( 1) ( 5) 0     ，得 A的特征值为 1 2 1    ， 3 5 ． 

对于 1 2 1    ，求解齐次线性方程组 ( ) 0E A x   ，得基础解系
T

1 ( 1, 1, 0)p   ， 
T

2 ( 1, 0, 1)p   ，从而 A的属于特征值 1 2 1    的全部特征向量为 

1k 1p 2k 2p ，其中 1k ， 2k 为不全为零的任意常数； 

对于 3 5  ，求解齐次线性方程组 (5 ) 0E A x  ，得基础解系
T

3 (1, 1, 1)p  ， 

从而 A的属于特征值 3 5  的全部特征向量为 3k 3p ，其中 3k 是不为零的任意常数． 

22．解： 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 1 1 2 2 2 2 3 3 3

1 1
( , , )

4 4
f x x x x x x x x x x x x x x x x x           

                  2 2 2
1 2 2 3 3

1 1
( ) ( )

2 2
x x x x x     ， 

令

1 1 2

2 2 3

3 3

1

2
1

2

y x x

y x x

y x

  

  





，即经可逆线性变换

1 1 2 3

2 2 3

3 3

2 2

x y y y

x y y

x y

  
  
 

，可将原二次型化标准形

2 2 2
1 2 3y y y  ． 

四、证明题（本题 7 分） 

23．证明： 3 可由 1 2,  线性表出，知向量组 1 2 3, ,   可由 1 2,  线性表出， 

故 r( 1 2 3, ,   )≤r( 1 2,  )≤2，又 r( 1 2 3, ,   )=2，从而必有 r( 1 2,  )=2，即

1 2,  线性无关， 

所以 1 2,  是向量组 1 2 3, ,   的一个极大线性无关组． 

全国 2016 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．D   2．A    3．C    4．C    5．B  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．0    7．-1    8． 






 
11

11
    9． 











11

10
    10． 











03

20
    11．1 
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12．2    13．3     14．5    15．




















01

00

101

2
1

2
1  

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．解： 

D=

0

0

00

00

0

0

11

11

2

2

2

11

11

2

bd

ca

c

d

b

bd

ca

a  ))(( 22221111
11

11
22

11

11
22 cdbadcba

bd

ca
cd

bd

ca
ba   

17．解：由于 1 0C    所以 C可逆．又 AC=CB，所以 A=CBC-1 

做  
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

2 1 0 0 1 0 0 1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0

2 1 1 0 0 1 0 1 1 2 0 1 0 0 1 4 1 1

C E

     
                
           

 

得 1

1 0 0

2 1 0

4 1 1

C 

 
   
  

所以 A=CBC-1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

2 1 0 0 0 0 2 1 0 2 0 0

2 1 1 0 0 1 4 1 1 6 1 1

     
             
             

 

 

3

3

1 0 0 1 0 0

2 0 0 2 0 0

6 1 1 6 1 1

A

   
       
         

 

18．解：设
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

 
   
 
 

a a a

a a a

a a a

根据题意
12 11 13

22 21 23

32 31 33

B

 
   
 
 

a a a

a a a

a a a

又根据题意 

12 11 11 13

22 21 21 23

32 31 31 33

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E

   
        

     

a a a a

a a a a

a a a a

对 应 得













1

0

1

23

3231221311

332112

a

aaaaa

aaa

得

0 1 0

1 0 1

0 0 1

A

 
   
 
 

 

19．解：  1 2 3 4

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1

1 1 1 2 0 1 1 1 0 1 1 1

2 1 3 3 0 1 1 1 0 0 0 0

4 2 6 6 0 2 2 2 0 0 0 0

   

     
             
     
     

     

 

1 2,  是一个极大线性无关组，并且有 3 1 2 4 1 22 ,         （注：极大线性无

关组不唯一） 
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20．解： 
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 0 1 1

1 2 1 1 0 3 3 0 0 1 1 0 0 1 1 0

2 1 1 2 0 3 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A

          
                     
                

 

得







32

31 1

xx

xx
3x 为自由量．令 03x 得特解


















0

0

1
*  

导出组 AX=0的解为







32

31

xx

xx
3x 为自由量．令 13x 得


















1

1

1

  

得通解


































1

1

1

0

0

1

k  k为任意实数 

21．解：
3 2

( 4)( 1)
2

E A


    


  


所以 A得特征值为 1.4 21    

对于特征值 41  ，由方程组 (4 ) 0E A X  得到 









1

2
1p  

对于特征值 12  ，由方程组 ( ) 0E A X   得到 









1
2
1

1p  

将 1 2,p p 单位化得







































5

2
5

1

,

5

1
5

2

21  得正交矩阵

2 1

5 5
1 2

5 5

  
 
 
 
 

Q 使 1Q AQ为

对角矩阵 
22．解：由于 是 A的一个特征向量，所以 A  i   

1 2 1

2 1 1

1 1 2

E A

  
    

  


 


=

)1)(1)(4(

100

110

111

)4(

211

112

111

)4( 




 





  

所以 A得特征值为 1,1.4 321    

41  时， 4A   ，无解． 12  时，A  ，无解． 13  时，A   ，得

0k  
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四、证明题（本题 7 分） 

23．证明： * 1 3 1 1 *1
(2 ) 2 (2 ) 2 4 4

2
A A A A A A A A        

全国 2016 年 10 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．A   2．B   3．A    4．A    5．A 

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．-5   7．-1    8．




















112

000

112

    9． 







12

34
    10． 21 2

1

2

1       

11．-1    12．-2      13．1     14．0    15． 2
1yf   

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．解： 

3321

3221

3121

3331

3221

3111

3323

3222

3121

3333

3222

3111

33231

32221

31211

33233

32222

31211

babb

babb

babb

baab

baab

baab

baba

baba

baba

baaa

baaa

baaa

babab

babab

babab

babaa

babaa

babaa

D






























  

  000

331

321

311

331

221

111

323

322

321

323

222

121






















bab

bab

bab

aab

aab

aab

bba

bba

bba

aba

aba

aba

 

17．解：
3*2

2

3 2 1

2 1 0 ( 1) *1 1

1 0 0

    A  

1,2,1,0,1;0,1,0,0 333231232221131211  AAAAAAAAA  

所以得 *

0 0 1

0 1 2

1 2 1

A

 
   
   

, 1 *

0 0 1
1

0 1 2

1 2 1

A A
A



 
    
  

 

18．解：设
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

 
   
 
 

a a a

a a a

a a a

根据题意
11 12 13

21 22 23

11 31 12 32 13 332 2 2

a a a

a a a

a a a a a a

 
   
    

B 又
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根据题意 

11 13 12

21 23 22

11 31 13 33 12 32

1 0 0

0 1 0

2 2 2 0 0 1

E

   
       

       

a a a

a a a

a a a a a a

对应得 

11 23 32

12 13 21 22 33

31 11

1

0

2

  
     
  

a a a

a a a a a

a a

 

得

1 0 0

0 0 1

2 1 0

A

 
   
  

 

19．解： 

1 2 3 4 5

1 2 0 3 1 1 2 0 3 1 1 2 0 3 1

2 3 0 4 1 0 1 0 2 1 0 1 0 2 1
( , , , , )        

3 4 1 3 2 0 0 1 2 1 0 0 1 2 1

1 3 2 9 0 0 0 2 4 2 0 0 0 0 0

    

     
     
       
      
     
        

 

1 0 0 1 -1

0 1 0 2 1
  

0 0 1 2 1

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

得向量组的秩为 3， 1 2 3, ,   是一个极大线性无关组，并且有

4 1 2 3 5 1 2 32 2                   （注：极大线性无关组不唯一） 

20．解：

1 1 0 3 2 1 1 0 3 2 1 1 0 3 2

1 0 2 2 1 0 1 2 1 0 1 2 1 1

2 2 1 6 5 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1

1 2 3 4 2 0 1 3 1 0 0 0 1 0 1

             
             
         
     
      

A  

1 1 0 3 2

0 1 2 1 1

0 0 1 0 1

0 0 0 0 0

   
 
 
 
 
 

















































00000

10100

31010

12001

00000

10100

31010

23011

得












1

3

21

3

42

41

x

xx

xx

4x

为自由量． 

令 04x 得特解






















0

1

3

1

* ，导出组 AX=0的解为













0

2

3

42

41

x

xx

xx

3x 为自由量．令 14x 得
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




















1

0

1

2

  

得通解

1 2

3 1

1 0

0 1

   
       
   
   
   

k k为任意实数. 

21．解：A为 3阶阵，设 A的另一个特征值为 3 ，r(A)=2所以 1 2 30A      ．因
为 1,1 21    

所以 03  ．设 03  时的特征向量为 T
1 2 3( , , )x x x ．因为属于不同特征值的特征向

量必正交． 

所以















0

0

0

0

3

1

31

31

x

x

xx

xx
02 x ，所以属于 03  的特征向量为 T(0, ,0)a )0( a  

22．解： 21
2
2

2
1 2 xxxxf  的对称矩阵

1 1

1 1
A

 
   

 

2

1 1
( 2)

1 1
E A


   




  


，所以 2,0 21    

,01  由方程组 0AX  得 1

1

1
p

 
  
 

22  时，由方程组 2(2 ) 0E A x 得 









1

1
2p  

1 2,p p 正交，将 1 2,p p 单位化． 1 2

1 1

2 2
,

1 1

2 2

 

   
   
    
   
   
   

，故作正交变换 

1 1

2 2
1 1

2 2

x y

  
  
 
 
 

py  

得标准形 2
12yf   

四、证明题（本题 7 分） 

23．证明：因为 1 2,  是 0AX  的基础解系，即是 0AX  的解．所以

1 1 2 2 1 22 , 2         也是 0AX  的解． 

设 ,,, 321 kkk 使 1 1 2 2 0k k   即 1 2 1 1 2 2( 2 ) (2 ) 0k k k k      



 
224 

因为 1 2,  线性无关，所以 0
02

02
21

21

21 







kk
kk

kk
，所以 1 2,  线性无关，也是

0AX  基础解系. 

全国 2017 年 4 月高等教育自学考试线性代数（经管类）试题

参考答案 

一、单项选择题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

1．C   2．B    3．A    4．D    5．D  

二、填空题（本大题共 10 小题，每小题 2 分，共 20 分） 

6．8    7．-2    8．-36    9． 
1

1

1
0

3
0

A

B





 
 
  
 

    10．2   11． T(2,1,1)k  

12． cba  2     13．100    14．
3

2
     15．

10 02
1 102 2

10 02

 
 
 
 
  
 

 

三、计算题（本大题共 7 小题，每小题 9 分，共 63 分） 

16．解： 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0 0 (1 )

  
  

     


       

y y y

x x y x y
D y

y y y

x x x y x xy x x y

 

  2 2

1 1 1 1

0 0

0 0 1 1

0 0 0




 



y

x y
xy x y

y

. 

17．解： 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 0 0 1 2 2

3 0 1 1 0 1 1 3 0 1 1 0 1 0 0 1 0

0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 1 0 0 1

A A E

         
                      
                

 

18．解：由题知 ( 2 )A E B A  ,

1 0 1

2 1 1 0

0 1 2

A E

 
    
 
 

, 
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 2 ,A E E


































410210

112110

103101

410210

011011

103101

 









































322100

234010

225001

322100

112110

103101

，得

5 2 2

4 3 2

2 2 3

B

  
    
 
 

 

19 ． 解 ： 1 2 3 4

1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2

2 3 2 3 0 3 4 1 0 1 7 6
( , , , )

1 1 8 8 0 1 7 6 0 3 4 1

4 3 8 9 0 3 4 1 0 0 0 0

   

     
                
        
     

      

 

1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 0 1

0 1 7 6 0 1 7 6 0 1 0 1

0 0 17 17 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
               
     
     
     

， 1 2 3, ,   是一个极大线性无关

组，并且有 4 1 2 3      （注：极大线性无关组不唯一）． 

20 ． 解 A 
1 4 1 1 1 4 1 1 1 4 1 1

0 3 3 0 3 3 0 1 2 1

1 3 1 0 0 1 2 1 0 3 3

k k k

k k k

          
               
              

 

2

1 4 1 1

0 1 2 1

0 0 2 3 3

k

k k k

  
    
    

 

（1） r( ) r( ) 3A A  时，有唯一解，得 0322  kk 即 1,3  kk 时，有唯一解 

（2） 1k 时

1 4 1 1

0 1 3 1

0 0 0 4

A

    
   
 
 

 r( ) r( )A A 无解 

（3） 3k 时

1 4 1 1 1 0 5 3

0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

A

       
          
   
   

得







1

35

32

31

xx

xx
3x 为自由量． 

令 03x 得

3

* 1

0


 
   
 
 

．导出组 0AX  的解为







32

31 5

xx

xx
, 3x 为自由量，令 13x 得
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5

1

1


 
   
 
 

 

得通解

3 5

1 1

0 1


   
         
   
   

k , k为任意实数. 

21．解： 
（1） A 与 B相似， A B  即 122  yy 又 2 2 0A B      tr tr x x  

（2）A的特征值与 B相同，为 1,1,2 321    

,21  由方程组 (2 ) 0E A x  ，得基础解系 1

1

0

0

 
   
 
 

p , 12  ，由方程组   0 xAE ，

得基础解系 2

0

1

1

p

 
   
 
 

 

13  ，由方程组   0E A x   ，得基础解系 3

0

1

1

p

 
   
  

得可逆矩阵

1 0 0

0 1 1

0 1 1

p

 
   
  

，

使 1P AP B   

22．解： 2
221

2
1 545 xxxxf  的对称矩阵

5 2

2 5
A

 
   

 

2

5 2
( 3)( 7)

2 5
E A


    




  


, 所以 7,3 21    

,31  由方程组 (3 ) 0E A x  ，得 1

1

1
p

 
  
 
， 72  时，由方程组 2(7 ) 0E A x  得

2

1

1
p

 
  
 

 

1 2,p p 正 交 ， 将 1 2,p p 单 位 化 ． 1 2

1 1

2 2
,

1 1

2 2

 

      
    
   
   
   

， 故 作 正 交 变 换

1 1

2 2
1 1

2 2

x Py y

  
  
 
 
 

 



参考答案
       章 227 

得标准形 2
2

2
1 73 yyf   

四、证明题（本题 7 分） 

23．证明：因为 1 可由 1 2,  线性表出，故设 1 1 1 2, ,a a    （ 1 2,a a 不全为零）， 

    因为 1 2,  线性无关， 2 不可由 1 2,  线性表出，故 1 2 2, ,   线性无关． 

    设 ,,, 321 kkk 使 1 1 2 2 3 1 2( ) 0β β    k k k 即 1 3 1 1 2 3 2 2 3 2( ) ( ) 0a a β     k k k k k  

    因为 1 2 2, ,   线性无关，所以
1 3 1

2 3 2 1 2 3

3

0

0 0

0

a

a

 
      
 

k k

k k k k k

k

，所以 1 2 1 2, ,   

线性无关. 
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