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前    言 

 

为了更好地帮助普通高等学校工科类、经管类本科生学好大学数学，同时为了满足众多学

生考研的需要，我们结合多年的考研辅导经验，编写了“高等学校工科类、经管类数学深化训

练与考研辅导丛书”，该丛书包括微积分、高等数学、线性代数和概率论与数理统计四门数学

课程的辅导用书，由首都经济贸易大学的刘强教授担任丛书主编． 

本书为线性代数分册，内容涵盖了考研“数学一”和“数学三”的全部考点．本书编

写的主要目的有两个：一是帮助学有余力的在校学生更好地学习“线性代数”课程，以开

阔学习视野，拓展解题思路；二是为了满足学生报考研究生的需要．本书编写紧扣“数学

一”和“数学三”考研大纲，贴切考试实际，做到分门别类、详略得当，使考生能在短时

间内迅速掌握各种解题方法和技巧，综合分析问题、解决问题的能力得到有效提升，达到

融会贯通、举一反三的学习效果． 

全书共分为 6 章，每章包括 5 个模块，即知识要点、典型例题分析、深化训练、深化训练

详解及综合提高训练．具体模块内容介绍如下． 

一、知识要点：本模块对基本概念、基本理论、基本公式等内容进行系统梳理，方便读

者查阅相关内容． 

二、典型例题分析：本模块是作者在多年来考研辅导经验的基础上，创新性地构思了大

量有代表性的例题，并选编了部分国内外优秀教材、辅导资料的经典题目，汇集了一些有代表

性的考研真题，按照知识结构、解题思路、解题方法等对典型例题进行了系统归类，通过专题

讲解，详细阐述了相关问题的解题方法与技巧． 

三、深化训练：本模块精心选编了部分具有代表性的习题及历年的考研真题，帮助读者

巩固强化所学知识，提升读者学习效果，做到融会贯通和举一反三． 

四、深化训练详解：本模块对深化训练习题给出了详细的解答过程，部分习题给出多种

解法，以开拓读者的解题思路，培养读者的分析能力和发散思维． 

五、综合提高训练：本模块的例题综合性较强，有较高的难度和较强的灵活性，通过本

模块的学习，提升读者的综合能力和应变能力． 

为了便于读者阅读本书，书中的“数学一”要求、“数学三”不要求的内容将用“*”标

出，有一定难度的结论、例题和综合练习题等将用“**”标出．另外为了方便读者查阅，本书

在考研真题后面加上了标志，例如【2010（1）】表示该题是 2010 年硕士研究生入学考试“数

学一”考题，【2010（1，3）】表示该题是 2010 年“数学一”和“数学三”考题等． 

本丛书在编写过程中，得到了北京工商大学曹显兵教授，北京工业大学李高荣教授，

北方工业大学刘喜波教授，昆明理工大学吴刘仓教授，北京化工大学李志强副教授，首都

经济贸易大学张宝学教授、马立平教授、任韬副教授及同事们的大力支持，电子工业出版
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社高等教育分社的谭海平社长和王二华编辑也为丛书的出版付出了很多的努力，在此表示

诚挚的感谢． 

由于作者水平有限，书中仍可能存在不妥甚至错误之处，恳请读者和同行们不吝指正．邮

件地址为：cuebliuqiang@163.com. 
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第 1 章  行  列  式 

1.1  知 识 要 点 

1.1.1  排列 

把 n个不同的元素排成一排，叫做这 n个元素的全排列，简称排列，n个不同元素的所有

的排列的种数为 !n ． 

对于 n个不同的元素，先规定各元素之间有个标准次序（常用的标准是从小到大），于是 n

个不同元素的任一排列中，某两个元素的先后次序与标准次序不同时，就称它们构成一个逆

序，排列中逆序的总数称为这个排列的逆序数，逆序数为偶数的排列称为偶排列；逆序数为

奇数的排列称为奇排列． 

特别地，由 n个自然数1,2, ,n 组成的一个有序的数组称为一个 n级排列．规定 n级排列

的标准次序为从小到大，也称为自然序，n级排列 1 2 ni i i 的逆序数记为 1 2( )nN i i i ；n级排列

的种数共有 !n 个，其中奇排列、偶排列各占一半． 

1.1.2  对换   

将一个排列中的两个数对调，其余的数不动，就会得到一个新排列，称这样的一个变动

为对换． 

对换的性质： 

（1）排列经一次对换奇偶性发生改变； 

（2）任意一个 n级排列与排列1,2, ,n 都可以经过有限次对换互变，并且所做对换的次数

与这个排列有相同的奇偶性． 

1.1.3  n 阶行列式   

1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2 ( )
1 2

1 2

( 1) n

n

n

n

n N j j j
j j nj

j j j

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

  







  



， 

这里
1 2 nj j j



表示对所有的 n 级排列 1 2 nj j j 求和． n 阶行列式也可以简记为 ij n
D a 或

det( )ija ，其中 ija ( 1,2, , ; 1,2, , )i n j n   称为行列式的元素．显然二阶、三阶行列式是 n阶

行列式的特例． 
注  规定一阶行列式等于行列式中元素，即 | |a a ，注意不要与绝对值的记号混淆． 

n 阶行列式的等价定义： 
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1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2 ( )
1 2

1 2

( 1) n

n

n

n

n N i i i
i i i n

i i i

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

  







  



． 

1.1.4  行列式的性质 

（1）转置  记 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






  


，

11 21 1

12 22 2T

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a






  


， 

TD 称为 D 的转置行列式，则行列式与其转置行列式相等，即有 TD D . 

（2）换行（列） 交换行列式的两行（列），行列式变号． 

（3）数乘  用数 k 乘行列式等于将 k 乘到行列式的某一行（列）中所有元素，反过来一个

行列式可以按行（列）提取公因式．特别的，若行列式中有一行元素为零，则行列式为零． 

（4）倍加  将行列式某一行（列）的所有元素乘以一个数对应加到另一行（列）的元素

上，行列式值不变．  

（5）分解  行列式某一行（列）的元素均为两数之和，可按这一行（列）将其分解为两

个行列式相加．  

（6）成比例  一个行列式中若有两行（列）的元素对应成比例，则行列式的值为零．特

别的，一个行列式中若有两行（列）元素相同，则行列式的值为零． 

1.1.5  余子式、代数余子式 

将行列式 | |ij nD a 的第 i 行、第 j 列元素去掉，剩余元素按原顺序构成的 1n  阶行列式，

称为元素 ija 的余子式，记为 ijM ；称 ( 1)i j
ij ijA M  为元素 ija 的代数余子式． 

在 n阶行列式 D 中任选 k 行 k 列，交叉位置的元素按原顺序构成的 k 阶行列式 kD 称为 D

的一个 k 阶子式，去掉选定的 k 行 k 列元素后余下的元素按原顺序构成的 n k 阶行列式称为子

式 kD 的余子式，记为 kM ．若选定的 k 行 k 列元素的行标为 1 2, , ki i i ，列标为 1 2, , kj j j ，则
1 1( 1) k ki i j j

kM       称为子式 kD 的代数余子式． 

1.1.6  行列式展开定理 

（1）（按行列展开定理） 行列式等于它任意一行（列）的各元素与其对应的代数余子式

乘积之和；行列式任意一行（列）的各元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积之和

为零．即若 ij n
D a ，则 

1 1 2 2

, ,

0, .i j i j in jn

D i j
a A a A a A

i j


     

  

*（2）（拉普拉斯定理） 行列式等于它任意选定 k 行（列）的全部 k 阶子式与其代数余子
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式乘积之和．若在 n 阶行列式 D 中任意取定 k 行后得到的子式为 1 2, , , tM M M ，它们的代数

余子式分别为 1 2, , , tA A A ，则 

1 1 2 2 t tD M A M A M A    ． 

1.1.7  特殊的行列式的计算 

（1）上三角形行列式： 

11 12 1

22 2
11 22

0

0 0

n

n
nn

nn

a a a

a a
a a a

a







  



． 

（2）下三角形行列式： 

11

21 22
11 22

1 2

0 0

0
nn

n n nn

a

a a
a a a

a a a







  



． 

（3）对角形行列式： 

11

22
11 22

0 0

0 0

0 0

nn

nn

a

a
a a a

a







  



． 

（4）分块上三角形行列式： 

11 1 11 1

11 1 11 1
1 1

11 1
1 1

1

0 0

0 0

k m

k m
k kk k km

m
k kk m mm

m mm

x x y y

x x z z
x x y y

z z
x x z z

z z



 
   

 


   
 

 
   

 

． 

（5）分块下三角形行列式： 

11 1

11 1 11 1
1

11 1 11 1
1 1

1 1

0 0

0 0

k

k m
k kk

k m
k kk m mm

m mk m mm

x x

x x z z
x x

y y z z
x x z z

y y z z

 

 
   

 


   
 

 
   

 

． 

（6）分块对角形行列式： 
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11 1

11 1 11 1
1

11 1
1 1

1

0 0

0 0

0 0

0 0

k

k m
k kk

m
k kk m mm

m mm

x x

x x z z
x x

z z
x x z z

z z

 

 
   

 


   
 

 
   

 

． 

（7）范德蒙德行列式： 

1 2
2 2 2
1 2

1

1 1 1
1 2

1 1 1

( )
n

n i j
n i j

n n n
n

a a a

a a a a a

a a a



  

 





  


≥ ≥

． 

1.2  典型例题分析 

1.2.1  题型一、排列问题 

例 1.2.1  若 7 级排列 21 4 5 6i k 是偶排列，确定 ,i k 的值． 

解  由题意，当 3, 7i k  时， 

(2143576) 1 0 1 0 0 1 0 3N         ， 

排列为奇排列，由对换的性质必有排列 21 4 7 5 3 6为偶排列，故 7, 3i k  ． 

例 1.2.2  若规定排列 1 2 na a a 的逆序数为 k ，求排列 1 1n na a a  的逆序数. 

解  若两个元素 ia 和 ja 在排列 1 2 na a a 中产生逆序，则在排列 1 1n na a a  中就不产生逆

序，反之亦然．因此排列 1 2 na a a 的逆序数与排列 1 1n na a a  的逆序数之和等于 n个元素中

取 2个元素的组合数 2
nC ，从而排列 1 1n na a a  的逆序数为 2

nC k ． 

1.2.2  题型二、利用定义计算行列式 

例 1.2.3  用行列式的定义计算 4

5 3 0 1

1 0 2 1

2 3 2 1

4 4 1 3

x

x
D

x

x


 


 



中 4x 与 3x 的系数． 

解  4x 与 3x 来自行列式 4D 展开中的 (4321)( 1) ( 1)( 2)( 3)( 4)N x x x x     项，故 4x 前的系数

为 (4321)( 1) 1N  ， 3x 前的系数为 (4321)( 1) ( 1 2 3 4) 10N       ． 

例 1.2.4  【1991（4）】 n阶行列式

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

a b

a b

a

a b

b a







    



        . 
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解  由行列式定义有 

(1 2 ) (2 3 1) 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0
( 1) ( 1) ( 1)

0 0 0

0 0 0

N n n N n n n n n

a b

a b

a
a b a b

a b

b a

       





    



. 

例 1.2.5  【1990（4）】设 A 为10 10 矩阵， 

10

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

10 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 




    



A  

计算行列式 A E ，其中 E 为10阶单位矩阵，为常数. 

解  由题意，由行列式定义有 

10

(1 2 10) 10 (2 3 10 1) 9 10

10 10

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

10 0 0 0

( 1) ( ) ( 1) 1 10

10 .

N N
















 




       

 

 




    



A E

 

例 1.2.6  若行列式 ( 2)nD n≥ 中每个元素只取1或 1 ，证明：行列式的值为偶数. 

证  由行列式的定义， nD 表示 !n 个一般项的和，当 2n≥ 时， !n 为偶数．再由 nD 中每个

元素只取1或 1 ，从而其一般项的值也只为1或 1 ．进而，若一般项中1的个数为奇数，则 1
也为奇数，此时和为偶数；若1的个数为偶数，则 1 也为偶数，此时和也为偶数，故命题成立． 

1.2.3  题型三、利用性质计算行列式 

例 1.2.7  已知
1 1 1

2 2 2

3 3 3

2

x y z

x y z

x y z

 ，求行列式
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

x y y z z x

D x y y z z x

x y y z z x

  
   

  
的值． 

解法 1  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2( )

2( )

2( )

x y y z z x x y z y z z xc c c
D x y y z z x x y z y z z x

x y y z z x x y z y z z x
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2

x y z y z z x x y z x yc c
x y z y z z x x y z x y

c cx y z y z z x x y z x y

       
        

       
 

           
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 31 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2

z x y x z y x y zc c c c cc c
z x y x z y x y z

z x y x z y x y z


      
      
     

 
           2 2 4   ． 

解法 2  用行列式按列分解的性质，可将行列式 D 分解为 1 1 1
2 2 2 8C C C   个行列式相加，

但其中只有
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z

x y z

x y z

及
1 1 1

2 2 2

3 3 3

y z x

y z x

y z x

的值不为零，其余的行列式都有两列元素相同，值为

零．故 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

x y z y z x x y z x y z

D x y z y z x x y z x y z

x y z y z x x y z x y z

    2 2 4   ． 

例 1.2.8  计算行列式 4

a b b b

b a b b
D

b b a b

b b b a

 ． 

解  根据行列式的性质，有 

4
1 2 3 4

3 3 3 3 1 1 1 1

( 3 )

a b a b a b a b

b a b b b a b b
D a b

b b a b b b a b

b b b a b b b a

r r r r
   


  

 

             

2 1

3 1 3

4 1

1 1 1 1

0 0 0
( 3 ) ( 3 )( )

0 0 0

0 0 0

r br
r br a b

a b a b a b
a br br

a b


 

  




． 

注  在行列式的计算中，一个常用的技巧是“扫”的方法，即首先构造出一个基本行（或

基本列），然后利用基本行（或基本列）将其余行（或列）中相同元素化为 0 ，其核心思想是

构造出尽量多的 0 元素．本题的另一种解法见例 1.2.14． 

例 1.2.9  【1989（4）】计算行列式

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

x

x

x

x

 
  


 

  

        ． 

解  由题意，由行列式的性质，有 
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21 3 4

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

x x x

x x x

x x x

x x

c c c c
   
     
   

    

  
 

          

2 1

3 1 (4 3 21) 3 4

4 1

1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 0 0
( 1)

1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0

N

x xc c
c cx x

x x x x x
x xc c

  
  

   
  
 

． 

例 1.2.10  【2014（1,3）】行列式

0 0

0 0

0 0

0 0

a b

a b

c d

c d

（    ）． 

（A） 2( )ad bc ；       （B） 2( )ad bc  ； 

（C） 2 2 2 2a d b c ；       （D） 2 2 2 2b c a d ． 

解  根据行列式的性质，有 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a b c d c d

a b a b a b c d d c

c d c d d c a b b a

c d a b b a

     

2( )( ) ( )cb ad da cb ad cb      ， 

故答案选（B）． 

例 1.2.11  （爪形行列式）计算行列式 4

1 1 1 1

1 2 0 0

1 0 3 0

1 0 0 4

D  ． 

解  根据行列式的性质，有 

1 2

1 3

4

1 1

1
2
1
3

1
4

1 1 1
1 1 1 1

2 3 4
1 1 10 2 0 0 1 2 3 4 2
2 3 4

0 0 3 0

0 0 0 4

r r

r r

D
r r







  

        
 

． 

例 1.2.12  计算行列式

1 2 3 4

4

0 0

0 0

0 0

a a a a

b b
D

b b

b b







． 
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解  
4 3 2 3

1 2 3 4 4 1 2 3 4 3 4 4

4
0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

c c c c

a a a a a a a a a a a a

b b b bD
b b b

b b



   
 


 

           

2

1 2 3 4 2 3 4 3 4 4

1

3
1 2 3 4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

( )

c c

a a a a a a a a a a

b

b

b

a a a a b

     



    ．

 

注  在行列式的计算中，一个常用的技巧是“滚动”的方法，即按照一定的顺序用前一

行（或前一列）的结果处理后一行（或后一列），如本题中首先利用第 4 列处理第 3 列，然后

再利用第 3 列处理第 2 列， 后再利用第 2 列处理第 1 列． 

1.2.4  题型四、行列式按行或列展开 

行列式按行（列）展开的性质建立了一个行列式与较之低一阶行列式之间的关系，使用

公式对行列式进行升、降阶再进行计算．利用该方法计算行列式时，需要记清按行（列）展

开的性质及推论中的元素乘代数余子式的形式． 

例 1.2.13  计算行列式 4

1 3 5 1

5 2 7 2

2 1 4 1

3 5 24 3

D


 


 

  

． 

解  根据行列式的性质，有 

2 1

3 1

4
14

4

1 3 5 12 7 4 3
7 4 3 0

3 4 9
3 4 9 03

6 4 9
6 4 9 0

r r
r r

D
r r

  
 


  

  

按第 列展开  

                     
1 2

3 2

2
4 0 6

4 6
3 4 9 ( 4)

3 18
3 0 18

r r

r r


   

  
 

按第 列展开
 

                     ( 4) ( 72 18) 216      ． 

例 1.2.14  计算行列式 4

a b b b

b a b b
D

b b a b

b b b a

 （其中 a b ）． 

解  首先将行列式升阶，然后利用行列式的性质进行求解： 
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2 1

3 1

4

4 1

5 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a b b b r bra b b b b a br brb a b b
D b a b b b a b

b b a b r brb b a b b a br brb b b a
b b b a b a b

  
  

  
 

升阶
 

          

1 2

4

1 5

4
1 1 1 1 1

0 0 0 0 4
1 ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

b
a b

b
a b

b
r r a b

a b b
a b

a b a br r
a b

a b





 
       





 

          3( 3 )( )a b a b   ． 

注  本题的另一种解法见例 1.2.8. 

例 1.2.15  计算 n ( 3)n≥ 阶行列式

1 3 3 3 3

3 2 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 4 3

3 3 3 3

nD

n








    


． 

解  结合行列式的性质，利用“扫”的技巧，有 

3

1
3

1 3 3 3 3 2 0 0 0 0

3 2 3 3 3 0 1 0 0 0

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 4 3 0 0 0 1 0

3 3 3 3 0 0 0 0 3

i

n i n
i

r r

D

n n













 
 
 
 

         
 

 

                   
3

2 0

1

3 6( 3)!1

0 3

n

n




 




按第 列展开
． 

例 1.2.16  （带状行列式）计算行列式

0 0

0

0

0 0

n

a b b

a a b b

D a a b

b

a a b




 





 

   


（其中 a b ）． 



线性代数深化训练与考研指导 ·10·

解  
1

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0 0

n

a b b b

a a b b a b b

D a a b a a b

b b

a a b a a b

 
 

 

 
 
   

       
 

列分解第将
 

           

1

1

2

1

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

i i

n

i n

a b a b b
r r

a b a a b b

ba a a b

b b

a a a b











 





 
 
   

       
 

前行列式

后行列式按

第 列展开

 

           1
n

na bD   ， 

类似地， 

1

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0 0

n

b b a b

a a b b a b b

D a a b a a b

b b

a a b a a b

 
 

 

 
 
   

       
 

行第 分解将
 

            1

1

2

1

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0

0 0 0 0

i i

n

i n

b a b b

a b a a b b
c c

aa b a a b

b

a b a a b











 





 
 
   

       
 

前行列式

后行列式按

第 列展开

 

            1
n

nb aD   ， 

从而有 
1

1 11 1
1

1 1

( )
n n

n nn n n n
nn n

n n n n

D a bD aD a abD
a b D a b

D b aD bD b abD


  


 

          
     

， 

再由 a b ，解得 
1 1

1 2 2
n n

n n n n
n

a b
D a a b a b b

a b

 
 

     


 ． 

例 1.2.17  【1996（4）】计算行列式 5

1 0 0 0

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1 1

a a

a a

D a a

a a

a


 

  
 

 

        ． 
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解  
1

2,3,4,5

1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 1 1

i

i

a a a

a a a ac c
a a a a

a a a a

a a a




  

   
   

    

 

      5 1 5 1 5
4 4

0 0 0

1 0 0
( 1) ( 1)

1 1 0

0 1 1

a

a a
D a D a

a a

a a

 
      

 
 

  

      1 1 1 2 1 2 3 1 3 4 1 4 5 1 5
1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)D a a a a a                

      2 3 4 51 a a a a a      ． 

例 1.2.18  设

1 0 1 3

1 1 1 2

1 1 1 0

2 2 1 4

A
 






，试求： 

（1） 14 24 34 44A A A A   ；   （2） 41 42 43 442M M M M   ． 

解 （1）由于 14 24 34 44 14 24 34 441 1 1 1A A A A A A A A           ，因此用1,1,1,1替代行

列式 A中的第四列构造一个新的行列式，即 

1

1 0 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 1 1

B
 






， 

可见 1B 与 A的第四列元素的代数余子式分别相同，因此将 1B 按第四列元素展开恰好等于

14 24 34 44A A A A   ，故 

    14 24 34 44 1A A A A B   
3 2

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 0 0 0

2 2 1 1 2 2 1 1

r r   



 

 

                     
3 1

0 1 1

2 ( 1) 1 1 1

2 1 1

   
3 2

0 1 1 0 1 0

2 1 1 1 2 1 1 2

2 1 1 2 1 0

c c
    

                     
2 3 0 1

2 2 ( 1) 8
2 1

     ． 

（2）由于 41 42 43 44 41 42 43 442 2M M M M A A A A        ，因此用 1,1, 1, 2  替代行列式 A

中的第四行构造一个新的行列式，即 
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2

1 0 1 3

1 1 1 2

1 1 1 0

1 1 1 2

B
 




 

， 

而 2B 由于 2，3 行相同，其值为 0．故 41 42 43 442 0M M M M    ． 

例 1.2.19  证明：
3 3 3

1 1 1

( )( )( )( )a b c a b c c b c a b a

a b c

      . 

证  将行列式
3 3 3

1 1 1

a b c

a b c

升阶，构造新的行列式 

4 2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

a b c x
D

a b c x

a b c x

 ， 

其为范德蒙德行列式，两个行列式之间的关联是前者为后者中元素 2x 的余子式（用 34M 表示），

即 34
3 3 3

1 1 1

a b c M

a b c

 ．对行列式 4D 我们有两种计算方式，一是按范德蒙德行列式的公式，有 

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

( )( )( )( )( )( )
a b c x

x c x b x a c b c a b a
a b c x

a b c x

       ． 

另一种计算方式是将行列式 4D 按第四列展开，并由 ( 1)i j
ij ijA M  有 

2 3 2 3
14 24 34 44 14 24 34 442 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

a b c x
A xA x A x A M xM x M x M

a b c x

a b c x

         ， 

从而有 
2 3

14 24 34 44 ( )( )( )( )( )( )M xM x M x M x c x b x a c b c a b a           ， 

两侧同为关于 x 的多项式，由待定系数法并结合所要证明问题，等式左右两侧 2x 前系数相等，

其中，等式左侧 2x 前系数为 34M ，而等式左侧 2x 前系数为 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )a c b c a b a b c b c a b a c c b c a b a             
           ( )( )( )( )a b c c b c a b a       ， 

所以 34 ( )( )( )( )M a b c c b c a b a      ，命题得证． 
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*1.2.5  题型五、行列式按拉普拉斯方法展开 

例 1.2.20  计算行列式

1 1

2

1 1

n n
n

n n

a b

a b
D

c d

c d



 

 

. 

解  由拉普拉斯定理可知 

                   2nD 

2 2

1 1

1 1

2 2 2 2

n n

n n

n

a b

a b a b

c d c d

c d


 

 

 

                      

3 3

1 1 2 2

1 1 2 2

3 3 2 4

n n

n n

n

a b

a ba b a b

c dc d c d

c d


 

 



 

 

                      1 1 2 2

1 1 2 2 1

( )
n

n n
i i i i

n n i

a ba b a b
a d b c

c dc d c d 

   ． 

1.3  深 化 训 练 

1.3.1  填空题 

（1）排列 ( 1)( 2) 21n n n   的逆序数为________． 

（2）排列 2 (2 2) 4 2 (2 1) (2 3 ) 31n n n n   的逆序数________． 

（3） 6 级排列 1 2 3 4 5 6j j j j j j 与 6 5 4 3 2 1j j j j j j 的逆序数之和________． 

（4）若9 级排列1274 56 9i k 是奇排列，则 i  ________， k  ________． 

（5）行列式 4

0 0

0 0

0 0

0 0

y x

x y
D

x y

y x

 的值为        ． 

（6）多项式

1 0 5 3

1 2 1 1
( )

3 4 3 1

1 2 1 4

x

x
f x

x

x


 




 

中 3x 的系数为        ，常数项为        ． 
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（7）设行列式
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

a a a

D b b b

c c c

  ，则
1 1 2 3

1 1 1 2 3

1 1 2 3

4 2 3

4 2 3

4 2 3

a a a a

D b b b b

c c c c


 


的值为________． 

（8）若行列式

2 1

3 0 2

1 3 4

x

D  的余子式 22 3M  ，则 x  ________． 

（9）【2001（4）】设

3 0 4 0

2 2 2 2

0 7 0 0

5 3 2 2

D 




，则第 4行各元素余子式之和的值为        ． 

（10）三阶行列式 D 中，第1列元素分别为1, 3, 2 ，第 3 列元素的余子式依次是 2, , 2a  ，

则 a的值为________． 

（11）若行列式

1 1 1

1 2 3

1 4 9

D  ，则 21 22 23M M M   ________． 

1.3.2  单项选择题 

（1）行列式

0 1 4

2 2

5 5 1

x 


中，元素 x的代数余子式是（  ）． 

    （A）
5 1

1 4
；         （B）

1 4

5 1
 ；     

    （C）
5 1

1 4
 ；         （D）

1 4

5 1
． 

（2）若3阶行列式 0D  ，则下列结论正确的是（  ）． 

    （A）行列式 D 中有一行或列的元素全为零；     

    （B）行列式 D 中的元素全为零； 

    （C）行列式 D 中有两行或列的元素对应成比例； 

    （D）前三个选项不一定成立． 

（3）【1999（2）】方程

2 1 2 3

2 2 2 1 2 2 2 3
( ) 0

3 3 3 2 4 5 3 5

4 4 3 5 7 4 3

x x x x

x x x x
f x

x x x x

x x x x

   
   

 
   

  

的根的个数为（   ）． 

    （A）1个；       （B） 2个；      （C）3个；       （D） 4个． 

（4）下列关于行列式表述不正确的是（  ）． 

    （A）行列式转置值不变；     

    （B）某一行元素乘以一个数对应加到另外一行，行列式值不变； 

    （C）数乘行列式等于将数乘到行列式的每一个元素上；  

    （D）行列式中两行元素互换，行列式变号． 
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（5）【1996（1）】四阶行列式

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0

0 0

0 0

0 0

a b

a b

b a

b a

的值等于（  ）． 

    （A） 1 2 3 4 1 2 3 4a a a a b b b b ；           （B） 1 2 3 4 1 2 3 4a a a a b b b b ； 

    （C） 1 2 1 2 3 4 3 4( )( )a a b b a a b b  ；     （D） 2 3 2 3 1 4 1 4( )( )a a b b a a b b  ． 

1.3.3  计算下列行列式： 

（1） 3

3 1 301

1 2 102

2 4 199

D  ； （2） 4

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

D  ； （3） 4

1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

D  ． 

1.3.4  计算行列式

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n

x y

x y

D

x y

y x






    



． 

1.3.5  计算行列式

0

1

2
1

1

1 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

n

n

n

a

a

a
D

a

a











    



，（ 1 2 0na a a  ）． 

1.3.6  计算行列式

1

1 2

2 3
1

1

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1

n

n n

n

a

a a

a a
D

a a

a





 
 




 





     



． 

1.3.7  计算 n阶行列式

1

2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

n

n

a

a
D

a











   


，（ 1 2 0na a a  ）． 

1.3.8  计算行列式

1 2

1 2

1 2

1

1

1

n

n
n

n

a a a

a a a
D

a a a











  


． 
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1.3.9  计算行列式

2
1 1 2 1

2
2 1 2 2

2
1 2

1

1

1

n

n
n

n n n

a a a a a

a a a a a
D

a a a a a











  


． 

1.3.10  计算行列式

1 2 3 4

1 1 2 3 1

1 1 2 2

1 1 3

1 1

n

n

n

a n
D

a a n

a a a












    


． 

1.3.11  设 n阶行列式

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

D

   
  







    



，求 D 展开式的正项总数． 

1.3.12  已知行列式 4

2 3 2 3

1 2 3 4
6

1 5 6 7

1 2 1 2

D    ，求 41 43A A 和 42 44A A . 

1.3.13  计算行列式

3 2 2 3
1 1 1 1 1 1
3 2 2 3
2 2 2 2 2 2

4 3 2 2 3
3 3 3 3 3 3
3 2 2 3
4 4 4 4 4 4

a a b a b b

a a b a b b
D

a a b a b b

a a b a b b

 ，其中 1 2 3 4 0a a a a  . 

1.3.14  计算行列式 

1 2 3 4
2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4
2 3 2 3 2 3 2 3

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 1

1 cos 1 cos 1 cos 1 cos

cos cos cos cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos cos cos cos

   
       
       

   
   
   

. 

1.3.15  证明

2
1 1 1

2
2 2 2

1 1 1
2

1 1 1

1 1 1
( ) 2 ( 1)

1 1 1

n

n nn

k j i i
j k n i i

n
n n n

x x x

x x x
x x x x

x x x
  

  
   

    
 

  

  



  


≤ ≤

. 

1.3.16  若 1 2 ni i i 为一个 n级排列,证明：排列 1 2 ni i i 与排列 1 1n ni i i  的逆序数之和为

( 1)

2

n n 
.  

1.3.17  证明奇数阶反对称行列式的值为零. 
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1.3.18  设 1 1 1

2 2 2

a b c

D a b c

a b c

 ，证明： 

3 3 3

1 1 1 1 2 3
1 1 1

2 2 2

i i i
i i i

a x b y c z

a x b y c z D x A y A z A

a x b y c z   

  
      
  

   ， 

其中， , , 1,2,3ijA i j  为 D 的代数余子式． 

1.4  深化训练详解 

1.3.1  填空题 

（1）
( 2)( 1)

2

n n 
． 

提示  
( 2)( 1)

(( 1)( 2) 321 ) 0 1 ( 2) 0
2

n n
N n n n n

 
          ． 

（2）
(3 1

2

n n  ）
．提示  由于  

2 2 2 2 2 1 2 3 1

0 1 1 3 2 1

n n n n

n n

  
       



 

 
 

从而 

               2 (2 2) 4 2 (2 1) (2 3 ) 31N n n n n    

2( 1) 2 (3 1
0 1 2 1 3 2 1

2 2 2

n n n n n
n n

 
              ）

． 

（3）15．提示 由于本题为填空题，可以使用特例进行求解，如取 1 2 3 4 5 6j j j j j j 与 6 5 4 3 2 1j j j j j j

分别为123456和 654321，计算逆序数之和为15，其一般方法见证明题 1.3.16． 
（4） 3, 8i k  ．提示 ( ) 5127435689N  为奇排列． 

（5） 2 2 4 42x y y x  ．提示 根据行列式的定义，有 

(2143 ) (2341) (4123 ) (4321)
4 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)N N N ND yxyx yyyy xxxx xyxy         

              2 2 4 42yxyx yyyy xxxx xyxy x y y x       ． 

（6）4，300．提示 3x 的系数来自于主对角线上元素 1, 2, 3, 4x x x x    的乘积项，从

而 1 2 3 4 4     ，而常数项为 

1 0 5 3 1 0 5 3
1 5 3

1 2 1 1 1 2 1 1
(0) ( 2) 5 5 1

3 4 3 1 5 0 5 1
0 0 5

1 2 1 4 0 0 0 5

f

 


   
     




， 

                 
1 5

( 2) 5 300
5 5


     ． 
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（7） 12 ．提示  

1 1 2 3 1 1 2 3 1 2 3
2 1

1 1 1 2 3 1 1 2 3 1 2 3

1 1 2 3 1 1 2 3 1 2 3

4 2 3 2 3 32
4 2 3 4 2 3 4 3

4 2 3 2 3 3

a a a a a a a a a a ac c
D b b b b b b b b b b b

c c c c c c c c c c c

  
    

  
 

             

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( 3) 4 12

a a a

b b b

c c c

     ． 

（8）5 ．提示 由已知 22

2
8 3

1 4

x
M x    ，有 5x  ． 

（9） 28 ．提示 由题意，第 4行各元素余子式之和 

      41 42 43 44 41 42 43 44M M M M A A A A          

                          3 2

3 0 4 0
3 4 0

2 2 2 2
( 7) ( 1) 2 2 2

0 7 0 0
1 1 1

1 1 1 1

    


 
 

 

                          

3 4 0

7 0 0 4

1 1 1

 
 

2 3 3 4
7 4 ( 1)

1 1
   

 
28  ． 

（10）
2

3
．提示 行列式第三列元素的余子式依次是 2, , 2a  ，则第三列元素的代数余子式

依次是 2, , 2a  ，由行列式按行列展开的推论，有1 2 ( 3) ( ) 2 ( 2) 0a         ，解得
2

3
a  ． 

（11）16．提示 21 22 23 21 22 23

1 1 1

1 1 1 16

1 4 9

M M M A A A          ． 

1.3.2  单项选择题 

（1）（B）．（2）（D）． 

（3）（B）．提示 由题意，由于 

1

2,3, 4

2 1 2 3 2 1 0 1

2 2 2 1 2 2 2 3 2 2 1 0 1
( )

3 3 3 2 4 5 3 5 3 3 1 2 2

4 4 3 5 7 4 3 4 3 7 3

i

i

x x x x x
c cx x x x x

f x
x x x x x x

x x x x x x


     
     


      

     

 

              
4 2

2 1 0 0

2 2 1 0 0 2 1 2 1
5 ( 1)

3 3 1 2 1 2 2 1 7 6

4 3 7 6

x
c c x x x

x x
x x x x

x x


    

  
     

  

， 

从而方程有两个解，因此选择（B）． 
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（4）（C）． 

（5）（D）．提示 由题意，由拉普拉斯定理有 

1 1

2 22 2 1 1

3 33 3 4 4

4 4

0 0

0 0

0 0

0 0

a b

a ba b a b

b ab a b a

b a

  2 3 2 3 1 4 1 4( )( )a a b b a a b b  ． 

1.3.3  

（1）
3 1 3 2

100
3 1 301 3 1 1 3 1 0

1 2 102 1 2 2 1 2 0

2 4 199 2 4 1 2 4 5

c c c c 

 

3 3 3 1
( 5)( 1) 25

1 2
     ． 

（2）

2 1

3 11 2 3 4

4 1

1 2 3 4 1 1 1 1 1 1 1 12
32 3 4 1 2 3 4 1 0 1 2 1

10 10
43 4 1 2 3 4 1 2 0 1 2 1

4 1 2 3 4 1 2 3 0 3 2 1

r r
r rr r r r

r r


   
  

  

 

                    
2 3

1 2 1 1 4 1
2 1 1

10 1 2 1 10 1 0 1 10 ( 4)
3 1

3 2 1 3 0 1

c c
 

 
       

 
    

 

                    10 ( 4) ( 4) 160      ． 

（3）

4 3

3 2 3 2

2 12 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3

1 2 3 4 0 1 2 3
1 3 6 0 1 3

1 3 6 10 0 1 3 6
1 4 10 0 1 4

1 4 10 20 0 1 4 10

r r
r r r r

r rr r


 




1 3
4 3 1

1 4
    ． 

1.3.4  1
1

( 1)n
n

x y y

x x y

D x y

x y y

x x y

 

   



按第 列展开
 

             
1 1 1 1( 1) ( 1)n n n n n nxx yy x y         ． 

1.3.5  

1

2

00
1 1

1 21
1 1

1 32
2

1
1 11

1

1
1 1 1 11 1 1 1

1 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 0

n

n

ii
a

a

nan
n

n
n

aa
ac ca

ac ca
a

c ca
a

a
a












 



          



 

                                 0
1 1

1 nn

i
ii i

a a
a 

 
  
 

  ． 
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1.3.6  

1 1

2 11 2 2

3 22 3 3

1
1

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1

n n
n n n

n

a a
r ra a a
r ra a a

r r
a a a

a




 
 





 

 
 
 

           
 
 

． 

1.3.7  

1
1

2
2

1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 10
1 1 1 1

1 1 1 10

0
1 1 1 1

1 1 1 10n
n n

a
a

a
a

a
a



















   

   




升阶
 

    

1

2

1
11 22 1

11 11 33 1

2 2

1
1 11 1

11

1

1
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

n

n

iia

a

nan

n nn

n n

ac cr r
a ac cr r

a a

c cr r
a a

a












 





 

 
 

          
 



 

    
1 1

1
1

nn

i
ii i

a
a 

 
  
 
  ． 

1.3.8  

2
1

1 2

1 2 21 2
1

1 2

2
1

1

1

1 1 1

1

1 1

n

i n
i

n n

n i nn
i

n n

i n
i

a a a

a a a

a a a a a ac c c

a a a

a a a










    



 










 

  
  



 

       

2 2 2 1

3 3 12

1 1 1

1
2

1 1 0 0

1 1 1 1 0
(1 ) (1 ) (1 )

1 1 1 0 1

n

n n n
n

i i i
i i i

n n
n

a a c a c
c a ca a

a a a

c a ca a
  




    



  
 
 

     
 

． 

1.3.9  

2
1 1 2 1 2

1 1 1 2 12
2 1 2 2 2

2 2 1 2 2

2
1 2 2

1 2 1

1 0 0 0
1

1
1

1

1
1

n
n

n
n

n n n
n n n n n

a a a a a
a a a a a a

a a a a a
a a a a a a

a a a a a
a a a a a a



















      




升阶
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2
1 2 1 2

2 1 1 1 1 2 1
1

3 2 1 1 2 3

2

1 1 1 1

1
1

1 1

1 0 0
0 1 0 0

0 1 0
0 0 1 0

0 0 1
0 0 0 1

n

n i n
i

n n n n

n n
n

a a a a a a ac a c c a c
ac a c c a c
a

c a c c a c
a



 




       
 

 

 



    

   


 

          2

1

1
n

i
i

a


  ． 

1.3.10  

21

2 3

1

1 2 3 4 0 1 1 1 1

1 1 2 3 1 0 1 1 1 1

1 1 2 2 0 0 1 1 1

1 1 3 0 0 0 1 1

1 1 1 1

nn

n

r rn a
r ra n a

a a n a
rr

a a a a a a



 
 

 


 
 
 
 

         
 

 

       1

1

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( 1) 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1

n

n

a

a

a






 







    


按第 列展开
 

      

1 2

2 3 1 1 2

12

1

0 0 0 0

1 0 0 0

( 1) ( 1)0 1 0 0

0 0 0 1 1

n n n

nn

n

a
r r

a ar r
aa a

rr
a

  








  








     


． 

1.3.11  由行列式的定义有，D 的展开式 !n 项，且每一项为1或 1 ，设展开式中的正项总

数为 a，负项总数为b ，则有 

D a b  ，     !n a b  ． 

而 

1

1, 2, , 1

1 1 1 1 1 2 0 0 0 0

1 1 1 1 1 2 2 0 0 0

2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

i n n

i n

r r
D 

 

   
   

 
 

 
 

         
 
 

， 

解得 11 1
( !) (2 !)

2 2
na D n n    . 

1.3.12  由行列式按行展开的性质及推论有 
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41 42 43 44 4

41 42 43 44

1 2 1 2 6

2 3 2 3 0

A A A A D

A A A A

     
    

， 

从而可解得 41 43 18A A  ， 42 44 12A A   ． 

1.3.13  

2 3
1 1 1

2 3
1 1 1

2 33 2 2 3
2 2 21 1 1 1 1 1

2 33 2 2 3
2 2 23 3 3 32 2 2 2 2 2

1 2 3 43 2 2 3 2 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 2 2 3 2 3
4 4 4 4 4 4 3 3 3

2 3
4 4 4

2 3
4 4 4

1

1

1

1

b b b

a a a

b b ba a b a b b
a a aa a b a b b

a a a a
a a b a b b b b b

a a b a b b a a a

b b b

a a a

每行提取公因式
 

    3 3 3 3 3 3 34 4 2 4 1 2 1 2 1
1 2 3 4

4 3 4 2 4 1 3 2 3 1 2 1

b b bb b b b b b b b b
a a a a

a a a a a a a a a a a a

        
             

        

范德蒙德
行列式

 

    3 4 4 3 2 4 4 2 1 4 4 1 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1( )( )( )( )( )( )a b a b a b a b a b a b a b a b a b a b a b a b       ． 

1.3.14 

1 2 3 4
2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4
2 3 2 3 2 3 2 3

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 1

1 cos 1 cos 1 cos 1 cos

cos cos cos cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos cos cos cos

   
       
       

   
   
   

 

2 1

1 2 3 4
3 2 2 2 2 2

1 2 3 4 1 4
3 3 3 34 3

1 2 3 4

1 1 1 1

cos cos cos cos
(cos cos )

cos cos cos cos

cos cos cos cos

i j
j i

r r

r r

r r

   
 

   
   




  




≤ ≤

. 

1.3.15  由题意 

                

2
21 1 1

1 1 12
22 2 2

2 2 2

2
2

1 0 0 0 0
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1

1
1 1 1

1 1 1 1

n
n

n
n

n
nn n n

n n n

x x x
x x x

x x x
x x x

x x x
x x x

  
  

  
  

  
  

 
 

  
  




升阶
 

     

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2,3, , 1

1 1 1 1 1 2 0 0 0 0 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n n n

i n n n

n n n
n n n n n n n n n

i n

x x x x x x x x xc c
x x x x x x x x x

x x x x x x x x x
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1 1 1 1

1 1 1

( ) ( 1) ( )2

( ) ( 1) .2

n n

i k j i k j
i j k n i j k n

n n

k j i i
j k n i i

x x x x x x

x x x x

   

  

    

 
    

 

   

  
≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

 

1.3.16  排列 1 2 ni i i 中必含有1，若1在排列 1 2 ni i i 中的逆序个数为个 s ，则其在排列

1 1n ni i i  中的逆序个数为 1n s  ，从而1在排列 1 2 ni i i 与 1 1n ni i i  的逆序个数和为 1n  ，

即1,2, , n 中比1大的数字个数；类似的 2在排列 1 2 ni i i 与 1 1n ni i i  的逆序个数和为 2n  ，

依此类推，n在排列 1 2 ni i i 与 1 1n ni i i  的逆序个数和为 0 ，所以 1 2 ni i i 与 1 1n ni i i  的逆序

数和为
( 1)

1 2 ( 1)
2

n n
n


     . 

1.3.17  设反对称行列式

12 13 1

12 23 2

13 23 3

1 2 3

0

0

0

0

n

n

n

n n n

a a a

a a a

D a a a

a a a


  

  





   


，其中的 n为奇数，则 

12 13 1 12 13 1

12 23 2 12 23 2

13 23 3 13 23 3

1 2 3 1 2 3

( 1)

0 0

0 0

0 ( 1) 0

0 0

n n

n n
n

n n

n n n n n n

a a a a a a

a a a a a a

D a a a a a a

a a a a a a



  
  

    

  

 
 
 

       
 

每行提
T( 1)n D  ， 

再由 TD D ，从而 T T( 1)nD D D    ，故 0D  ． 

1.3.18  由行列式的性质有 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a x b y c z a b c x b c a y c a b z

a x b y c z a b c x b c a y c a b z

a x b y c z a b c x b c a y c a b z

  
      
  

 

                           1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

b c a c a b

D x b c y a c z a b

b c a c a b

     

                           
3 3 3

1 2 3
1 1 1

i i i
i i i

D x A y A z A
  

      ． 

1.5  综合提高训练 

例 1.5.1  【2015（1）】 n阶行列式

2 0 0 2

1 2 0 2

0 0 2 2

0 0 1 2









   



        ． 
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解  记

2 0 0 2

1 2 0 2

0 0 2 2

0 0 1 2

nD









   



，则由行列式展开公式有 

1 1
1 1

2 2
2 2

1 1

2 ( 1) 2( 1) 2 2

2(2 2) 2 2 2 2

2 2 2 2 2

n n
n n n

n n

n n n

D D D

D D

 
 

 

 

     

     

      ．

 

例 1.5.2  【2016（1，3）】行列式

1 0 0

0 1 0

0 0 1

4 3 2 1














________． 

解  由题意 

4 1

1 0 0
1 0 1 0 0

0 1 0
0 1 4 ( 1) 1 0

0 0 1
3 2 1 0 1

4 3 2 1





  


 






 


     


 



 

                              4 3 22 3 4        ． 

例 1.5.3  设 T
1 2( , , , )nx x x x ， 1 2( , , , )ny y y y ， a 为任意实数，证明： a E xy  

1 a yx . 

证  由题意 

   a E xy

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1

1

1

n

n

n n n n

ax y ax y ax y

ax y ax y ax y

ax y ax y ax y

  
  

  




  


 

           

1 2 1 2

1 1 1 2 1 1
1 1

2 1 2 2 2 2

1 2

2,3, , 1

1 1

0 1 1 0 0

0 1 0 1 0

0 1 0 0 1

n n

n
i i

n

n n n n n

i n

y y y y y y

ax y ax y ax y axr ax r
ax y ax y ax y ax

ax y ax y ax y ax



 

   
  

  



 
 
 

       
 

升阶

 

           

1 2
1

1 1

12,3, , 1

1

0 1 0 0
1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

n

i i n
i

n
i i

i i
ii n

ax y y y y

c ax c
ax y a





 




   











   


yx . 
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例 1.5.4  计算行列式

0 0 0

1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n

a b ab

a b ab

D a b

a b




 







    


 （其中 a b ）． 

解  

1

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1

n

a ab b ab

a b ab a b ab

D a b a b

a b a b

 
 

 

 
 
 

         
 

按第 列分解
 

           

1

1

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

i i

n

c bc

a a b ab

a a b ab

ba a b

a a b 

 




 



 
 
 

        
 

前行列式

后行列式展开
 

           1
n

na bD   ， 

从而有 1
n

n nD a bD   ，类似的还可以 

1

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1

n

b ab a ab

a b ab a b ab

D a b a b

a b a b

 
 

 

 
 
 

         
 

按第 列分解
 

          

1

1

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

i i

n

c ac

b a b ab

b a b ab

ab a b

b a b 

 




 



 
 
 

        
 

前行列式

后行列式展开
 

         1
n

nb aD   ， 

得到 1
n

n nD b aD   ，从而有 

1
1 11 1

1
1 1

( ) ,
n n

n nn n n n
nn n

n n n n

D a bD aD a abD
a b D a b

D b aD bD b abD


  


 

          
     

 

再由 a b ，解得
1 1n n

n

a b
D

a b

 



． 
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例 1.5.5  计算行列式 n

x y y y y

z x y y y

z z x y y
D

z z z x y

z z z z x







    



． 

解       

1

1 2

2 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

n n

n n

x y y y y x y y y y
r rz x y y y z x x y
r rz z x y y z x x y

r rz z z x y x y

z z z z x z x x y



 

  
  

 
 

 
 
 

         
 
 

 

      

1 2

2 3

1

0 0 0

2 0 0 0

2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2
n n

x y y

z x y x yc c

z x z x y x yc c

x yc c

z x y x y



  
    


  





    



 

      

1

1

1

2 0

2
( 1)

0 2

0

2
( 1) ( )

0 2

n

n

n n

n

z x y x y

z x z x y
y

x y

z x z x y

x y

z x y x y
x y

z x y x y









  
   

 


   


  

  

  

 

      1

1

2 - - 0

2 - -

0 2 - -

0

2
( )

0 2

n

n

x y z y x

z x x y z
y

y x

z x x y z

x y

z x y x y
x y

z x y x y














  

 

  

 

      1 ( ) n
ny x y    ， 

而对于其中的 1n ，利用本章例 1.2.16 的方法有 
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1
1 2

1
1 2

( )

( )

n
n n

n
n n

x y x z

x z x y


 


 

     
     

（ ）

（ ）
， 

解得当 y z 时， 1

( ) ( )n n

n

x y x z

z y
  

 


，代回有 

nD 
( ) ( )

( )
n n

nx y x z
y x y

z y

  
 


=

( ) ( )n nz x y y x z

z y

  


， 

当 y z 时 1
1 ( )n

n n x y 
   ，代回有 

nD  1( )n nny x y x y  （ ） = 1[ ( 1) ]( )nx n y x y    ． 

 



 

 

第 2 章  矩    阵 

2.1  知 识 要 点 

2.1.1  矩阵的概念 

将m 行 n列的数表称为m n 矩阵，其中 m n 称为矩阵的型；若两个矩阵 A 和 B 的型相

同，则称 A 和 B 为同型矩阵；对于两个同型矩阵，若它们对应位置的元素分别相等，则称两

个矩阵相等；矩阵 ( )ij m na A ，称 ( )ij m na  为矩阵 A 的负矩阵，记为 A ． 

一些特殊的矩阵：  
（1）零矩阵：矩阵的所有元素都为 0 ． 

（2）单位矩阵：对角线元素均为1，其余位置的元素均为 0 的方阵，一般记为 E ． 

（3）数量矩阵：对角线元素相同，其余位置的元素均为 0 的方阵． 

（4）对角矩阵：非对角线元素均为 0 的方阵． 
（5）上（下）三角形矩阵：设矩阵 ( )ij n na A ，若 A 满足 0 ( , , 1, 2, , )ija i j i j n    ，

则称 A 为上三角矩阵；若 A 满足 0 ( , , 1, 2, , )ija i j i j n    ，则称 A 为下三角矩阵． 

（6）对称（反对称）矩阵：设矩阵 ( )ij n na A ，若 A 满足 ( , 1, 2, , )ij jia a i j n   ，则称

A 为对称矩阵；若 A 满足 ( , 1, 2, , )ij jia a i j n    ，则称 A 为反对称矩阵．显然，反对称矩

阵的对角线上元素都为零． 

2.1.2  矩阵的运算 

（1）加法  若矩阵 ( )ij m na A ， ( )ij m nb B ，则称阵 ( )ij ij m na b  为 A 与 B 的和，记为

A B ． 
（2）数量乘法  设 k 为常数，矩阵 ( )ij m na A ，则称矩阵 ( )ij m nka  为数与矩阵的数量乘法，

记为 kA． 

矩阵的加法和数量乘法统称为矩阵的线性运算，矩阵的线性运算满足的性质： 
1）   A B B A；            2） ( ) ( )    A B C A B C ； 

3）  A O A ；                4） ( )  A A O ； 

5）1 A A；                   6） ( )k k k  A B A B ； 

7） ( )k l k l  A A A；         8） ( ) ( )k l klA A． 

（3）矩阵乘法  若矩阵 ( )ij m sa A ， ( )ij s nb B ，称矩阵 ( )ij m nc C 为矩阵 A 与 B 的乘积，

记为 C AB ，其中 1 1 2 2ij i j i j is sjc a b a b a b    ．矩阵的乘法运算满足的性质： 

1） ( ) ( )AB C A BC ；             2） ( )  A B C AC BC ； 

3） ( )  C A B CA CB ；          4） ( ) ( ) ( )k k k AB A B A B ． 
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注  矩阵的乘法一般不满足交换律、消去律，若矩阵 ,A B 满足 AB BA ，则称 ,A B 是可

交换的． 

（4）方阵的幂  若矩阵 A 为方阵，可定义矩阵的乘幂．规定 

０A E ， n

n

 
个

A A A A （ n为自然数）． 

矩阵的幂运算满足的运算性质： 

1） k l k lA A A ；              2） ( )lk k lA A （ ,k l 为自然数）． 

（5）矩阵的转置  若 ( )ij m na A ，则称矩阵 

11 21 1

12 22 2

1 2

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 




  


 

为矩阵 A 的转置矩阵，记为 TA ．矩阵转置的运算性质： 

1）  TT A A；               2） T T T( )  A B A B ； 

3） T T( )k kA A ；              4） T T T( ) AB B A ． 

（6）方阵的行列式  若矩阵 A 为方阵，由 A 中元素按原顺序构成的行列式，称为方阵 A 的

行列式，记为 | |A ．方阵的行列式满足的运算性质： 

1） T A A ；      2） nk kA A （ n为方阵 A 的阶数， k 为常数）； 

3） AB A B （ ,A B 为同阶方阵）．  

2.1.3  伴随矩阵  

设有方阵 ( )ij n na A ， ijA 为 ija 的代数余子式，称矩阵 

11 21 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

 
 
 
 
 
 

A A A

A A A

A A A




  


 

为 A 的伴随矩阵，记为 A ．注意伴随矩阵的构成方式，元素 ija 的代数余子式 ijA 应该放在 A

的 ( , )j i 位置．由伴随矩阵的定义可知，对于任意的方阵 A ，有 

  AA A A A E ． 

2.1.4  可逆矩阵 

对于方阵 A ，若存在同阶方阵 B ，使得  AB BA E ，则称 A 为可逆矩阵，或称 A 可逆，

并称 B 为 A 的逆矩阵． 

矩阵的逆满足的运算性质： 

1）   11  A A  ；                   
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2） 1 11
( )k

k
 A A   ( 0)k  ；  

3） 1 1 1( )  AB B A ；                  

4）    1 TT 1 A A ； 

5） 1 1| | A A ． 

逆矩阵的几个主要结论： 

1）若矩阵 A 可逆，则 A 的逆矩阵唯一； 

2）矩阵 A 可逆的充分必要条件是 0A ，且 A 可逆时， 1 1 A A
A

； 

3）若 AB E （或 BA E ），则 1B A ； 

4）当
a b

c d

 
  
 

A 可逆时， 1 1 d b

c a
  
   

A
A

． 

2.1.5  矩阵分块  

将矩阵 A 用一些横线和竖线分成若干个小矩阵，每个小矩阵称为 A 的一个子块，以子块

为元素的矩阵称为 A 的分块矩阵． 

几种特殊的分块矩阵如下． 

（1）若方阵 A 经分块后可以表示为 

1

2

m

 
 
 
 
 
 




   


A O O

O A O
A

O O A

， 

其中 ( 1,2, , )i i m A 均为方阵，则称 A 为分块对角矩阵． 

（2）若方阵 A 经分块后可以表示为 

1

2

m

 
 
 
 
 
 




   


O O A

O A O
A

A O O

， 

其中 ( 1,2, , )i i m A 均为方阵，则称 A 为分块反对角矩阵． 

（3）若方阵 A 经分块后可以表示为 

11 12 1

22 2

m

m

mm

 
 
 
 
 
 

A A A

O A A
A

O O A




  


， 

其中 ( 1,2, , )ii i m A 均为方阵，则称 A 为分块上三角矩阵． 

（4）若方阵 A 经分块后可以表示为 
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11

21 22

1 2m m mm

 
 
 
 
 
 

A O O

A A O
A

A A A




  


， 

其中 ( 1,2, , )ii i m A 均为方阵，则称 A 为分块下三角矩阵． 

2.1.6  分块矩阵的运算 

（1）加法  若 A B 有意义，对 ,A B 进行相同的分块后得到的分块矩阵可以相加，并且加

法表现为对应的子块相加． 

（2）数量乘法  数与分块矩阵的乘法表现为数乘到每个子块上． 

（3）矩阵乘法  若 AB 有意义，对 ,A B 进行分块时只要 A 的列分割方式与 B 的行分割方

式相同，得到分块矩阵可以相乘，并且乘法与普通矩阵的乘法运算一致． 

（4）转置  把分块矩阵行上的子块换到同序数的列上，再对每个子块取转置，得到的矩

阵称为分块矩阵的转置矩阵． 

（5）分块矩阵的行列式  对于分块对角矩阵，分块上（下）三角矩阵，它们的行列式都

等于对角线上子块的行列式相乘，即 

11 11 12 1 11

22 22 2 21 22
1 2

1 2

m

m
m

mm mm m m mm

  

A O A A A A O O

A O A A A A O
A A A

O A O O A A A A

 
 


      

 

． 

（6）分块矩阵的逆矩阵 

1）若分块对角矩阵

1

2

m

 
 
 
 
 
 



A O

A
A

O A

可逆，则

1
1

1
1 2

1
m








 
 
   
  
 

A O

A
A

O A

； 

2）若分块反对角矩阵

1

2

m

 
 
 
 
 
 



O A

A
A

A O

可逆，则

1

1
1

2
1

1

m







 
 
   
  
 


O A

A
A

A O

； 

3）若分块上三角矩阵
 
 
 

A C

O B
可逆，则其逆为

1 1 1

1

  



 
 
 

A A CB

O B
； 

4）若分块下三角矩阵
 
 
 

A O

C B
可逆，则其逆为

1

1 1 1



  

 
 
 

A O

B CA B
． 

2.1.7  线性方程组 

含有 n个未知数 1 2, , , nx x x 的方程组 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    




   


， 

称为 n元线性方程组，其中， ( 1,2, , ; 1,2, )ija i m j n   称为未知数的系数， ( 1,2, , )ib i m 

为常数项．若常数项 ( 1,2, , )ib i m  全为零，称线性方程组为齐次线性方程组，否则称其为非

齐次线性方程组．利用矩阵乘法， n元线性方程组可以表示为 Ax b的形式，其中的 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


， 

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


x ， 

1

2

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 


b ， 

称 A 为线性方程组的系数矩阵．对于 n个未知数、 n个方程的线性方程组有： 

克拉默法则  若线性方程组 Ax b的系数矩阵 A 的行列式不等于 0 ，则该线性方程组有

且只有唯一解，并且其解可表示为  

1 2
1 2

| || | | |
, , ,

| | | | | |
n

nx x x   AA A

A A A ， 

其中， jA 为将矩阵 A 的第 j 列元素 1 2, , ,j j nja a a 对应换成 1 2, , , nb b b 得到的矩阵． 

由克拉默法则容易得到如下结论： 

（1）如果非齐次线性方程组的系数矩阵的行列式不等于零，则其有唯一解．反之，若非

齐次线性方程组无解或解不唯一，则它的系数矩阵的行列式为零． 

（2）如果齐次线性方程组的系数矩阵的行列式不等于零，则其只有零解．反之，若齐次

线性方程组有非零解，则它的系数矩阵的行列式为零． 

2.2  典型例题分析 

2.2.1  题型一、矩阵的乘法及乘法的运算规律 

例 2.2.1  证明：两个上三角形矩阵的乘积是上三角形矩阵；上三角形矩阵的伴随矩阵是

上三角形矩阵，若其可逆，则其逆矩阵也是上三角形矩阵． 

证  不妨设 

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

a a a

a a

a

 
 
 
 
 
 

A




  


，

11 12 1

22 20

0 0

n

n

nn

b b b

b b

b

 
 
 
 
 
 

B




  


， 

矩阵 A 的第 i 行元素为 , 10,0, ,0, , , ,ii i i ina a a  ，矩阵 B 的第 j 列元素为 1 2, , , ,0, ,0j j jjb b b  ，

当 i j 时，矩阵 AB 的 ( , )i j 位置元素 1 1 2 2i j i j in nja b a b a b   ，显然为零，故 AB 为上三角形

矩阵． 
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由于 A 为上三角形，因此当 i j 时， A 中元素 ija 的余子式 ijM 为上三角行列式，且主

对角线中含有 0 元素（ 1, 1 0ii i i jja a a     ），即 

11 1, 1 1 , 1 1

1, 1 1, 1 1,
11 22 1, 1 1 , 1

1,

0
0 0 0

0 0 0

0 0 0

i i n

i i i i i n
ij i i j j nn

i n

n n

a a a a

a a a
M a a a a a

a

a

 

    
   


  

 
   

 
 

 
   

 

， 

进而 ija 的代数余子式 ( 1) 0i j
ij ijA M   ，再由 A 的定义可知 A 为上三角形矩阵．当 A 可逆

时，由 1 1 A A
A

可知， 1A 也是上三角形矩阵． 

例 2.2.2  已知 T
T

2
 A E α α

αα
，其中α为行矩阵，证明： A 为对称矩阵，且 T AA E ． 

解  由于 

   
T

T TT T T T T T T
T T T T

2 2 2 2          
 

A E α α E α α E α α E α α A
αα αα αα αα

， 

故 A 为对称矩阵．进而 

T T T
T T

2 2      
  

AA E α α E α α
αα αα

2
T T T

T T

4 2
( )     

 
E α α α αα α

αα αα  

              
 

T T T
T 2T

4 4
( )  E α α α αα α

αα αα

T T
T T

4 4
   E α α α α E

αα αα
， 

命题得证． 

例 2.2.3  设 ,A B 分别为3阶实对称矩阵与反实对称矩阵，且满足 2 2A B ，证明  A B O ． 

证  不妨设 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

a a a

a a a

a a a

 
   
 
 

A ，
12 13

12 23

13 23

0

0

0

b b

b b

b b

 
   
   

B ， 

则 
2 2 2

11 12 13 11 12 13 11 12 13
2 2 2 2

12 22 23 12 22 23 12 22 23
2 2 2

13 23 33 13 23 33 13 23 33

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a

     
         

          

A ， 

2 2
12 13 12 13 12 13

2 2 2
12 23 12 23 12 23

2 2
13 23 13 23 13 23

0 0 ( )

0 0 ( )

0 0 ( )

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

     
           

              

B ， 

由于 2 2A B ，因此有 
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2 2 2 2 2
11 12 13 12 13( )a a a b b     ， 

从而 11 12 13 12 13 0a a a b b     ，类似地可得到 22 23 33 23 0a a a b    ，故  A B O ． 

例 2.2.4  【1994（1）】已知 (1 , 2 , 3 )α ，
1 1

1 , ,
2 3

  
 

β ，设 TA α β，其中 Tα 是α的

转置，则 n A          . 

解  由题意有 

T

1

1
(1 , 2 , 3 ) 1 1 1 32

1

3

 
 
 
      
 
  
 

αβ ，  T

1 1
1

2 31
1 1 2

2 1 , , 2 1
2 3 3

3
3

3 1
2

 
 

   
              

  
 

α β ， 

由于  TT T 3 βα αβ ，因此 

n A  T T T T T T 1 T 1

1

1 1
1

2 3
2

( ) ( ) ( ) ( ) 3 3 2 1
3

3
3 1

2

n n n

n

 



 
 
 
      
 
  
 

 α β α β α β α βα βα β α β ． 

例 2.2.5  【1999（3）】设

1 0 1

0 2 0

1 0 1

 
   
 
 

A ， 2n≥ 为正整数，则 12n n A A         . 

解  由于 

2

1 0 1 1 0 1 2 0 2 1 0 1

0 2 0 0 2 0 0 4 0 2 0 2 0 2

1 0 1 1 0 1 2 0 2 1 0 1

      
               
      
      

A A， 

从而 
1 2 22 ( 2 )n n n    A A A A A O . 

例 2.2.6  设矩阵 0

0 0

a b c

a b

a

 
   
 
 

A ，求 nA ．（ 2n≥ ） 

解  记

0

0 0

0 0 0

b c

b

 
   
 
 

B ，则 

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

a b c b c a

a b b a a

a a

     
              
     
     

A B E ， 
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由于 E 与 B 可交换，因此 

( )n na A B E 0 0 1 1 1 2 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )n n n n n
n n n nC a C a C a C a     B E B E B E B E ， 

而 

2

2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

b c b c b

b b

   
        

        

B

， 

2

3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

b b c

b

    
          

        

B O ， 

故 

             0 0 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )n n n n
n n nC a C a C a   A E B E B E B  

                1 2 2( 1)

2
n n nn n

a na a 
  E EB EB  

                

2 2
1 1

1

( 1)
0 00 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

n
n n n

n n

n

n n
a ba na b na c

a na b

a


 



 
    
    

       
    

     
 

 

                

1 1 2 2

1

( 1)

2
0

0 0

n n n n

n n

n

n n
a na b na c a b

a na b

a

  



  
 

  
 
 
 

． 

2.2.2  题型二、伴随矩阵的相关问题 

认真把握伴随矩阵的定义，注意用代数余子式构造伴随矩阵方式，特别记住 2阶方阵伴随

矩阵的写法，即“主对角线上元素互换，副对角线上元素变号”；涉及伴随矩阵的计算与证明，

一般应从具体问题出发，并结合公式   AA A A A E 进行分析，特别地，当矩阵 A 可逆时，

其伴随矩阵 A 常用 1A A 替换． 

例 2.2.7  【2005（3）】设矩阵 3 3( )ija A  满足 T A A ，其中 A 是 A 的伴随矩阵， TA 为

A 的转置矩阵. 若 11 12 13, ,a a a 为三个相等的正数，则 11a 为（    ）． 

（A）
3

3
；       （B）3；        （C）

1

3
；      （D） 3 ． 

解  由 T A A ，有 
2T T   AA AA A A A ， 

再由  AA A E ，以及 A 为3阶矩阵，有 
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3  AA A E A ， 

从而有 1A 或 0A ，因为 

2 2 2 2
11 11 12 12 13 13 11 12 13 113 0a A a A a A a a a a       A ， 

故 1A ，进而解得 11

3

3
a  ，因此本题选择（A）． 

例 2.2.8  【2009（1，3）】 设 A ， B 分别为 2阶矩阵 A ，B 的伴随矩阵，若 2A ， 3B ，

则分块矩阵
 
 
 

O A

B O
的伴随矩阵为（    ）． 

（A）
3

2





 
 
 

O B

A O
；       （B）

2

3





 
 
 

O B

A O
；   

（C）
3

2





 
 
 

O A

B O
；       （D）

2

3





 
 
 

O A

B O
. 

解  由于 2 2( 1) 2 3 6 0     
O A

A B
B O

，故
 
 
 

O A

B O
可逆，从而 

1 1 1

1 1

6
6

6

   

 

      
        

       

O A O A O A O B O B

B O B O B O A O A O  

                       

1

1

2 2

3 3

 

 

   
        

O B B O B

A A O A O
． 

所以本题选择（B）． 

例 2.2.9  【1996（4）】设 A 为 ( 2)n n≥ 阶非奇异矩阵， A 是 A 的伴随矩阵，则  A 等

于（  ）． 

（A）
1n

A A；    （B）
1n

A A；   （C）
2n

A A；    （D）
2n

A A． 

解  由于  AA A E ，以及 A 为非奇异矩阵，有 1 A A A ，进而 

       1 1 11 21 1 1 1n n             A A A A A A A A A A A A A． 

本题选择（C）． 

2.2.3  题型三、矩阵可逆的判定及逆矩阵的求法 

矩阵可逆的判定方法主要如下几种． 

（1）矩阵的行列式不为零． 

（2）两个方阵乘积为单位阵，则两个方阵都可逆且互为逆矩阵． 

（3）一个矩阵可以表示为一些可逆矩阵的乘积，则该矩阵可逆． 

（4）方阵是满秩的，则其可逆（参见第 3 章）． 

（5）方阵的全部特征值不为零，则其可逆（参见第 5 章）． 

逆矩阵的求解方法主要有如下几种． 
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（1）解方程组的方法．这种方法在计算上很麻烦，基本不用． 

（2）伴随矩阵的方法．常在证明中使用的公式有： 

  AA A A A E ， 1 1 A A
A

， 

在计算上，这种方法也基本不用，但应记住 2 阶方阵的逆矩阵公式． 

（3）矩阵的初等变换的方法．这是求逆计算中主要使用的方法，也是一个重要的考点，

必须熟练掌握（参见第 3 章）． 

例 2.2.10  讨论矩阵

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1

n

n

n n n n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
    
 
 
   




   


A 是否可逆． 

解  由于 

1 1 1 2 1 1
1 2

2 1 2 2 2 2

1 2

1 1 1
1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0
0 0 0

1 1 1 1 0 0
0 0 0

n
n

n

n n n n n

a b a b a b a
b b b

a b a b a b a

a b a b a b a

 
      

           
    
          

 

A


 


 


      

  
 

， 

有：当 1n  时， 1 11 a b A ；当 2n  时， 1
2 1 2 1

2 1 2

1 1 1
( )( )

1

a
a a b b

a b b
   A ；当 2n  时， 

1
1 2

2

1 1 1
1 0 0

1 0 0
00 0 0

1 0 0
0 0 0

n

n

a
b b b

a

a

 A








   

  


． 

因此，当 1n  时，若 1 1 1a b   ，则 A 可逆；当 2n  时，若 2 1a a 且 2 1b b ， A 可逆；而 2n 

时， A 不可逆． 

例 2.2.11  【2003（3）】设 n 维向量 T( , , ) , 00, , 0a a a α ； E 为 n 阶单位矩阵，矩阵

T A E αα ， T1

a
 B E αα ，其中 A 的逆矩阵为 B ，则 a         ． 

解  由题意 

T 20
( , ) 20, ,

a

a a a

a

 
 
  
 
 
 




α α ，

2 2

T

2 2

0

0 0 0 0
( , )0, ,

0

a a a

a a

a a a

  
  
      
       





    



αα O ， 

由于 B 是 A 的逆矩阵，从而 

T T T T T T1 1 1
( )

a a a
         
 

E AB E αα E αα E αα αα αα αα  
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                T T T T T1 1 1
( ) (1 2 )a

a a a
       E αα αα α α α α E αα ， 

于是
1

1 2 0a
a

   ，解得
1

, 1
2

a a   ，再由已知 0a  ，所以 1a   ． 

例 2.2.12  设 A 为 n阶方阵，且满足 2 5 6  A A E O ，判断 3A E 与 3A E 是否一定

可逆，如果可逆，求出其逆． 

解  由 2 5 6  A A E O 整理可得 

  4 1
3

15 30
    
 

A E E A E ， 

故 3A E 必可逆，且有 1 4 1
( 3 )

15 30
  A E E A． 

对于矩阵 3A E ，由于 2A E 或 3A E 都满足 2 5 6  A A E O ，并且当 2A E 时，

3 2 3    A E E E E ， 3A E 可逆，而 3A E 时， 3 3 3   A E E E O ， 3A E 不可逆，

因此 3A E 不一定可逆． 

例 2.2.13  已知 A ，B ， AB E 均为可逆矩阵，证明矩阵 1A B 及   11 1  A B A 都

可逆． 

证  由于 
1 1 1 1 1          A B AE B ABB B (AB E)B ， 

故 1A B 可逆．又因为 

             1 1 11 1 1 1 1 1 1( )
              A B A A B AA A B A B A  

                          1 11 1 1 1 1 1[ ( )] ( )A
             A B A A B A B A A B A   

                         11 1 1   A B B A ， 

而 1A B 可逆，因此   11 1  A B A 也可逆． 

例 2.2.14  设

1 2 1

3 4 2

5 3 1

 
   
  

A ， A 是 A 的伴随矩阵，求   1A ． 

解  由

1 2 1

3 4 2 1

5 3 1


  


A ，有 A 可逆，从而 1 A A A ，因此 

     1 1 11 1

1 2 1
1 1

3 4 2

5 3 1

   
 

       
  

A AA A A A
A A

． 

例 2.2.15  设可逆矩阵 A 的每行元素之和都等于常数 a，证明 0a  ，且 1A 的每行元素之

和都等于
1
a
． 
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证法 1  不妨设

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


，由 A 可逆，有 0A ，从而 

1 12 1
1

11 12 1 12 1

1
2 22 221 22 2 22 2

1

1 2 2

2
1

2, ,

n

j n
j

n nn

i
j nn n

j

n n nn n nn
n

nj n nn
j

i n

a a a

a a a a a a
c c a a aa a a a a a

a a a a a a

a a a










  







A




 
 

     
   



 

          

12 1

22 2

2

1

1
0

1

n

n

n nn

a a

a a
a

a a

 




  


， 

故 0a  ．再由 1 1 A A
A

，以及 A 的第1行元素为 11 21 1, , , nA A A 可知， 1A 的第1行元素之

和为 

12 1

22 2
11 21 1

2

1

11 1 1 1
( )

1

n

n
n

n nn

a a

a a

aa

a a

     
A

A A A
A A A





  



， 

命题得证． 

证法 2 若设

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

A




  


，则由已知有 

11 12 1

21 22 2

1 2

1

1

1

n

n

n n nn

a a a a

a a a a

a a a a

     
     
     
     
     

    




    


， 

再由 A 可逆，有 0a  ，从而 

1
11 12 1

21 22 2

1 2

1

1 1
1

1
1

n

n

n n nn

a
a a a

a a a a

a a a

a



 
 
                               
  
 




    


， 
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由矩阵乘法可知， 1A 的每行元素之和都等于
1
a
． 

例 2.2.16  已知

0 0 1 2

0 0 1 3

4 2 0 0

1 0 0 0

 
 
 
 
 
 

A ，求 A 的全部代数余子式之和． 

解  由于 A 由 A 的全部代数余子式构成，在 A 可逆时，可以利用 1 A A A 求出 A ，

再求全部代数余子式之和．将 A 分块并记为 1

2

 
 
 

O A

A O
，其中 1

1 2

1 3

 
  
 

A ， 2

4 2

1 0

 
   

A ， 

由于 1

1 2
1 0

1 3
  A ， 2

4 2
2 0

1 0
  


A ，因此 1A ， 2A 可逆，且 

1

1
1

1

1 2 3 2 3 21

1 3 1 1 1 1


       
             

A
A

， 

1

1
2

2

0 1
4 2 0 2 0 21 1

1 0 1 4 1 4 12
2

2




        
                   

 

A
A

， 

从而 

1 1
11 2

1
2 1

0 0 0 1

1
0 0 2

2

3 2 0 0

1 1 0 0

 




  
 
 
   

      
     

 
 
 
 

O A O A
A

A O A O
． 

1 3

2 4

0 0 1 2 4 2 0 0

0 0 1 3 1 0 0 0 4 2 1 2
2

4 2 0 0 0 0 1 2 1 0 1 3

1 0 0 0 0 0 1 3

r r

r r






   




A ， 

因此 

1

0 0 0 1

0 0 0 21
0 0 2

0 0 1 422
6 4 0 0

3 2 0 0
2 2 0 0

1 1 0 0

 

  
                     
 
 

A A A ， 
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所以 A 的全部代数余子式之和为 ( 2) 1 4 6 ( 4) ( 2) 2 5          ． 

2.2.4  题型四、矩阵的分块及分块运算 

矩阵分块的主要目的是为了简化高阶矩阵运算，要注意分块的方式及分块运算怎么进

行．合理分块后，分块矩阵之间的运算与矩阵的运算规则相似，矩阵分块常和矩阵的逆、行

列式及矩阵的幂等知识点构成一些综合性题目． 

例 2.2.17  【2010（3）】设 A ，B 为 3阶矩阵，且 3A ， 2B ， 1 2  A B ，则

1 A B       ． 

解  由题意 
1 1 1 1 1 1 1 12 ( )              A B A B B A AB A B A B A B A B ， 

所以 

1 1 1
2 2 3 3

2
      B A B A ． 

例 2.2.18  【1988（1）】设 2 3 4( , ) ， ，A α γ γ γ ， 2 3 4( , ) ， ，B β γ γ γ ，其中 2 3 4, , ， ，α β γ γ γ 均为 4

维列向量，且已知行列式 4A ， 1B ，则  A B        ． 

解  由题意 

           2 3 4 2 3 4,2 2 2 8 ,    ， ， ， ，A B α β γ γ γ α β γ γ γ  

                   2 3 4 2 3 4, ,8  ， ， ， ，α γ γ γ β γ γ γ  8 40  A B ． 

例 2.2.19  已知

1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 3

0 0 1 3

 
 
 
 
 

 

A ，求 6A 和 8A ． 

解  依题意，记 1

1 2

0 1

 
  
 

A ， 2

1 3

1 3

 
   

A ，则 1

2

 
  
 

A O
A

O A
，对于 1A 有， 1 1A ，且 

2
1

1 2 1 2 1 2 2

0 1 0 1 0 1

    
     
    

A ， 3
1

1 3 2

0 1

 
  
 

A ，…， 8
1

1 8 2

0 1

 
  
 

A ； 

对于 2A 有 2 0A ，且 

       
88

8
2

7

1 3 1 1 1 1
1 3 1 3 1 3 1 3

1 3 1 1 1 1

               
                                      




个

A  

          7 7
2

1
4 1 3 4

1

 
    

A ， 

因此， 

 
6

6 16 6
1 2

2

0
O

O
   

A
A A A A

A
， 
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8 8
18 1

7 78
2 2

7 7

1 8 2 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1 4 3

0 0 4 1 4 3

O O

O O

 
                  

   

A A
A

A A
． 

例 2.2.20  【1997（3）】设 A 为 n阶非奇异矩阵， α为 n维列向量， b 为常数，记分块

矩阵 

T 

 
   

0E
P

α A A
， T b

 
  
 

A α
Q

α
 

其中 A 是矩阵 A 的伴随矩阵， E 为 n阶单位矩阵． 

（1）计算并化简 PQ ．（2）证明：Q 可逆的充分必要条件是 T 1 b α A α ． 

解  （1）由题意，及  A A A E ，有 

T T T TT bb  

    
             

0E A αA α
PQ

α A A α A A A α α A α Aα
 

               T T 1( )b 

 
   0

A α

A α A α
． 

（2）由（1）有 

PQ P Q
2 T 1

T T 1 ( )
( )

b
b


  

0

A α
A α A α

A α A α
， 

再由 A 为可逆矩阵，及 0 P A ，可得 Q T 1( )b  A α A α ，所以Q 可逆的充分必要条

件是 0Q ，即 T 1 b α A α ． 

例 2.2.21  设 ，A B 为 n阶可逆矩阵，分块矩阵
1 1 1 1

1 1 1 1

   

   

  
  

  

A B A B
D

A B A B
．证明 D 可逆，

并求 1D ． 

证  由题意 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 12 2

       

     

   
 

 
A B A B A B A B

D
A B A B A A

1 1 12   


B A B

O E
 

             
1 12 2 0  A B ， 

从而 D 可逆，设 1 21

3 4

  
  
 

X X
D

X X
，则有 

          
1 1 1 1

1 21
1 1 1 1

3 4

   


   

   
   

    

X XA B A B
DD

X XA B A B
 

               
1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 2 4
1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 2 4

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

       

       

      
  

      

A B X A B X A B X A B X

A B X A B X A B X A B X
 

               
 

  
 

E O

O E
， 
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因此 
1 1 1 1

1 3( ) ( )      A B X A B X E ， 1 1 1 1
2 4( ) ( )      A B X A B X O ， 

1 1 1 1
1 3( ) ( )      A B X A B X O ， 1 1 1 1

2 4( ) ( )      A B X A B X E ， 

解得 

1 ( ) 4 X A B ， 2 ( ) 4 X A B ， 3 ( ) 4 X A B ， 4 ( ) 4 X A B ， 

所以 

1 ( ) ( )1

( ) ( )4
   
    

A B A B
D

A B A B
． 

2.2.5  题型五、矩阵方程的求解 

求解矩阵方程的基本原则是“先化简，后计算”，以 X 是未知矩阵为例，一般先将已知中

含有 X 的矩阵等式化简为 AX C ， XB C ， AXB C 等基本形式，若 ，A B 可逆，可进一

步化简为 1X A C ， 1X CB ， 1 1 X A CB ，然后再将 ， ，A B C 代入进行计算；若 ，A B 不

可逆，则应假设 X 的元素形式，进行矩阵乘法，按矩阵相等联立方程组来解. 

例 2.2.22  【1998（3）】设矩阵 ,A B 满足 2 8  A BA BA E ，其中

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
   
 
 

A ，E 为

单位矩阵， A 为 A 伴随矩阵，则 B         ． 

解  由题意

1 0 0

0 2 0 2 0

0 0 1

    A ，故 A 可逆，再由 2 8  A BA BA E ，有 

1 1( ) (2 8 )   A A BA A A BA E A ， 

整理可得 
2 8 A B AB E ， 

从而有 
18(2 ) B A A E ， 

其中 

2 0 0 2 0 0 4 0 0

(2 ) 0 4 0 0 2 0 0 2 0

0 0 2 0 0 2 0 0 4

     
                
          

A A E ， 

因此 

1

1
0 0

44 0 0 2 0 0
1

8 0 2 0 8 0 0 0 4 0
2

0 0 4 0 0 21
0 0

4



 
 

    
             
       

  
 

B ． 
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例 2.2.23  已知

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
   
  

A ，矩阵 X 满足 13  XA X A ，求矩阵 X ． 

解  方程两边右乘 A ，得 

 1( ) 3  XA A X A A， 

整理得 
1( ) 3  X A A XA A A， 

因此 

3 X A E XA E ， ( 3 ) X A E A E ， 

故 3A E A 可逆，且 

1( ) X A E 3A ， 

而 

1 0 0

0 2 0 1 2 ( 1) 2

0 0 1

      


A ， 

所以 

1

1

2 0 0 3 0 0

( 2 3 ) 0 2 0 0 6 0

0 0 2 0 0 3





     
             
         

X E A

1
0 0

5
1

0 0
8

0 0 1

  
 
   
 
  
 

． 

2.2.6  题型六、克莱姆法则的应用 

克莱姆法则适用于方程数与未知数相等的线性方程组，该法则建立了方程组中系数、常

数与方程组解之间的关系．在利用该法则时，需要注意非齐次线性方程组系数行列式为零，

方程组存在无解和无穷多解两种情况． 

例 2.2.24  设 a为常数，讨论线性方程组
1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1ax x x

x ax x a

x x ax a

  
   
   

解的情况． 

解  由于方程组的系数矩阵的行列式 

1 2

1 3

1 1 2 2 2 1 1 1

1 1 1 1 ( 2) 1 1

1 1 1 1 1 1

a a a ar r
a a a a

r ra a a

  
  


A 2( 2)( 1)a a   ， 

从而当 1a  ， 2a   时， 0A ，方程组有唯一解，否则方程组无解或有无穷多解． 

当 1a  时，方程组化为 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

1

1

x x x

x x x

x x x

  
   
   

， 

即 1 2 3 1x x x   ，故其有无穷多解，而当 2a   时，方程组化为 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2 2

2 4

x x x

x x x

x x x

   
    
   

， 

这需要 1 2 3, ,x x x 满足 1 2 30 0 0 3x x x   ，因此方程组无解． 

例 2.2.25  【1996（3）】设 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

n

n

n n n n
n

a a a a

a a a a

a a a a   

 
 
 
 
 
 
 
 





   


A ，

1

2

n

x

x

x

 
 
 
 
 
 


x ，

1

1

1

 
 
 
 
 
 


b ， 

其中 ( , 1, 2, , )i ja a i j i j n   ； ，则线性方程组 T A x b 的解是         . 

解  由题意，由范德蒙德行列式有 T

1
( ) 0i j

j i n
a a


    A A

≤ ≤
．从而方程组有唯一解，

并且 

T
( 1, 2, , )j

j

D
x j n  

A
， 

其中 jD 为将 TA 的第 j 列用 b 替换后对应的行列式，因此有 

1D  TA ，  0 ( 2, , )jD j n   ， 

故线性方程组的解是 T(1, 0, , 0) x . 

例 2.2.26  求二次多项式 ( )f x ，使其满足 (1) 2f  ， (2) 6f  ， (3) 12f  ． 

解  设 2( )f x a bx cx   ，由题意，可得到以 a，b ， c 为未知数的线性方程组 

2

2

2

1 1 2,

2 2 6,

3 3 12,

a b c

a b c

a b c

   


  
   

 

其系数矩阵的行列式 
2

2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2 3 (3 2)(3 1)(2 1) 2 0

1 3 3 1 2 3

      
范德蒙德

A ， 

因此，方程组有唯一解．又因为 
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2

2
1

2

2 1 1

6 2 2 0

12 3 3

 A ，

2

2
2

2

1 2 1

1 6 2 2

1 12 3

 A ， 3

1 1 2

1 2 6 2

1 3 12

 A ， 

从而方程组的解为 

1 0
0

2
a   

A

A
， 2 2

1
2

b   
A

A
， 3 2

1
2

c   
A

A
， 

故二次多项式为 2( )f x x x  ． 

2.3  深 化 训 练 

2.3.1  填空题 

（1）【2004（4）】设矩阵

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
   
  

A ， 1B P AP ，其中 P 为 3 阶可逆矩阵，则

2004 22 B A         ． 

（2）【2004（3）】设矩阵

2 1 0

1 2 0

0 0 1

 
   
 
 

A ，矩阵 B 满足 2  ABA BA E ，其中 A 为 A 的

伴随矩阵， E 为 3 阶单位矩阵，则 B         ． 

（3）设 ,A B 为3阶方阵，并且 2A ， 3 B ，则   1T( )


 AB         ． 

（4）【2005（3）】设 1 2 3， ， ，α α α 为3维列向量，记矩阵 

1 2 3( ) ， ，A α α α ， 1 2 3 1 2 3 1 2 3( 2 4 3 9 )      ， ，B α α α α α α α α α ， 

如果 1A ，则 B         ． 

（5）【1992（3）】设 A 为m 阶方阵，B 为 n阶方阵，且 aA ， bB ，令
 

  
 

A O
C

O B
，

则 C         ． 

（6）已知

3 2 2

2 3

3 1 1

x

  
   
  

A ， B 为非零矩阵，且 AB O ，则 x          ． 

2.3.2  单项选择题 

（1）设 A ，B 均为 n阶可逆矩阵，且 2( ) A B E ，则 1 1( )  E BA （    ）． 

   （A） ( )A B B ；   （B） 1E AB ；    （C） ( )A A B ；   （D） ( )A B A．  

（2）设 A ， B 为同阶方阵，且满足 2( ) AB E ，则下列选项一定正确的是（    ）． 

   （A） AB E ；   （B） 2( ) BA E ；   （C） 1 A BAB ；  （D） 1 A B ． 

（3）【2008（3）】设 A 为 n阶非O 矩阵， E 为 n阶单位矩阵，若 3 A O ，则（    ）． 
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   （A） E A 不可逆， E A 不可逆；    （B） E A 不可逆， E A 可逆； 

   （C） E A 可逆， E A 可逆；        （D） E A 可逆， E A 不可逆．  

（4）【1998（2）】设 A 为任一 ( 3)n n≥ 阶方阵， A 是 A 的伴随矩阵， ( 0, 1)k   为常数，

则必有 ( )k  A （    ）． 

   （A） k A ；    （B） 1nk  A ；    （C） nk A ；    （D） 1k  A ． 

（5）已知矩阵

2 0 0

0 1 3

0 2 5

 
   
 
 

A ，矩阵 X 满足 12  A X A X ，其中 A 是 A 的伴随矩阵，

则 X （    ）． 

   （A）
3

5
；       （B）

2

15
；       （C）

1

12
；     （D）

1

12
 ． 

（ 6 ）【 1993（ 4 ）】若 1 2 3 1 2, , , ,α α α β β 均为 4 1 矩阵，且行列式 1 2 3 1, , , mα α α β ，

1 2 2 3, , , nα α β α ，则行列式 3 2 1 1 2, , ,  α α α β β        ． 

   （A）m n ；     （B） ( )m n  ；    （C） n m ；      （D）m n ． 

2.3.3  已知矩阵

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 
   
 
 

A ，求与 A 可交换的一切矩阵． 

2.3.4  已知 (1 ,1 , 1 ) α ， (1 , 2 , 3)β ，试求： Tα β ， Tα β及 T( )nα β ． 

2.3.5  设 A ，B 均为 n阶方阵，且  AB A B ．证明 AB BA ． 

2.3.6  设 A ，B 都是 n阶矩阵，满足 3 3  AB B A O ，证明： 3 A E 可逆及 A ， B 可

交换． 

2.3.7  已知3阶非零实矩阵 A 满足 T A A ， A 为 A 的伴随矩阵，证明 A 是可逆矩阵． 

2.3.8  【1993（1）】已知矩阵 A 的逆矩阵 1

1 1 1

1 2 1

1 1 3



 
   
 
 

A ，求 A 的伴随矩阵 A 的逆矩阵． 

2.3.9  已知 A 为3阶方阵，
1

2
A ，求 1(2 ) 5 A A . 

2.3.10  【2001（2）】已知

1 0 0

1 1 0

1 1 1

 
   
 
 

A ，

0 1 1

1 0 1

1 1 0

 
   
 
 

B ，且矩阵 X 满足 

   AXA BXB BXA AXB E ， 

其中 E 为3阶单位矩阵，求 X ． 

2.3.11  【1992（4）】设矩阵

1 0 1

0 2 0

1 0 1

 
   
 
 

A ，矩阵 X 满足 2  AX E A X ，其中 E 为三

阶单位矩阵，求矩阵 X ． 
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2.3.12  【2000（1）】设矩阵 A 的伴随矩阵

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 3 0 8



 
 
 
 
 

 

A ，且 1 1 3  ABA BA E ，

其中 E 为 4阶单位矩阵，求矩阵 B ． 

2.3.13  设四阶矩阵 B 满足

1

11
2 12

2




         
A BA AB E ，其中 E 为 4 阶单位矩阵，而 

1 2 0 0

1 3 0 0

0 0 0 2

0 0 1 0

 
 
 
 
 

 

A ， 

求矩阵 B ． 

2.3.14  设 A 为 n阶方阵，若对任意的列向量α都有  0Aα ，证明 A O . 

2.3.15  设 A ，B ，C ，D 都是 n阶矩阵，其中 0A 并且 AC CA，试证明 

 
A B

AD CB
C D

． 

2.3.16  齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0

2 0

3 0

0

x x x cx

x x x x

x x x x

x x cx dx

   
    
    
    

有非零解，试求 c ，d 应满足的条件． 

2.4  深化训练详解 

2.3.1  填空题 

（1）

3 0 0

0 3 0

0 0 1

 
 
 
  

．提示  由于 2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
   
 
 

A ，从而 

             2004 2 1 2004 2 1 2004 22 ( ) 2 2     B A P AP A P A P A  

                        10021 2 22 P A P A 22 E A  

                       

1 0 0 1 0 0

0 1 0 2 0 1 0

0 0 1 0 0 1

   
         
   
   

 

3 0 0

0 3 0

0 0 1

 
 
 
  

． 

（2）
1

9
．提示 依题 3A ，再由 2  ABA BA E 整理得 

11
( 2 )

3
 B A E A ， 
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故 
3

111 1 1
( 2 ) 2

3 3 9
       

 
B A E A A E A ． 

（3）
1

6
．提示 

  1T 3

T

1 1 1 1 1
( ) ( 1)

2 ( 3) 6( )


         

 
AB

AB A BAB
． 

（4） 2．提示 由题意 

          1 2 3 1 2 3 1 2 32 4 3 9      ， ，B α α α α α α α α α  

             
3 23 2

1 2 3 2 3 2 3 1 2 3 2 3 3

32 1

3 5 2 3
2

c cc c

cc c


      


， ， ， ，α α α α α α α α α α α α α  

             
2 3

1 2 3

1 2 3

3
2 2 2

c c

c c c


 

 
， ，α α α A ． 

（5） ab． 
（6） 3 ．提示由已知 B 必有某一列向量 iB 满足 i B O ，且 i  0AB ，从而齐次线性方程

组  0Ax 有非零解，由克莱姆法则有 

3 2 2

2 3 0

3 1 1

x

 
 


A ， 

解得 3x   ． 

2.3.2  单项选择题 

（1）（C）．  （2）（C）． （3）（C）． 

提示  3 A O ，有 3 E A E ， 3 E A E ，从而有 
2( )( )   E A E A A E ， 2( )( )   E A E A A E ， 

故 E A 可逆， E A 可逆． 

（4）（B）．  （5）（B）． 

（6）（C）．提示  由题意 

          3 2 1 1 2 3 2 1 1 3 2 1 2, , , , , , , , ,  α α α β β α α α β α α α β  

                         1 2 3 1 1 2 2 3, , , , , , m n n m       α α α β α α β α ． 

2.3.3  设与 A 可交换的矩阵 1 1 1

2 2 2

a b c

a b c

a b c

 
   
 
 

B ，则有 

AB
1 1 1

2 2 2

0 0 0

a b c

a b c

 
   
 
 

， BA 1 1

2 2

0

0

0

a b

a b

a b

 
 
 
 
 

， 
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由 AB BA ，可得 1 1 1 2 2 1 2 1 20, , , 0, , , 0,a b a c b a b a c b b       从而 

0

0 0

a b c

a b

a

 
   
 
 

B ， 

其中 a，b，c 为任意一实数． 

2.3.4  依题 

T

1

(1 ,1 , 1) 2 1 2 3 0

3

 
       
 
 

αβ ，  T

1 1 2 3

1 1 2 3 1 2 3

1 1 2 3

   
       
         

α β ， 

由于 T T 0 βα αβ ，因此 

 T T T T T T T

1

( ) ( ) ( ) ( ) 0
n

n

    α β α β α β α βα βα β α β O ． 

2.3.5  由  AB A B ，整理得 ( )( )  B E A E E ，故 ( )B E 与 ( )A E 互为逆矩阵，从

而有 

( )( ) ( )( )     B E A E A E B E E ， 

所以 AB BA ． 

2.3.6  由3 3  AB B A O 整理有 

(3 )( )  A E B E E ， 

故3 A E 可逆，其逆为 B E ，进而有 
(3 )( ) ( )(3 )    A E B E B E A E ， 

化简得 AB BA ，即 A， B 可交换． 

2.3.7  设  
3 3ija


A ，且 11 0a  ，由 T A A 有 ( , 1, 2, 3)ij ija i j A ，从而 

2 2 2
11 11 12 12 13 13 11 12 13 0a a a a a a      A A A A ， 

因此 A 可逆． 

2.3.8  由 A 可逆，有 A 可逆，且 1 11
( )   A A A A

A
，再由 1A 可求得 

1

1 1 1

1 2 1 2

1 1 3

  A ，  

5 1
1

2 2
1 01

1 1
0

2 2

   
 

  
 
 
 

A ， 

所以 

1( )  A

5 1
1

2 2 5 2 1

2 2 2 01 1 0

1 0 11 1
0

2 2

   
   

      
    

  
 

． 
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2.3.9  1 1(2 ) 5 2 (2 ) 5A     A A A A 41 5
2 2

2 2
   E E ． 

2.3.10  由已知    AXA BXB BXA AXB E ，整理得 

( ) ( )  A B X A B E ， 

因为 

1 1 1

0 1 1 1

0 0 1

 
   A B ， 

故 A B 可逆，求得 1

1 1 2

( ) 0 1 1

0 0 1



 
    
 
 

A B ，从而 

2
1( )   A BX

2
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 5

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

      
             
      
      

． 

2.3.11  由 2  AX E A X ，整理有 
2( ) ( )( )     A E X A E A E A E ， 

其中

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 
    
 
 

A E 为可逆矩阵，从而有 

( ) X A E

2 0 1

0 3 0

1 0 2

 
   
 
 

． 

2.3.12  由题及  AA A E ，有
3

8 A A ， 2A ，再由 1 1 3  ABA BA E 整理可得 

3 A B A B A E ， 

将 2A 代入，进一步整理有 (2 ) 6 E A B E ，由于 2 E A 可逆，且 

1

1 0 0 0

0 1 0 0
(2 ) 1 0 1 0

1 1
0 0

2 6

 

 
 
 

   
 
  
 

E A ， 

所以 

1

6 0 0 0

0 6 0 0
6(2 )

6 0 6 0

0 3 0 1

 

 
 
   
 
 

 

B E A ． 
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2.3.13  依题有 2A ，从而可得 

1 1
1 2 4

12
2

         

A
A A

A
， 

代入

1

11
2 12

2




         
A BA AB E ，整理可得 16(2 ) B E A ，其中 

1

1 2
0 0

3 3
1 1

0 0
3 3(2 )

2 2
0 0

6 6
1 2

0 0
6 6



  
 
   

   
 
 
 
  
 

E A ， 

所以 

2 4 0 0

2 2 0 0

0 0 2 2

0 0 1 2

 
   
 
 

 

B ． 

2.3.14  证法 1  取 T(0, ,0,1,0, ,0)
i

i

n

   α ε ，则有 i  0Aε  ( 1,2, , )i n  ，从而 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n      0 0 0O Aε Aε Aε A ε ε ε AE A ， 

命题得证． 
证法 2  将 A 按列分块，并记 1 2( , , , )n A A A A ，由 

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n n     0 0 0A ε ε ε Aε Aε Aε A A A ， 

有 i  0A ， ( 1,2, , )i n  ，故 A O ． 

2.3.15  由于 

1 1 

    
          

E O A B A B

CA E C D O CA B D
， 

两端取行列式，可得 

1 1 
  

E O A B A B

CA E C D O CA B D
， 

从而有 

1 1 1         
可交换ACA B

A CA B D ACA B AD CAA B AD
C D

 

                  AD CB ． 

2.3.16  由克莱姆法则方程组的系数行列式为零，从而有 
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1 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1

1 2 1 1 1 1 0 0
0 1 4 0 0 4 1

1 1 3 1 1 0 4 0
1 1 1 0 3 1

1 1 1 0 1 1

c c
c c

c

c d c d
c d c d


 

      
 

   
 

 

           24 1
( 1) 4

3 1

c
c d

c d

 
   

 
，   

故应满足的条件为 2( 1) 4c d  ． 

2.5  综合提高训练 

例 2.5.1  【2009（3）】设 ，A P 均为3阶矩阵， TP 为 P 的转置矩阵，且 T

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
   
 
 

P AP ，

若 1 2 3( , , )P α α α ， 1 2 2 3( , , ) Q α α α α ，则 TQ AQ 为（    ）． 

（A）

2 1 0

1 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

；   （B）

1 1 0

1 2 0

0 0 2

 
 
 
 
 

；    （C）

2 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

；    （D）

1 0 0

0 2 0

0 0 2

 
 
 
 
 

． 

解  由题意有 

1 2 2 3 1 2 3

1 0 0 1 0 0

( , , ) ( , , ) 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1

   
         
   
   

Q α α α α α α α P ， 

从而 
T

T T T

1 0 0 1 1 0

1 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

   
       
   
   

Q P P ， 

因此 

T T

1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1

       
               
       
       

Q AQ P AP

2 1 0

1 1 0

0 0 2

 
   
 
 

， 

故选项（A）正确． 

例 2.5.2  【2012（1，3）】设 A 为3阶矩阵， P 为3阶可逆矩阵，且 1

1 0 0

0 1 0

0 0 2



 
   
 
 

P AP ． 

若 1 2 3( , , )P α α α ， 1 2 2 3( , , ) Q α α α α ，则 1Q AQ 为（     ）． 

（A）

1 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

；    （B）

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

；    （C）

2 0 0

0 1 0

0 0 2

 
 
 
 
 

；   （D）

2 0 0

0 2 0

0 0 1

 
 
 
 
 

． 

解  由题意有 



线性代数深化训练与考研指导 ·54·

1 2 2 3 1 2 3

1 0 0 1 0 0

( , , ) ( , , ) 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1

   
         
   
   

Q α α α α α α α P ， 

从而 
1

1 1 1

1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1



  

   
        
   
   

Q P P ， 

因此 

1 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 0 1

 

       
                 
       
       

Q AQ P AP

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 
   
 
 

， 

故选项（B）正确． 
例 2.5.3  【2013（1，3）】设 ( )ijaA 是3阶非零方阵， A 为 A 的行列式， ijA 为 ija 的代

数余子式，若 0ij ija A  ( , 1,2,3)i j  ，则 A ________．   

解  由题意 ( )ijaA 为非零方阵，不妨设 11 0a  ，由 ij ija A  ( , 1,2,3)i j  ，有 

2 2 2
11 11 12 12 13 13 11 12 13 0a A a A a A a a a       A ， 

及 

11 21 31 11 21 31
T

12 22 32 12 22 32

13 23 33 13 23 33

A A A a a a

A A A a a a

A A A a a a



     
            
        

A A ， 

从而有 
2 2T 3( 1)     AA AA A A ， 

再由  AA A E ，有
3 AA A ，故 1 A ． 

例 2.5.4  【2013（1，3）】设
1

1 0

a 
  
 

A ，
0 1

1 b

 
  
 

B ，问当 ,a b为何值时，存在矩阵C 使

得  AC CA B，并求出所有矩阵C ． 

解  由题意，设 1 2

3 4

x x

x x

 
  
 

C ，代入  AC CA B，整理有 

2 3 1 2 4

1 3 4 2 3

0 1

1

x ax ax x ax

x x x x ax b

       
        

， 

从而有 

2 3

1 2 4

1 3 4

2 3

0

1

1

x ax

ax x ax

x x x

x ax b

  
   
   
  

， 
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经整理为 

1 3 4

2 3

1x x x

x x

  
  

， 

令 3 1 4 2x c x c ， ，则其全部解为 

1 1 2

2 1

3 1

4 2

1x c c

x c

x c

x c

  
  
 
 

， 

其中 1 2c c， 为任意实数，因此 

1 2 1

1 2

1 c c c

c c

   
  
 

C ． 

例 2.5.5  【2015（3）】设矩阵

1 0

1 1

0 1

a

a

a

 
   
 
 

A ，且 3 A O ． 

（1）求 a的值． 

（2）若矩阵 X 满足 2 2   X XA AX AXA E ，其中 E 为3阶单位矩阵，求 X ． 

解 （1）因为 3 A O ，有 

2 3

1 0 0 1 0

0 1 1 1 1

0 1 1

a

a a a a

a a a

      


A ， 

解得 0a  ． 

（2）由 2 2   X XA AX AXA E ，整理有 
2 2( )   X XA A X XA E ， 

即  
2( ) ( )  E A X E A E ， 

从而  
1 2 1 2 1( ) ( ) ( )       X E A E A E A A ， 

经计算 

3 1 2

1 1 1

2 1 1

 
   
  

X ． 



 

 

第 3 章  矩阵的初等变换与线性方程组 

3.1  知 识 要 点 

3.1.1  矩阵的初等变换与初等矩阵 

对矩阵施以下列三种变换，称为矩阵的初等变换． 

（1）交换：交换矩阵的某两行（列）对应位置元素． 

（2）数乘：用一个非零数 k 乘矩阵的某一行（列）的所有元素． 

（3）倍加：将某一行（列）所有元素的 l 倍加到另一行（列）的对应元素上． 

若矩阵 A 经过有限次初等变换化为矩阵 B ，则称 A 与 B 等价，记作 A B ．任意一个矩

阵 ( )ij m na A 经过若干次初等变换后，可以化为形式为
m n

 
 
 

rE O

O O
的标准形． 

对单位矩阵 E 实施一次初等变换得到的矩阵，称为初等矩阵．分别记为 ( )ijE 、  ( )i kE 、

 ( )ij kE ，其中 ( )ijE 表示将单位矩阵中的第 ,i j 两行（或列）对换得到的初等矩阵；  ( )i kE 表

示将单位矩阵中的第 i 行（或列）乘以数 k （ 0k  ）得到的初等矩阵；  ( )ij kE 表示将单位矩

阵中的第 j 行乘以数 k （ 0k  ）加到 i 行或将单位矩阵中的第 i 列乘以数 k 加到 j 列得到的初

等矩阵． 

初等矩阵的性质如下： 

（1）初等矩阵均可逆，则其逆矩阵还是初等矩阵．且 

1( ) ( )ij ij E E ，  1 1
( )i k i

k
      

  
E E ，    1 ( ) ( )ij ijl l E E ． 

（2）设 ( )ij m na A ，对 A 施以某种初等行变换，等价于在 A 左侧乘以相应的m 阶初等矩

阵；对 A 施以某种初等列变换，等价于在 A 右侧乘以相应的 n阶初等矩阵． 
（3） A 可逆 1 2 s A P P P ，其中 iP ( 1,2, )i s  为初等矩阵． 

3.1.2  矩阵的秩 

设 ( )ij m na A ，在 A 中任取 k 行、 k 列（ min( , )k m n≤ ），位于这些行、列交叉点的 2k 个

元素保持相对位置不变组成一个 k 阶行列式，称为矩阵 A 的一个 k 阶子式． 
矩阵 A 中最高不为零的子式的阶数 r 为矩阵 A 的秩，记为秩 ( ) rA 或 ( )R A = r .当 A O

时，规定 ( ) 0R A ．若 n阶方阵 A 满足 ( )R A = n，则称 A 为满秩矩阵；若 ( )m nR m A ，则称

A 为行满秩矩阵；若 ( )m nR n A ，则称 A 为列满秩矩阵． 

矩阵秩的常用结论： 
（1）若 A 为m n 阶矩阵，则 0 ( ) min{ , }R m nA≤ ≤ ； 
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（2） T( ) ( ) ( )R R R  A A A ； 

（3）初等变换不改变矩阵的秩，即若 A B ，则有 ( ) ( )R RA B ； 

（4）设 n阶方阵 A ， A 为非奇异阵 A 0  ( )R A = n  A 满秩 A E ； 

（5）若 A 为m n 阶矩阵， P 为m 阶可逆矩阵，Q 为 n阶可逆矩阵，则 

( ) ( )R R PA AQ ( ) ( )R RPAQ A ； 

（6）max{ ( ), ( )} ( ) ( ) ( )R R R R RA B A B A B≤ ≤ ； 

（7） ( ) min{ ( ), ( )}R R RAB A B≤ ； 

（8）设 m n n k m k  A B O ，则 ( ) ( )R R nA B ≤ ； 

（9）设 A 为 n阶方阵，则

, ( )

( ) 1, ( ) 1

0, ( ) 1

n R n

R R n

R n




  
  

A

A A

A

． 

3.1.3  用初等变换求逆矩阵及解矩阵方程 

（1）用初等变换求逆矩阵． 

方法 1：用初等行变换． 

( )A E 初等行变换 1( )E A . 

方法 2：用初等列变换． 

 
 
 

A

E
初等行变换

1

 
 
 

E

A
. 

（2）解矩阵方程． 

设 A 为可逆的 n阶方阵，且满足矩阵方程 AX B，则 1X A B ，即有 

( )A B 初等行变换 1( )E A B . 

设 A 为可逆的 n阶方阵，且满足矩阵方程 XA B ，则 1X BA ，即有 

 
 
 

A

B
初等行变换

1

 
 
 

E

BA
． 

3.1.4  线性方程组解的判定定理 

设非齐次线性方程组为 m n A x b ，对应的齐次线性方程组为 m n  0A x ，则： 

（1） ( )R A = ( )R nA b  Ax b有唯一解； 

（2） ( )R A = ( )R nA b  Ax b有无穷多解； 

（3） ( )R A ( )R A b  Ax b无解； 

（4） ( )R nA   0Ax 只有零解； 

（5） ( )R nA   0Ax 有非零解． 
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3.2  典型例题分析 

3.2.1  题型一、矩阵的初等变换问题 

例 3.2.1  用初等变换将

1 0 3 1 2

1 3 0 1 1

0 1 7 2 9

2 1 1 3 0

 
   
 
 
 

A 化为标准型. 

解  利用矩阵的初等行变换，有 

A

1 0 3 1 2

0 3 3 0 3

0 1 7 2 9

0 1 5 1 4

 
 
 
 
 

  

1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 1 7 2 9

0 1 5 1 4

 
 
 
 
 

  

1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 0 6 2 8

0 0 6 1 5

 
 
 
 
 

  

 

            

1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 0 6 2 8

0 0 0 3 3

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0

0 1 1 0 1

0 0 6 2 8

0 0 0 1 1

 
 
 
 
 
 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

． 

例 3.2.2  设

0 0 1

1 0 0

0 1 0

 
   
 
 

P ，

1 0 0

0 1 0

1 0 1

 
   
 
 

Q ，矩阵 A 满足
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
   
 
 

PAQ ，试求

矩阵 A ． 

解  依题有 

1

0 1 0

0 0 1

1 0 0



 
   
 
 

P ， 1

1 0 0

0 1 0

1 0 1



 
   
  

Q ， 

从而 

11 12 13 11 12 13
1 1

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

 

      
             

             

A P Q ， 

由初等矩阵的性质可知，先将矩阵
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

的第一行与第二行、第三行依次交换，再将

第一列减去第三列即可得到矩阵 

21 23 22 23

31 33 32 33

11 13 12 13

a a a a

a a a a

a a a a

 
   
  

A ． 
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3.2.2  题型二、矩阵的秩的求解 

例 3.2.3  设

1 1 2 1 0

2 2 4 2 0

3 0 6 1 1

0 3 0 0 1

 
   
 
 
 

A ，求 ( )R A ，并求 A 的一个最高阶非零子式． 

解  利用矩阵的初等行变换，有 

1 1 2 1 0

0 0 0 4 0

0 3 0 4 1

0 3 0 0 1

 
  
 
 
 

A

1 1 2 1 0

0 3 0 0 1

0 3 0 4 1

0 0 0 4 0

 
 
 
 
 

 

1 1 2 1 0

0 3 0 0 1

0 0 0 4 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

， 

故 ( ) 3R A ；且 A 的一个最高阶非零子式为

2 4 2

0 6 1

3 0 0

 
 ． 

例 3.2.4  设 A 为m n 矩阵， B 为 n m 矩阵．则下列结论正确的是（    ）． 
（A）当m n 时， 0AB ；      （B）当m n 时， 0AB ； 

（C）当m n 时， 0AB ；       （D）当m n 时， 0AB ． 

解  当m n 时， ( ) ( )R R mAB B≤ ，而 AB 是一个m m 的矩阵，故 | | 0AB ，因此（A）

正确． 

例 3.2.5  设 A 为 4 3 矩阵，且 ( ) 2R A ，

1 2 3

0 5 0

1 0 4

 
   
  

B ，则 ( )R AB         ． 

解  由于 0B ，因此 B 可逆，故 ( ) ( ) 2R R AB A ． 

例 3.2.6  设

3

2 0 2

3 2 1

a b  
   
  

A ，

1 1

1 1 0

0 2 1

b a 
   
 
 

B ，已知  ( ) min ( ), ( )R R RAB A B ，求 ,a b

的值，以及 ( )R AB ． 

解  由 ( ) ( )R RAB A ，有 0A ， 0B ，即有 

3a b  ， 2 3a b   ， 

解得 1a  ， 2b  ．此时

1 3 2

2 6 4

1 3 2

   
   
 
 

AB ，因此 ( ) 1R AB ． 

例 3.2.7  设 A 为 n阶方阵，证明 ( ) 1R  A

1

2
1 2( , , , )n

n

a

a
b b b

a

 
 
 
 
 
 




A ，其中 1 2, , , na a a 及

1 2, , , nb b b 均不全为零．  
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证  由 ( ) 1R A ，因此存在可逆矩阵 P 、Q 使得
1 

  
 

O
PAQ

O O
，从而有 

1 11  
  

 

O
A P Q

O O
， 

设 1P 的第一列元素为 1 2, , , na a a ， 1Q 的第一行元素为 1 2, , , nb b b ，且 1 2, , , na a a 及

1 2, , , nb b b 均不全为零，则有 

1 1

1

0
(1, 0, ,0)

0

 

 
 
 
 
 
 




A P Q

1

2
1 2( , , , )n

n

a

a
b b b

a

 
 
 
 
 
 




． 

由

1

2
1 2( , , , )n

n

a

a
b b b

a

 
 
 
 
 
 




A ，有  1 2( ) ( , , , ) 1nR R b b b A ≤ ，再由 1 2, , , na a a 及 1 2, , , nb b b

均不全为零，因此 A 为非零矩阵，故 ( ) 1R A ． 

例 3.2.8  若 n阶方阵 A 满足 2 A E ，证明 ( ) ( )R R n   A E A E ． 

证  因为 2 A E ，所以 ( )( )  A E A E O ，则有 

( ) ( )R R n  A E A E ≤ ． 

另一方面，由于 ( ) ( ) 2   E A E A E ，从而 

( ) ( ) (2 )R R R n   A E E A E≥ ， 

所以 

( ) ( )R R n   A E A E ． 

3.2.3  题型三、利用初等变换求矩阵的逆矩阵 

例 3.2.9  设 A

1 4 3

2 5 4

1 3 2

 
 
 
   

，求 1A . 

解  由于 

        ( )A E 
1 4 3 1 0 0

2 5 4 0 1 0

1 3 2 0 0 1

 
 
 
   

2 1

3 1

2r r
r r



1 4 3 1 0 0

0 3 2 2 1 0

0 7 5 1 0 1

 
    
    

 

            3 22r r
1 4 3 1 0 0

0 3 2 2 1 0

0 1 1 3 2 1

 
    
    

3 2

2 ( 1)
r r
r

 

1 4 3 1 0 0

0 1 1 3 2 1

0 3 2 2 1 0
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3 23r r

1 4 3 1 0 0

0 1 1 3 2 1

0 0 1 11 7 3

 
   
  

2 3

1 33
r r
r r



1 4 0 34 21 9

0 1 0 8 5 2

0 0 1 11 7 3

 
  
   

 

            
1 24r r

1 0 0 2 1 1

0 1 0 8 5 2

0 0 1 11 7 3

 
  
   

， 

所以 1A =

2 1 1

8 5 2

11 7 3

 
  
   

． 

3.2.4  题型四、线性方程组的求解 

例 3.2.10  解非齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

2 1

2 2 0

2 1

x x x x

x x x x

x x x

   
    
    

． 

解  对增广矩阵做初等变换，有 

1 2 1 1 1 1 2 1 0 2 1 1 2 0 0 0

( ) 1 2 1 2 0 0 5 2 0 4 0 5 2 1 0 2

2 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

       
                 
           

A b ， 

从而 ( ) ( ) 3 4R R  A b A ，故方程组有无穷多解．上述矩阵对应的方程组为 

1 2

3 2

4

1

2
5

2
2

1

x x

x x

x

  

  




． 

因此方程组的全部解为 

                

1

2

3

4

1

2

5
2

2
1

x c

x c

x c

x

  




  

 

  （ c 为任意常数）． 

例 3.2.11  解齐次线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 0

3 2 3 0

3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

   
    
    

． 

解  对系数矩阵做初等变换： 

2 4 1 1

1 3 2 3

3 1 1 4

 
   
 
 

A 
1 3 2 3

0 2 1 1

0 0 0 0

 
  
 
 


1 1 0 1

0 2 1 1

0 0 0 0

 
  
 
 

， 
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由于 ( ) 2 4R  A  ，因此方程组有无穷多解．上述矩阵对应的方程组为 

1 2 4

3 2 42

x x x

x x x

  
  

， 

因此方程组的全部解为 

1 1 2

2 1

3 1 2

4 2

2

x c c

x c

x c c

x c

  
 
  
 

    （ 1 2,c c 为任意实数）． 

例 3.2.12  当取何值时，方程组

4 3

3 4 7

7 6

x y z x

x y z y

x y z z





  
   
   

有非零解？ 

解  原方程组等价于 

(4 ) 3 0

3 (4 ) 7 0

7 (6 ) 0

x y z

x y z

x y z






   
    
    

． 

上述齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是它的系数行列式 

4 3 1

3 4 7

1 7 6







  

 

2( 6 75) 0     ， 

从而当 0  或 3 2 21    时，方程组有非零解． 

例 3.2.13  设有非齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1

2

4 5 10 2

x x ax

x x x b

x x x

   
   
   

，讨论该方程组的解的情况． 

解  利用初等行变换，有  

1 2 1 2 11

( ) 1 1 2 0 1 2 1

4 5 10 2 0 0 4 3 3

a a

b a b

a b

     
          
       

A b

1 2 1

0 1 2 4 2

0 0 4 3 3

a

b

a b

  
    
   

 

              

1 2 4 3 2

0 1 2 4 2

0 0 4 3 3

b

b

a b

  
    
   

1 0 0 5 2

0 1 2 4 2

0 0 4 3 3

b

b

a b

 
    
   

， 

从而，当 4a   时， ( ) ( ) 3R R A A b ，方程组有唯一解 

1

2

3

5 2

6 6
4 2

4

3 3

4

x b

b
x b

a

b
x

a

  


     
 

 

． 
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当 4a   ， 1b  时， ( ) 2 ( ) 3R R  A A b ，方程组无解；  

当 4a   ， 1b  时， ( ) ( ) 2 3R R  A A b ，方程组有无穷多解． 此时 

1 0 0 3

( ) 0 1 2 2

0 0 0 0

 
   
 
 

A b ， 

方程组的解为 

1

2

3

3

2 2

x

x c

x c


   
 

  （ c 为任意实数）． 

例 3.2.14  设
1 2 3 4

5 6 7 8

 
  
 

A ，求一个 4 2 的矩阵 B ，使得 AB O ，且 ( ) 2R B ． 

解  利用初等行变换，有  

1 2 3 4

5 6 7 8

 
  
 

A
1 2 3 4

0 4 8 12

 
     

1 0 1 2

0 1 2 3

  
  

 
， 

设 B 的一个列向量为 T
1 2 3 4( , , , )x x x x ，则有 

1 3 4

2 3 4

2 0

2 3 0

x x x

x x x

  
   

， 

解得基础解系为

1

2

1

0

 
  
 
 
 

，

2

3

0

1

 
  
 
 
 

，故

1 2

2 3

1 0

0 1

 
   
 
 
 

B 满足条件． 

3.3  深 化 训 练 

3.3.1  填空题 

（1）【2007（2，3）】设矩阵

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

A ，则 3Α 的秩为        ． 

（2）设 n阶矩阵 A 与 B 等价，考虑命题： 
①行列式 | | | |A B ；② A B ；③矩阵 A 与 B 必有同阶不为零的子式；④若矩阵 A 不可

逆，则矩阵 B 一定不可逆．其中正确的个数为        ． 

（3）

2015 2016
0 0 1 1 2 3 1 0 0

0 1 0 4 5 6 0 0 1

1 0 0 7 8 9 0 1 0

    
         
    
    

        ． 
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（4）设

1 0 0

0 2 0

0 0 3

 
   
 
 

A ，

1 0

1 2 2

1 1 0

t 
   
 
 

B ，已知 * A XA B ，且 ( ) 2R X ，则 t          ． 

（5）设 A 为m n 矩阵，且 n m ，则 T AA          ． 

（6）已知方程组
1

2

3

1 2 1 1

2 3 2 3

1 2 0

x

a x

a x

    
         

        

无解，则 a          ． 

（7）设有齐次线性方程组  0Ax 和  0Bx ，其中 A 、 B 为m n 矩阵．考虑以下命题： 
① 若  0Ax 的解都是  0Bx 的解，则 ( ) ( )R RA B≥ ； 

② 若 ( ) ( )R RA B≥ ，则  0Ax 的解都是  0Bx 的解； 

③ 若  0Ax 与  0Bx 同解，则 ( ) ( )R RA B ； 

④ 若 ( ) ( )R RA B ，则  0Ax 与  0Bx 同解． 

其中正确的个数是           ． 

（8）设线性方程组
1 2 3

2 3

3

2 3 4

5 6 7

( 2) ( 1)( 2)

x x x

x x

k k x k k

  
  
    

，当        时，线性方程组有唯一解；当 

         时，线性方程组无解；当          时，线性方程组有无穷多解． 

3.3.2  单项选择题 

（1）【2004（3）】设 n阶方阵 Α与 B 等价，则必有（    ）． 
   （A）当 | | ( 0)a a A 时， | | aB ；    （B）当 | | ( 0)a a A 时， | | a B ；      

   （C）当 | | 0A 时， | | 0B ；           （D）当 | | 0A 时， | | 0B ．      

（2）设

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 

A ，

14 13 12 11

24 23 22 21

34 33 32 31

44 43 42 41

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 

B ， 1

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

 
 
 
 
 
 

P ， 2 P  

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

，其中 A 可逆，则 1 B （    ）． 

   （A） 1
1 2

A P P ；    （B） 1
1 2

P A P ； （C） 1
1 2

P P A ；    （D） 1
2 1

P A P ． 

（3）设 A 为m n 阶矩阵，则其秩 ( )R rA 的充分必要条件是（    ）． 

   （A） A 中有 r 阶子式不等于零；       （B） A 中所有 1r  阶子式全都等于零；    

   （C） A 中非零子式的最高阶数小于 1r  ； （D） A 中非零子式的最高阶数等于 r ． 

（4）设

1

1

1

1

k k k

k k k

k k k

k k k

 
 
 
 
 
 

A ，若 A 的伴随矩阵 *A 的秩为1，则 k （    ）． 
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   （A） 1 ；        （B）1；     （C）
1

3
；        （D）

1

3
 ． 

（5）已知

1 2 3

2 4

3 6 9

t

 
   
 
 

Q ，P 为 3 阶非零矩阵，且满足 PQ O ，则下列选项正确的是（    ）． 

   （A） 6t  时， P 的秩为 2；         （B） 6t  时， P 的秩为1；  

   （C） 6t  时， P 的秩为 2；         （D） 6t  时， P 的秩为1． 

（6）设 A 为m n 阶矩阵，齐次线性方程组  0Ax 仅有零解的充分必要条件是系数矩阵 A
的秩 ( )R A 满足（    ）． 

   （A）小于m ；      （B）小于 n；   （C）等于m ；    （D）等于 n． 

（7）设齐次线性方程组  0Ax 是非齐次线性方程组 Ax b的导出组，如果  0Ax 只有零

解，则 Ax b（    ）． 

   （A）必要无穷多解；           （B）必要唯一解；    

   （C）必定无解；               （D）选项 A、B、C 都不对． 

（8）设 A 为 m n 阶矩阵，方程组  0Ax 是非齐次线性方程组 Ax b 的导出组，如果

m n ，则下列结论成立的是（    ）． 

   （A） Ax b必要无穷多解；         （B） Ax b必要唯一解；     

   （C）  0Ax 必非零解；             （D）  0Ax 只有零解． 

（9）设 n元齐次线性方程组  0Ax 的系数矩阵 A 的秩为 r ，则  0Ax 有非零解的充分必

要条件为（    ）． 

   （A） r n ；       （B） r n ；     （C） r n≥ ；      （D） r n ． 
（10）设 A为m n 矩阵， ( )R rA ，对于方程组 Ax b，下列结论成立的是（    ）． 

   （A）当 r m 时， Ax b有解；        （B）当 r n 时， Ax b有解；            

   （C）当m n 时， Ax b有唯一解；    （D）当 r n 时， Ax b有无穷多解． 
（11）若矩阵 A 是 n阶方阵，且 | | 0A ，则线性方程组 Ax b（    ）． 

   （A）有无穷多解；           （B）有唯一解；    

   （C）无解；                 （D）可能无解，也可能有无穷多解．       

（12）设 A 是 n阶方阵，则以下选项错误的结论是（    ）． 
   （A）当 Ax b无解时， | | 0A ；    （B）当 Ax b有无穷多解时， | | 0A ；   

   （C）当 | | 0A 时， Ax b无解；    （D）当 Ax b有唯一解时， | | 0A ． 

（13）设 A 为m n 阶矩阵，矩阵 A 的秩 ( )R m n A ，下列论断中错误的是（    ）． 

   （A） T  0A x 只有零解；            （B） T  0A Ax 必有非零解；  

   （C） ,n  b R Ax b 总有无穷多解；  （D） T,n  b R A x b 总有唯一解． 

（14）设 A 为m n 阶矩阵， B 为 n m 阶矩阵，则下列选项正确的是（    ）． 

   （A）当 n m 时，方程组  0ABx 仅有零解； 

   （B）当m n 时，方程组  0ABx 仅有零解； 

   （C）当 n m 时，方程组  0ABx 必有非零解；  

   （D）当m n 时，方程组  0ABx 必有非零解． 
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（15）设 A 为 n 阶实矩阵，则对于线性方程组Ⅰ：  0Ax ；Ⅱ： T  0A Ax ，正确的结论

为（    ）． 

   （A）Ⅰ与Ⅱ同解；       

   （B）Ⅰ的解是Ⅱ的解，但Ⅱ的解不是Ⅰ的解； 

   （C）Ⅰ的解不是Ⅱ的解，但Ⅱ的解是Ⅰ的解； 

   （D）Ⅰ的解不是Ⅱ的解，Ⅱ的解也不是Ⅰ的解． 

3.3.3  用初等变换将

1 2 3 1 5

2 4 0 1 3

1 2 3 2 8

1 2 9 5 21

 
   
  
 

   

A 化为标准型． 

3.3.4  若 n阶矩阵 Α与 B 等价，且 | | 0A ，试证明 | | 0B ． 

3.3.5  设

2 2 3

1 1 0

1 2 1

 
   
  

A ，用初等变化法求 1A ． 

3.3.6  设

1 2 3 4

1 2 4 5

1 10 1 2

 
   
 
 

A ，求 ( )R A ，并求 Α的一个最高阶非零子式． 

3.3.7  设

1 1 1 3

3 2 16

2 3 0 1

3 1 2





  
   
 
 

 

A ，其中 、 为参数，求 Α的秩的最大值和最小值． 

3.3.8  设

1 3 4

3 2

2 6 3

k

 
   
 
 

A ，  
1

2 4 5 6

3

 
   
 
 

B ，若 ( ) 2R  A AB ，求 k ． 

3.3.9  求

1

1

1

1

a a a

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 





   


A 的秩． 

3.3.10  证明：秩为 r 的矩阵可以表示为 r 个秩为1的矩阵的和． 

3.3.11  证明：设 Α为 n阶方阵，则

, ( )

( ) 1, ( ) 1

0, ( ) 1

n R n

R R n

R n




  
  

A

A A

A

． 

3.3.12  设 Α为m n 矩阵，证明：方程 mAX E 有解的充分必要条件为 ( )R mA ． 

3.3.13  解方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1

2 1

2 5 5

x x x x

x x x x

x x x x

   
     
    

． 
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3.3.14  解方程组

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 7 0

2 3 4 5 0

3 5 6 8 0

x x x x x

x x x x

x x x x

    
    
    

． 

3.3.15  讨论方程组

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3

1 3 4

3

2 4 3 4

3 1

7 7 3 3

x x x

x x x x

x x λx

x x x

   
     
   
   

 中的未知参数 λ回答解的情况，并求解． 

3.3.16  当 a 与 b 为何值时，方程组

1 2 3 4

2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0

2 2 1

( 3) 2

3 2 1

x x x x

x x x

x a x x b

x x x ax

   
   
    
     

有唯一解？无解？有无穷多

解？当有无穷多解时，求出全部解． 

3.4  深化训练详解 

3.3.1  填空题 

（1）1．提示  由于 3

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

A ，因此 3Α 的秩为1． 

（2）2．提示  ③、④正确． 

（ 3）

7 8 9

4 5 6

1 2 3

 
 
 
 
 

．提示  由于

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 
 
 
 
 

的左右两侧的矩阵均为初等矩阵，因此

2015 2016
0 0 1 1 2 3 1 0 0

0 1 0 4 5 6 0 0 1

1 0 0 7 8 9 0 1 0

    
    
    
    
    

相当于对

1 2 3

4 5 6

7 8 9

 
 
 
 
 

实施初等变化． 

（4） 2 ．提示  由于 | | 0A ，故 *A 、 A 均可逆，因此 ( ) ( ) 2R R B X ，故 0B ，即

t  2 ． 

（5）0 ．提示 由于 ( ) ( ) min{ , }TR R m n nAA A≤ ≤ ，而 TAA 为m m 矩阵，故 T 0AA ． 

（6） 1a   ．提示  由于 

1 2 1 1 1 2 1 1

( ) 2 3 2 3 0 1 1

1 2 0 0 0 ( 3)( 1) 3

a a

a a a a

   
         
         

A b ， 

显然，当 3a  时，方程组有无穷多解； 1a   时，方程组无解． 

（7）2 个．提示：①、③正确． 

（8） 0 2k k 且 ； 0k  ； 2k  ． 
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3.3.2  单项选择题 
（1）（D）．提示  Α与 B 等价，则存在可逆矩阵 、P Q ，使得 PAQ B ，故 PAQ B ，

因此选项（D）正确． 

（2）（C）．提示  由于 2 1B AP P ，故   11 1
2 1 1 2

  B AP P P P A ． 

（3）（D）． 
（4）（D）．提示  *A 的秩为1，因此 Α的秩为 4 1 3  ，即 | | 0A ，若 1k  ，则 Α的秩

为1，因此当 1k  时， 3| | (1 3 )(1 )k k  A ，故
1

3
k   时， Α的秩为3． 

（5）（B）．提示 由 PQ O 有 ( ) ( ) 3R R P Q ； 6t  时，Q 的秩为 2 ，因此 P 的秩小于

等于1，又 P 为 3 阶非零矩阵，故 P 的秩为1． 

（6）（D）．（7）（D）．（8）（C）．（9）（B）． 
（10）（A）．提示  因为当 r m 时， ( ) ( ) min{ , }m R R m n n A A b ≤ ≤ ； 

（11）（D）．提示  虽然 ( )R nA ，但是 ( )R A 与 ( )R A b 不一定相等．  

（12）（C）．（13）（D）． 
（14）（D）．提示：  ( ) min ( ), ( ) min{ , }R R R m nAB A B≤ ≤ ，当 m n 时， ( )R mAB ，

 0ABx 必有非零解．     

（15）（A）．提示  设 0x 是Ⅰ的解，即 0  0Ax ，因此 T
0  0A Ax ，故Ⅰ的解是Ⅱ的解； 

设 1x 是Ⅱ的解，即 T
1  0A Ax ，因此 T T

1 1  0x A Ax ，所以 1  0Ax ，故Ⅱ的解也是Ⅰ的解． 

3.3.3  

1 2 3 1 5

0 0 6 3 13

0 0 6 3 13

0 0 12 6 26

 
    
 
 

   

A

1 3 2 1 5

0 6 0 3 13

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
    
 
 
 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

． 

3.3.4  由于 Α与 B 等价，所以 ( )R A = ( )R B ；而 | | 0A ，从而 ( )R nA ，故 ( )R nB ，所

以有 | | 0B ． 

3.3.5   

2 2 3 1 0 0

( ) 1 1 0 0 1 0

1 2 1 0 0 1

 
   
  

A E

1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

0 0 1 1 6 4

 
   
  

1 0 0 1 4 3

0 1 0 1 5 3

0 0 1 1 6 4

  
    
  

， 

故 1

1 4 3

1 5 3

1 6 4



  
    
  

A ． 

3.3.6  

1 2 3 4

0 4 1 1

0 8 2 2

 
   
   

A

1 2 3 4

0 4 1 1

0 0 0 0

 
   
 
 

，故 ( ) 2R A ；Α的一个最高阶非零子式

为
1 2

1 2
． 
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3.3.7  

1 1 1 3

0 1 3 7

0 1 2 7

0 3 2 7





  
   
  
 

  

A

1 3 1 3

0 7 3 1

0 7 2 1

0 7 2 3





  
   
  
 

  
 

        

1 3 1 3

0 7 2 1

0 7 5 1

0 7 2 3




  
   
  
 

  

1 3 1 3

0 7 2 1

0 0 3 0

0 0 0 4




  
   
 
 

 

， 

故 5, 4    时， Α的秩的最小值是 2； 5, 4    时， Α的秩的最大值是 4． 

3.3.8  由于 ( )  A AB A E B ，而 

4 5 6 5 5 6

8 10 12 8 11 12

12 15 18 12 15 19

   
         
   
   

E B E ， 

因此 | | 0 E B ，故 E B 可逆．故 

 2 ( ) ( ) ( )R R R    A AB A E B A ， 

又因为 

1 3 4

3 2

2 6 3

k

 
   
 
 

A

1 3 4

0 9 10

0 0 5

k

 
    
  

， 

故 9k  ． 

3.3.9  由题意 

A   11 ( 1) (1 )nn a a     ， 

故
1

1
a

n
 


且 1a  时， 0A ，因此 ( )R nA ；当 1a  时， 

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

A




   


， 

从而 ( ) 1R A ．当
1

1
a

n
 


时， 

0 0 0 0

1

1

1

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
 
 

A





   


0 0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

a a

a a

a a

 
  
  
 
 
  





   


， 

故 ( ) 1R n A ． 
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3.3.10  设 ( )R rA ，因此存在可逆矩阵 P 、Q ，使得
 

  
 

rE O
PAQ

O O
，从而有 

1 1  
  

 
rE O

A P Q
O O

， 

而 

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

r

 
                                        
 

rE O

O O


 

       
   


         

       
 

个

， 

因此 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

     

 
                                   
 

 
       
   


         

       
 

A P Q P Q P Q ， 

即 Α表示为 r 个秩为1的矩阵的和． 

3.3.11  由于 *  *AA A A A E ，因此有以下结论． 

（1）若 ( )R nA ，则 0A ，因此 * 0A ，故 *( )R nA ． 

（2）若 ( ) 1R n A ，则 0A ，因此 * AA O ．由于 *( ) ( )R R nA A ≤ ，因此 *( ) 1R A ≤ ．再

由 ( ) 1R n A 知 Α中至少存在一个 1n  阶非零子式，因此 *A 中至少存在一个非零元素，故
*( ) 1R A ． 

（3）若 ( ) 1R n A ， Α中所有 1n  阶子式均为零，因此 * A O ，故 *( ) 0R A ． 

3.3.12  必要性 方程 AX E 有解，而 

( ) ( ) ( )m R R R m E AX A≤ ≤ ， 

故 ( )R mA ． 

充分性  因为 ( )R mA ，故存在m 阶可逆阵 P 和 n阶可逆阵Q 使得   mPAQ E O ， 

因此 

 1 mAQ P E O ． 

进而 

 1   
    

   
m m

m

E E
AQ P P E O P E

O O
， 

故
 

  
 0

mE
X Q P 为方程 mAX E 的解． 
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3.3.13  利用初等行变换，有 

1 2 1 1 1

( ) 1 2 1 1 1

1 2 1 5 5

 
     
  

A b

1 2 1 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
   
 
 

1 2 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
   
 
 

， 

因为 ( ) ( ) 2 4R R  A b A ，所以方程组有无穷多解，上述矩阵对应的的方程组为 

1 2 3

4

2 0

1

x x x

x

  
 

， 

解得方程组的解为 

1 1 2

2 1

3 2

4

2

1

x c c

x c

x c

x

 
 
 
 

   （ 1 2,c c 为任意常数）． 

3.3.14  利用矩阵的初等行变换，有

 
1 1 2 2 7

2 3 4 5 0

3 5 6 8 0

 
   
 
 

A

1 0 2 1 21

0 1 0 1 14

0 0 0 0 7

 
   
 
 

1 0 2 1 0

0 1 0 1 0

0 0 0 0 1

 
   
 
 

， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4

2 4

5

2 0

0

0

x x x

x x

x

  
  
 

， 

方程组的解为 

1 1 2

2 2

3 1

4 2

5

2

0.

x c c

x c

x c

x c

x

  
   
 
 

   （其中 1 2,c c 为任意常数）． 

3.3.15  利用矩阵的初等行变换，有 

1 0 1 1 3

2 1 4 3 4
( )

3 1 0 1

7 0 7 3 3



  
    
 
 

 

A b

1 0 1 1 3

0 1 2 1 2

0 1 3 3 10

0 0 0 4 24



  
   
 
 
 

1 0 1 1 3

0 1 2 1 2

0 0 1 0 0

0 0 0 1 6



  
   
 
 
 

， 

当 1  时，方程组有唯一解 

1

2

3

4

3

8

0

6

x

x

x

x


  
 
 

， 
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当 1  时，由于 

1 0 1 1 3

0 1 2 1 2
( )

0 0 0 0 0

0 0 0 1 6

  
   
 
 
 

A b

1 0 1 0 3

0 1 2 0 8

0 0 0 1 6

0 0 0 0 0

 
   
 
 
 

， 

此时 ( ) ( ) 3 4R R  A b A ，故方程组有无穷多解．上述矩阵对应的方程组为 

1 3

2 3

4

3

8 2

6

x x

x x

x

 
   
 

． 

因此方程组的所有解为 

1

2

3

4

3

8 2

6

x c

x c

x c

x

 
   
 
 

   （ c 为任意实数）． 

3.3.16  利用矩阵的初等行变换，有 

1 1 1 1 0

0 1 2 2 1
( )

0 1 3 2

3 2 1 1

a b

a

 
 
 
   
 

 

A b 

1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

a b

a

 
 
 
  
 

 

． 

当 1a  时， ( )R A ＝ ( )R A b ＝ 4，方程组有唯一解． 

当 1a  ， 1b   时， ( )R A ＝2， ( )R A b ＝3，方程组无解． 

当 1a  ， 1b   时， ( )R A = ( ) 2 4R  A b ，方程组有无穷多解，此时 

1 1 1 1 0 1 0 1 1 1

0 1 2 2 1 0 1 2 2 1
( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

     
   
    
   
   
   

A b ， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4

2 3 4

1

1 2 2

x x x

x x x

   


  
， 

故方程组的全部解为 

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

1

1 2 2

x c c

x c c

x c

x c

   
   
 
 

   （ 1 2,c c 为任意实数）． 



第 3 章  矩阵的初等变换与线性方程组 ·73·

3.5  综合提高训练 

例 3.5.1  【2011（1，2，3）】设 Α为 3 阶矩阵，将 Α的第 2 列加到第 1 列得到矩阵 B，

再交换 B 的第 2 行和第 3 行得到单位矩阵，记 1

1 0 0

1 1 0

0 0 1

 
   
 
 

P ， 2

1 0 0

0 0 1

0 1 0

 
   
 
 

P ，则 Α （    ）． 

（A） 1 2P P ；       （B） 1
1 2
P P ；       （C） 2 1P P ；        （D） 1

2 1
P P ． 

解  将 Α的第 2 列加到第 1 列得到矩阵 B，即 

1 AP B ， 1
1
A BP ， 

交换 B 的第 2 行和第 3 行得到单位矩阵，即 

2 P B E ， 1
2 2
 B P P ， 

故 1
2 1

A P P ，选项（D）正确． 

例 3.5.2  【2006（1，2，3）】设 Α为3阶矩阵，将 Α的第 2行加到第1行得到矩阵 B，再

交换 B 的第1列的 1 倍加到第 2列得到C ，记

1 1 0

0 1 0

0 0 1

 
   
 
 

P ，则（    ）正确．  

（A） 1C P AP ；

   

（B） 1C PAP ；    （C） TC P AP ；  （D） TC PAP ． 

解  由已知有 B PA ，由于 1

1 1 0

0 1 0

0 0 1



 
   
 
 

P ，因此 1C BP ，故 1C PAP ，则（B）

正确． 
例 3.5.3  【2005（1，2）】设 Α为 n阶可逆矩阵，交换 Α的第1行与第 2行得到矩阵 B， *Α 、

*B ，分别为 Α、B 伴随矩阵，则（    ）正确． 

（A）交换 *Α 的第1列与第 2列得到矩阵 *B ；  

（B）交换 *Α 的第1行与第 2行得到矩阵 *B ； 

（C）交换 *Α 的第1列与第 2列得到矩阵 *B ； 

（D）交换 *Α 的第1行与第 2行得到矩阵 *B ． 

解  设 P 是交换单位矩阵 E 的第1、 2行所得到的初等矩阵，则 B PA ，从而可得到 
1 1 1 1( )    B PA A P ， 

进而 
* 1 1 1       *B B B A A P A P ， 

故（C）正确． 

例 3.5.4  【2004（1，2）】设 Α为3阶矩阵，将 Α的第1列与第 2列交换得到矩阵 B，再

把 B 的第 2列加到第3列得到C ，则满足 AQ C 的可逆矩阵Q 为（    ）． 

（A）

0 1 0

1 0 0

1 0 1

 
 
 
 
 

；  （B）

0 1 0

1 0 1

0 0 1

 
 
 
 
 

；   （C）

0 1 0

1 0 0

0 1 1

 
 
 
 
 

；    （D）

0 1 1

1 0 0

0 0 1

 
 
 
 
 

． 

解  令 A E ，则 Q C ．故（D）正确． 
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例 3.5.5  【2004（1）】设 Α为m n 矩阵，B 为 n m 矩阵，E 为m 阶单位矩阵．若 AB E ，

则（    ）正确． 
（A）秩 ( )R mA ，秩 ( )R mB ；     （B）秩 ( )R mA ，秩 ( )R nB ； 

（C）秩 ( )R nA ，秩 ( )R mB ；       （D）秩 ( )R nA ，秩 ( )R nB ． 

解法 1  由于 

( ) min{ , }R m n mA ≤ ≤ ， ( ) min{ , }R m n mΒ ≤ ≤ ， 

由 AB E 可知， 

( ) ( ) min{ ( ), ( )}m R R R R E AB A B≤ ， 

即 ( )R mA ≥ ， ( )R mB ≥ ．因此 ( )R mA ， ( )R mB ，故（A）正确． 

解法 2  令 

2m  ， 3n  ，
1 0 0

0 1 0

 
  
 

A ，

1 0

0 1

0 0

 
   
 
 

B ， 

则 AB E 满足已知条件．而 ( ) 2R A ， ( ) 2R B ，故（A）正确． 

例 3.5.6  【2012（3）】设 Α为3阶矩阵， 3A ， Α 为 Α伴随矩阵，若将 Α的第1行与

第 2行交换得到矩阵 B ，则  BA         ． 

解法 1  由行列式的性质可知 3   B A ，而
2

9  A A ，故 27  BA ． 

解法 2  记

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 
   
 
 

P ，则 1 P ，且 B PA，故 

3
27     BA PAA A P A P ． 

例 3.5.7  【2016（2）】矩阵

1 1

1 1

1 1

a

a

a

  
    
   

A 与

1 1 0

0 1 1

1 0 1

 
   
 
 

B 等价，则 a          ． 

解  由 Α与 B 等价，有 ( ) ( )R RΑ B ，而 ( ) 2R B ，故 ( ) 2R A ，再由 

1 1

0 1 1

0 0 ( 2)( 1)

a

a a

a a

  
     
   

A ， 

因此 2a  ． 

例 3.5.11  【2016（1）】设矩阵

1 1 1

2 1

1 1

a

a

  
   
  

A ，

2 2

1

1 2

a

a

 
   
    

B ，当 a为何值时，

方程组 AX B无解、有唯一解、有无穷多解？在有解时，求此方程组的解． 

解  由矩阵的初等行变换有 
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1 1 1 2 2

( ) 2 1 1

1 1 1 2

a a

a a

  
   
     

A B

1 1 1 2 2

0 2 3 3 4

0 0 1 1 0

a a

a a

  
     
    

， 

当 2a   时，方程组 AX B无解． 

当 2a   且 1a  时，方程组 AX B有唯一解，此时 

1 1 1 2 2

( ) 0 2 3 3 4

0 0 1 1 0

a a

  
     
  

A B

3
1 0 0 1

2
4

0 1 0 0
2

0 0 1 1 0

a

a
a

a

 
  

   
 
  
 

， 

因此方程组的解为

3
1

2
4

0
2

1 0

a

a
a

a

 
  

   
 
  
 

X ． 

当 1a  时，方程组 AX B有无穷多解，此时 

1 1 1 2 2

( ) 0 3 3 3 3

0 0 0 0 0

  
    
 
 

A B

1 0 0 1 1

0 1 1 1 1

0 0 0 0 0

 
    
 
 

， 

因此方程组的解为 1 2

1 2

1 1

1 1c c

c c

 
      
 
 

X   （ 1 2,c c 为任意实数）． 

 



 

 

 

第 4 章  向量组的线性相关性 

4.1  知 识 要 点 

4.1.1  向量的线性组合（线性表示） 

给定向量组 1 2, , , sα α α 和向量 β ，若存在一组数 1 2, , , sk k k 使得 

1 1 2 2 s sk k k= + + +β α α α ， 

则称向量 β 可由向量组 1 2, , , sα α α 线性表示，或称向量 β 是向量组 1 2, , , sα α α 的线性组合． 

向量 β 可由向量组 1 2, , , sα α α 线性表示 ⇔ 线性方程组 1 1 2 2 s sx x x+ + +α α α = β 有解

⇔ 1 2 1 2( , , , ) ( , , , , )s sR R=α α α α α α β ． 

设两个向量组 A ： 1 2, , , sα α α ，B ： 1 2, , , tβ β β ，若 B 中的每个向量 iβ ( )1,2, ,i t= 都可

由向量组 A 中的 1 2, , , sα α α 线性表示，则称向量组 B 可由向量组 A 线性表示；若向量组 A 与

向量组 B 可以相互线性表示，则称这两个向量组等价． 
向量组 B ： 1 2, , , tβ β β 能由向量组 A ： 1 2, , , sα α α 线性表示可以写成 

1 2( , , , )tβ β β = 1 2( , , , )sα α α

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

k k k

k k k

k k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

其中，矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

t

t

s s st

k k k

k k k

k k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

为线性表示的系数矩阵． 

4.1.2  向量组的线性相关性 

（1）向量组线性相关的概念 
设 1 2, , , mα α α 为一个 n维向量组，若存在一组不全为零的数 1 2 mk k k， ， ， 使得 

1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0 ， 

成立，则称向量组 1 2, , , mα α α 线性相关；否则称向量组 1 2, , , mα α α 线性无关． 

1 2, , , mα α α 线性相关⇔齐次线性方程组 1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0 有非零解 

⇔ 1 2( , , , )mR m<α α α ． 

1 2, , , mα α α 线性无关⇔齐次线性方程组 1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0 只有零解 

⇔ 1 2( , , , )mR m=α α α ． 
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特别地，若 1 2, , , nα α α 为一个 n 维向量组，则 1 2, , , nα α α 线性相关⇔ 0=A ； 1 2, , , nα α α

线性无关⇔ 0≠A ． 

对于 n维向量组 1 2, , , mα α α ，若m n> ，则其必线性相关． 

（2）向量组线性相关性的几个结论 
1）设 1 2, , , mα α α ( 2)m≥ 为一个 n维向量组，向量组 1 2, , , mα α α 线性相关⇔存在着一个

向量 iα 可由其余向量线性表示． 

2）设向量组 1 2, , , mα α α 线性无关，而 1 2, , , mα α α ， β 线性相关，则 β 可由向量组

1 2, , , mα α α 线性表示，且表示方法唯一． 

3）若向量组 1 2, , , mα α α 存在部分组
1 2
, , ,

ri i iα α α 线性相关，则向量组 1 2, , , mα α α 线性相

关；反之，若向量组线性无关，则它的任何部分组也线性无关．  
4）设向量组 1 2, , , kβ β β 可由向量组 1 2, , , sα α α 线性表示，若 k s> ，则向量组 1 2, , , kβ β β

线性相关；反之，若向量组 1 2, , , kβ β β 线性无关，则 k s≤ ． 

特别地，若两个线性无关的向量组等价，则它们所含向量的个数必相等． 

4.1.3  向量组的极大线性无关组的定义与性质 

（1）极大线性无关组的定义 

向量组的极大线性无关组有以下两个等价的定义形式. 
定义 1  若向量组 1 2, , , sα α α 中的 r 个向量

1 2
, , ,

ri i iα α α 满足 

1）向量组
1 2
, , ,

ri i iα α α 线性无关， 

2）向量组 1 2, , , sα α α 中任意 r+1 个向量（如果存在）线性相关，则称向量组
1 2
, , ,

ri i iα α α

是向量组 1 2, , , sα α α 的一个极大线性无关组． 

定义 2  若向量组 1 2, , , sα α α 中的 r 个向量
1 2
, , ,

ri i iα α α 满足 

1）向量组
1 2
, , ,

ri i iα α α 线性无关， 

2）向量组 1 2, , , sα α α 中任意一个向量都可被
1 2
, , ,

ri i iα α α 线性表示，则称向量组
1 2
, , ,

ri i iα α α

是向量组 1 2, , , sα α α 的一个极大线性无关组．  

（2）极大线性无关组的性质 

1）向量组与它的极大线性无关组等价． 

2）一般的，向量组的极大线性无关组并不唯一，但不同的极大线性无关组所含的向量的

个数相等． 

（3）向量组的秩 
向量组 1 2, , , sα α α 的极大线性无关组所含向量的个数称为该向量组的秩，记作

1 2( , , , )sR α α α ． 

4.1.4  线性方程组解的结构 

（1）齐次线性方程组解的结构 

齐次线性方程组 =Ax 0 的解集的最大线性无关组称为 =Ax 0 的基础解系．  
若齐次线性方程组 m n× =A x 0 系数矩阵的秩 ( )R r n= <A ，则该方程组存在基础解系，且每

个基础解系所含解向量的个数均为 n r− ． 
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若已知 1 2, , n r−η η η 是齐次线性方程组 m n× =A x 0 的一个基础解系，则齐次线性方程组

m n× =A x 0 的全部解可表示为 

1 1 2 2 n r n rc c c − −= + + +x η η η ， 

其中 1 2, , , n rc c c − 为任意实数，上式称为齐次线性方程组 m n× =A x 0 的通解． 

（2）非齐次线性方程组解的结构 

对于非齐次线性方程组 =Ax b ，称 =Ax 0 为 =Ax b 对应的齐次线性方程组（也称为导

出组）． 
设η是非齐次线性方程组 =Ax b 的一个解（特解）， 1 2, , n r−η η η 是其导出组 =Ax 0 的一个

基础解系，则 =Ax b 的全部解可表示为 

1 1 2 2 n r n rc c c − −= + + + +x η η η η ， 

其中， 1 2, , , n rc c c − 为任意实数，上式称为非齐次线性方程组 =Ax b 的通解． 

4.1.5  向量空间的概念与性质 

（1）向量空间 

设V 是实数域R 上n维向量组成的非空集合，若集合V 对向量的加法及数乘运算封闭，即 
1）若 , ∈α β V ，则 + ∈α β V ， 

2）若 , k∈ ∈α V R ，则 k ∈α V ，则称V 是数域R 上的一个向量空间． 

特别地，实数域R 上的全体 n维向量组成的向量空间记为 nR ，即 

{ }T
1 2( , , , ) | , 1,2, ,n

n ia a a a i n= ∈ =R R ． 

若 1 2,V V 都是向量空间，且 1 2⊆V V ，则称 1V 是 2V 的子空间． 

（2）空间的基与维数 
设V 是数域R 上的一个向量空间，若有 r 个向量 1 2, , , r ∈α α α V ，且满足 

1） 1 2, , , rα α α 线性无关， 

2）V 中任意一个向量都可以被 1 2, , , rα α α 线性表示，则称向量组 1 2, , , rα α α 是向量空

间V 中的一个基， r 称为向量空间V 的维数，记作 dimV ，即 dim r=V ． 

（3）向量的坐标 
设 1 2, , , rα α α 是向量空间V 中的一个基，V 中的向量α由 1 2, , , rα α α 表示为 

1 1 2 2 r rx x x= + + +α α α α ， 

则称数组 1 2, , , rx x x 为向量α在基 1 2, , , rα α α 下的坐标．向量在一个基下的坐标是唯一的． 

（4）基变换公式与坐标变换公式 

设空间 rR 中两个基分别为 1 2, , , rα α α 和 1 2, , , rβ β β ，并且有 

1 2( , , , )rβ β β 1 2( , , , )r= α α α P ， 

称 P 为从基 1 2, , , rα α α 到基 1 2, , , rβ β β 的过渡矩阵．对于 rR 中的向量 α ，若 α 在基

1 2, , , rα α α 下的坐标为 1 2, , , rx x x ，在基 1 2, , , rβ β β 下的坐标为 1 2, , , ry y y ，则有 
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1

2

r

y

y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

21

r

x

x

x

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ，或

1

2

r

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

r

y

y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ． 

4.2  典型例题分析 

4.2.1  题型一、向量线性表示的相关问题 

例 4.2.1  设向量组 (0, 0, 0,1)=β ， 1 (1,1, 0,1)=α ， 2 (2,1, 3,1)=α ， 3 (1,1, 0, 0)=α ，判断 β

是否可由 1 2 3, ,α α α 线性表示？如果可以，写出其表达式． 

解  利用矩阵的初等行变有 

T T T T
1 2 3( , , , )α α α β

1 2 1 0

1 1 1 0

0 3 0 0

1 1 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 1 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

从而 
T T T T T T T
1 2 3 1 2 3, , , , ,( ) ( )R R=α α α β α α α ， 

因此 β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，并且 1 3= −β α α ． 

例 4.2.2  设向量组 1 2 3

2 1 1

2 , 1 , 1 , 0

10 5 4

a

c

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α β ，试问当 a、c 为何值时： 

（1） β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，且表示法唯一；  

（2） β 不可由 1 2 3, ,α α α 线性表示； 

（3） β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，但表示法不唯一． 

解  利用矩阵的初等行变换有 

1 2 3

2 1 1

( , , , ) 2 1 1 0

10 5 4

a

c

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α β

2 1 1 0

0 2 1 1
2 2

0 0 1

a a

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟→ − − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

（1）当 4a ≠ − 时， 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , ) 3R R= =α α α β α α α ，因此 β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，且表

示法唯一； 

（2）当 4a = − ， 1c ≠ − 时，有 

1 2 3

2 1 0 1

( , , , ) 0 0 1 1

0 0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α β ， 
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由于 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , )R R≠α α α β α α α ，因此 β 不可由 1 2 3, ,α α α 线性表示； 

（3）当 4a = − ， 1c = − 时，有 

1 2 3

2 1 0 1

( , , , ) 0 0 1 1

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α β ， 

由于 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , ) 2 3R R= = <α α α β α α α ，因此 β 可由 1α , 2α , 3α 线性表示，且表示法不是唯一

的． 

例 4.2.3  设两个向量组 
T T T

1 2 3: (3, 4, 8) , (2, 2, 5) , (0, 2,1)= = =A α α α ； T T
1 2: (1, 2, 3) , (1, 0, 2)= =B β β  

证明向量组 A 与向量组 B 等价． 

证  利用矩阵的初等行变换有 

( )1 2 1 2 3

1 1 3 2 0

, , , , 2 0 4 2 2

3 2 8 5 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β α α α

1 0 2 1 1

0 1 1 1 1

0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故 

1 1 22= +α β β ， 2 1 2= +α β β ， 3 1 2= −α β β ， 

反之可得 

1 2 3

1 1

2 2
= +β α α ， 2 2 3

1 1

2 2
= −β α α ， 

所以向量组 A 与向量组 B 等价． 

4.2.2  题型二、向量组的线性相关性问题 

例 4.2.4  设 1α =

1

1

1

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2α =

0

2

5

7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3α =

1

3

6

10

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，判断 1 2 3, ,α α α 是否线性相关． 

解  利用矩阵的初等行变换有 

1 2 3( , , ) =α α α

1 0 1

1 2 3

1 5 6

3 7 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→

1 0 1

0 2 2

0 5 5

0 7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→

1 0 1

0 1 1

0 0 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

从而 1 2 3( , , ) 2 3R = <α α α ，所以 1 2 3, ,α α α 线性相关． 

例 4.2.5  设 T
1 (3,1,1)=α ， T

2 (1, 1, 4)= −α ， T
2 (0, 5, 2)=α ，判断 1 2 3, ,α α α 的线性相关性． 

解  因为 

1 2 3

3 1 0

, , 1 1 5 63 0

1 4 2

= − = − ≠α α α ， 
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所以 1 2 3, ,α α α 线性无关． 

例 4.2.6  设向量组 1α =

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2α =

1

2

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3α =

1

3

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，讨论当 t 为何值时： 

（1） 1 2 3, ,α α α 线性相关；（2） 1 2 3, ,α α α 线性无关． 

解  由于 

1 2 3( , , ) =α α α

1 1 1 1 1 1

1 2 3 0 1 2

1 3 0 0 5t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

（1） 5t = 时， ( )1 2 3, , 2 3R = <α α α ，因此 1 2 3, ,α α α 线性相关．由于 

1 2 3( , , )α α α

1 1 1 1 0 1

0 1 2 0 1 2

0 0 0 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

故 3 1 22= − +α α α ． 

（2） 5t ≠ 时，由于 1 2 3( , , ) 3R =α α α ，因此 1 2 3, ,α α α 线性无关． 

例 4.2.7  设向量组 1 2 3, ,α α α 线性相关，向量组 2 3 4, ,α α α 线性无关，证明： 

（1） 1α 可被 2 3,α α 线性表示；（2） 4α 不能被 1 2 3, ,α α α 线性表示． 

证 （1）由向量组 2 3 4, ,α α α 线性无关，则它的部分组 2 3,α α 线性无关，而向量组 1 2 3, ,α α α

线性相关，则 1α 可被 2 3,α α 线性表示． 

（2）反证法．假设 4α 能被 1 2 3, ,α α α 线性表示，且有 

4 1 1 2 2 3 3k k k= + +α α α α ， 

再由（1）有 1α 可被 2 3,α α 线性表示，不妨设 1 1 2 2 3x x= +α α α ，代入上式有 

4 1 1 2 2 1 2 3 3) ( )k x k k x k= + + +α α α（ ， 

即 4α 能被 2 3,α α 线性表示，这与向量组 2 3 4, ,α α α 线性无关矛盾，因此原命题成立． 

例 4.2.8  设 1 2, , , ra a a 是一组互不相同的数，令向量 1 T(1, , , )n
i i ia a −=α ， 1, 2, ,i r= ．证

明：若 r n< ，则向量组 1 2, , , rα α α 线性无关． 

证  依题意 

1 2
1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

( , , , ) r
r

n n n
r

a a a

a a a− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

再因为 1 2, , , ra a a 互不相同及 r n< ，根据范德蒙德行列式有 ( )1 2, , , rα α α 存在 r 阶非零子式

（前 r 行、对应行列式），因此 1 2( , , , )rR r=α α α ，故 1 2, , , rα α α 线性无关． 

例 4.2.9  设向量组 1 2, , , rα α α 线性无关，向量 1β 可由它线性表示，向量 2β 不能由它线性

表示．证明：向量组 1 2 1 2, , , ,r l +α α α β β 线性无关，其中 l 为某个实数． 

证  设存在 1 2, , , ,rk k k k 使得 
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1 1 2 2 1 2( )r rk k k k l+ + + + + =α α α β β 0 ， 

若 0k ≠ ，则有 2β 可由 1 2 1, , , ,rα α α β 线性表示，因为 1β 可由 1 2, , , rα α α 线性表示，从而 2β 可

由 1 2, , , rα α α 线性表示，这与已知矛盾．因此 0k = ，进而有 

1 1 2 2 r rk k k+ + + =α α α 0 ， 

再由于 1 2, , , rα α α 线性无关，有 

1 2 0rk k k= = = = ． 

因此 1 2, , , rα α α ， 1 2l +β β 线性无关． 

4.2.3  题型三、极大线性无关组及秩的求解 

例 4.2.10  求矩阵

2 1 1 1 2

1 1 2 1 4

4 6 2 2 4

3 6 9 7 9

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

A 的列向量组的一个极大线性无关组，并将其余

的向量用所求的极大线性无关组线性表示． 

解  对 A 进行初行变换有 

1 1 2 1 4

0 1 1 1 0

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

1 0 1 0 4

0 1 1 0 3

0 0 0 1 3

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故 ( ) 3R =A ，记 ( )1 2 3 4 5, , , ,=A α α α α α ，则 1 2 4, ,α α α 为极大线性无关组，并且有 

3 1 2= − −α α α ， 5 1 2 44 3 3= + −α α α α ． 

例 4.2.11  求向量组 T
1 (1, 2, 3)=α ， T

2 (2, 6, 6)=α ， T
3 (1, 0, 3)=α ， T

4 (3, 2, 9)=α 的一个极

大线性无关组，并将其余向量用该向量组线性表示． 

解  由题意并结合初等变换有 

1 2 3 4( , , , )α α α α =

1 2 1 3

2 6 0 2

3 6 3 9

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→
1 2 1 3

0 2 2 4

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→
1 0 3 7

0 1 1 2

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故 1 2 3 4( , , , ) 2R =α α α α ，取 1 2,α α 为极大线性无关组，进而 

3 1 23= −α α α ， 4 1 27 2= −α α α ． 

例 4.2.12  设有向量组 

1 2 3

1 3 9

2 , 0 , 6

3 1 7

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α ， 1 2 3

0

1 , 2 , 1

1 1 0

a b⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β ， 

若 3β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，且 1 2 3, ,α α α 与 1 2 3, ,β β β 有相同的秩，求 ,a b 的值． 

解  利用矩阵的初等行变换，有 
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1 2 3 3

1 3 9 1 3 9

( , , , ) 2 0 6 1 0 6 12 1 2

3 1 7 0 0 0 0 (5 ) 3

b b

b

b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α β ， 

由于 3β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，从而 1 2 3 3 1 2 3( , , , ) ( , , ) 2R R= =α α α β α α α ，因此 5b = . 

并且此时，再由 

1 2 3

0 5 1 2 1

( , , ) 1 2 1 0 3 1

1 1 0 0 15 0

a

a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β ， 

易得 15a = ． 

例 4.2.13  设三维向量组 1 2 3 1 2

1 1 1 1 0

2 , 1 , 1 , 0 , 1

1 2 0 a b

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α β β ，已知向量组

1 2 3, ,α α α 与向量组 1 2,β β 等价． 

（1）求未知参数 ,a b 的值.  

（2）求向量组 1 2 3, ,α α α 的秩及其一个极大无关组. 

（3）求向量组 1 2 3, ,α α α 表示 1β 的表达式. 

解  由矩阵的初等行变换有 

1 2 3 1 2

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

( , , , , ) 2 1 1 0 1 0 3 1 2 1

1 2 0 0 0 0 1 1a b a b

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α β β . 

（1）由向量组 1 2 3, ,α α α 与向量组 1 2,β β 等价，有 1, 1a b= − = ．  

（2） 1 2 3( , , ) 2R =α α α ， 1 2,α α 是向量组 1 2 3, ,α α α 的一个极大无关组．    

（3）由于 

1 2 3 1

1 1 1 1 1 2 0 1

( , , , ) 2 1 1 0 0 3 1 2

1 2 0 1 0 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α β ， 

故 

1 1 2 3( 1 2 ) (2 3 )c c c= − − + + +β α α α     （ c 为任意实数）. 

例 4.2.14  给定向量组 1 2 3 4, , ,α α α α ，令 1 2 3 4= + + +α α α α α ，向量组 

1 1 2 2 3 3 4 4, , ,= − = − = − = −β α α β α α β α α β α α ． 

证明： 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( , , , )R R=α α α α β β β β ． 

证  由题意有 

1 2 3 4= + +β α α α ， 2 1 3 4= + +β α α α ， 

3 1 2 4= + +β α α α ， 4 1 2 3= + +β α α α ， 

即 
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1 2 3 4 1 2 3 4

0 1 1 1

1 0 1 1
( , , , ) ( , , , )

1 1 0 1

1 1 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β β α α α α ， 

而

0 1 1 1

1 0 1 1
3 0

1 1 0 1

1 1 1 0

= − ≠ ，因此有 

1

1 2 3 4 1 2 3 4

0 1 1 1

1 0 1 1
( , , , ) ( , , , )

1 1 0 1

1 1 1 0

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α α β β β β ， 

所以向量组 1 2 3 4, , ,β β β β 与向量组 1 2 3 4, , ,α α α α 等价，故结论成立． 

例 4.2.15  设向量组 

Ⅰ： 1 2, , , mα α α ；   Ⅱ： 1 2, , , tβ β β ；  Ⅲ： 1 2 1 2, , , , , , ,m tα α α β β β . 

它们的秩分别为 1 2 3r r r、 、 ．证明： 1 2 3 1 2max( , )r r r r r+≤ ≤ ．  

证  设这三个向量组的极大无关组分别为： 

Ⅰ'：
11 2, , ,i i irα α α ；Ⅱ'：

21 2, , ,j j jrβ β β ；Ⅲ'：
31 2, , ,k k krγ γ γ . 

由于Ⅰ可由Ⅲ线性表示，因此Ⅰ' 可由Ⅲ' 线性表示，所以 1 3r r≤ ，同理 2 3r r≤ ，再由于Ⅲ

可由Ⅰ、Ⅱ线性表示，故Ⅲ' 可由Ⅰ'、Ⅱ' 线性表示，因此 3 1 2r r r+≤ ，故结论成立． 

4.2.4  题型四、线性方程组解的相关问题 

例 4.2.16  求解齐次线性方程组
1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 3 4 0

0

3 0

x x x x

x x x

x x x

− + − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + + =⎩

. 

解  利用初等行变换，有 

1 2 3 4

0 1 1 1

1 3 0 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A →
1 2 3 4

0 1 1 1

0 0 1 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→
1 0 0 2

0 1 0 1

0 0 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 4

2 4

3

2

0

x x

x x

x

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

. 

故方程组基础解系为 T(2, 1, 0,1)= −η ，因此方程组的通解为 cη（ c 为任意实数）． 
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例 4.2.17  求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 0

2 5 4 11 3

2 2 5 1

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =⎧
⎪ + − + = −⎨
⎪ + − + = −⎩

. 

解  利用初等行变换，有 

( )A b
1 1 2 4 0

2 5 4 11 3

1 2 2 5 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

→
1 1 2 4 0

0 1 0 1 1

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→
1 0 2 3 1

0 1 0 1 1

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4

2 4

2 31

1

x x x

x x

= −+⎧
⎨

= −−⎩
， 

因此非齐次线性方程组的一个特解 T(1, 1, 0, 0)= −η ，而对应的导出组为 

1 3 4

2 4

2 3x x x

x x

= −⎧
⎨

= −⎩
， 

导出组的基础解系为 T
1 (2, 0,1, 0)=η ， T

2 ( 3, 1, 0,1)= − −η ，因此方程组的通解为 

1 1 2 2c c= + +x η η η   （ 1 2,c c 为任意常数）． 

例 4.2.18  设有线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

2

2

kx x x k

x kx x

x x kx

+ + = −⎧
⎪ + + = −⎨
⎪ + + = −⎩

. 

讨论常数 k 为何值时，方程组无解、有唯一解、有无穷多解？当方程组有无穷多解时，求出其

通解． 

解  利用初等行变换，有 

1 1 3 1 1 2

( ) 1 1 2 0 1 1 0

1 1 2 0 0 ( 2)( 1) 3( 1)

k k k

k k k

k k k k

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

当 2k = − 时， ( ) 2R =A ， ( ) 3R =A b ，因此方程组无解. 

当 2k ≠ − 且 1k ≠ 时， ( ) ( ) 3R R= =A A b ，方程组有唯一解. 

当 1k = 时， ( ) ( ) 1R R= =A A b ，方程组有无穷多解，此时 

1 1 1 2

( ) 0 0 0 0

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

上述矩阵对应的方程为 

1 2 32x x x= − − − ， 

因此方程组的一个特解 T( 2, 0, 0)= −η ，而其导出组为 

1 2 3x x x= − − ， 
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导出组的基础解系为 T
1 ( 1,1, 0)= −η ， T

2 ( 1, 0,1)= −η ，因此方程组的通解为 

1 1 2 2c c= + +x η η η    （ 1 2,c c 为任意常数）． 

例 4.2.19  当 a b、 为何值时，方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

4

2 4

x bx x

ax x x

x bx x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

无解、有唯一解、有无穷多解？在

无穷多解的时，求出通解． 

解  利用初等行变换，有 

1 1 3 1 0 1 2

( ) 1 1 4 0 1 1 4 3

1 2 1 4 0 0 1

b

a ab a a

b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

（1）当 1a ≠ 且 0b ≠ 时， ( ) ( ) 3R R= =A b A ，方程组有唯一解． 

（2）当 1a = 时，由于 
1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 2

( ) 0 1 0 1 0 1 0 2 0 1 0 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 2

b

b b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

若
1

2
b = ，则 ( ) ( ) 2 3R R= = <A b A ，方程组有无穷多解，此时 

1 0 1 2

( ) 0 1 0 2

0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

对应的方程组为 

1 3

2

2 3

2

x x

x

= −⎧
⎨

=⎩
， 

因此非齐次线性方程组的一个特解 T(2, 2, 0)=η ，对应的导出组为 

1 3

2 0

x x

x

= −⎧
⎨

=⎩
， 

导出组的基础解系 T
1 ( 1, 0,1)= −η ，因此方程组的通解为 

1 1c= +x η η   （ 1c 为任意常数）． 

（3）其余情况，方程组无解． 

例 4.2.20  求一个齐次线性方程组，使其通解为 1 2

1 5

2 6

3 7

4 8

c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，其中 1 2c c， 为任意常数． 

解  设所求方程组为 =Ax 0 ，且 A 的一个行向量为 ( )1 2 3 4, , ,a a a a ，则依题有 

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 0

5 6 7 8 0

a a a a

a a a a

+ + + =⎧
⎨

+ + + =⎩
. 
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对此方程组的系数矩阵施以初等行变换，有 

1 2 3 4 1 0 1 2

5 6 7 8 0 1 2 3

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
→⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4

2 3 4

2

2 3

a a a

a a a

= +⎧
⎨ = − −⎩

， 

基础解系为 ( )T
1 1, 2,1, 0= −η ， ( )T

2 2, 3, 0,1= −η ，因此可取 

1 2 1 0

2 3 0 1

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ， 

所求齐次线性方程组为 

1 2 3

1 2 4

2 0

2 3 0

x x x

x x x

− + =⎧
⎨

− + =⎩
. 

例 4.2.21  设四元非齐次线性方程组 =Ax b 的系数矩阵的秩为3，试回答下列问题： 

（1）若 1 2 3, ,η η η 为 =Ax b 的解，并且 1 2

2

4

6

8

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η η ， 2 3

6

9
2

12

15

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η η ，求该方程组的通解； 

（2）若 A 为3 4× 矩阵，判断向量 b 可否由 A 的列向量组线性表示． 

解 （1）依题意，方程组 =Ax b 的导出组 =Ax 0 的基础解系中含有 4 3 1− = 个解向量，由

于 1 2 1 22

2 3

+ +⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠
η η η η

A 0 ，有 

1 2 1 2

1

12

12 3

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−+ + ⎜ ⎟− = ≠
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

η η η η
0 ， 

可以作为 =Ax 0 的基础解系．再由 1 2

2

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
η η

A b ，有 

1 2

1

2

32

4

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η η
， 

为 =Ax b 的一个特解，故方程组的通解为 

1 1

2 1

3 1

4 1

c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  （ c 为任意常数）． 
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（2）由 A 为 3 4× 矩阵，有 ( ) ( ) 3R R= =A b A ，从而 =Ax b 有解，故向量 b 可由 A 的列向

量组线性表示． 
例 4.2.22  设矩阵 1 2 3( , , )=A α α α ，其中 1 2 3, ,α α α 都是 4 维向量．已知非齐次线性方程组

=Ax b 的通解为 1

1 1

1 2

1 3

c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，其中 1c 为任意常数． 

（1）求 1 2 3, ,α α α 的一个极大线性无关组，并将 b 用此极大线性无关组表示； 

（2）令 1 2 3 3( , , , )= +B α α α b α ，证明方程组 1 2= −Bx α α 有无穷多解，并求其通解． 

解 （1）依题意，由

1

2

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

是导出组 =Ax 0 的基础解系，有 1 2 3( ) ( , , ) 2R R= =A α α α ，以及 

( )1 2 3 1 2 3

1 1

2 , , 2 2 3

3 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A α α α α α α 0 ， 

易见，可选取 2 3,α α 为 1 2 3, ,α α α 的一个极大无关组，并且有 1 2 32 3= −α α α ．又因为

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

是 =Ax b

的一个解，因此有 

( )1 2 3 1 2 3

1 1

1 , , 1

1 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A α α α α α α b ， 

故 

1 2 3 2 33 4= + − = −b α α α α α ． 

（2）方程组 1 2= −Bx α α 的增广矩阵为 

1 2 1 2 3 3 1 2( ) ( , , , , )− = + −B α α α α α b α α α 1 2 3 2 3 1 2( , , , 3 3 , )= − −α α α α α α α ， 

由（1）易得 1 2( ) ( ) 2 4R R− = = <B α α B ，故其有无穷多解．再由 

1 2 3 2 3 1 2

1 1

1 1
( , , , 3 3 )

0 0

0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B α α α α α α α ， 

有

1

1

0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η 为 1 2= −Bx α α 的解，以及 

1 2 3 2 3

0 0

3 3
( , , , 3 3 )

3 3

1 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B α α α α α 0， 
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1 2 3 2 3

1 1

2 2
( , , , 3 3 )

3 3

0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B α α α α α 0， 

有 1

0

3

3

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ， 2

1

2

3

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η 为 =Bx 0的解，且它们线性无关．因为 ( ) 2R =B ， =Bx 0的基础解系

中含有 2个解向量，所以 1 2x = −B α α 的通解为 

1 1 2 2c c= + +x η η η  （ 1 2c c、 为任意常数）． 

例 4.2.23  设 A 为m n× 矩阵， B 为 n k× 矩阵，且 =AB O ，求证 ( ) ( )R R n+A B ≤ ． 

证  将矩阵 B 按列分块，记 ( )1 2, , , k=B β β β ，因为 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )k k= = =AB A β β β Aβ Aβ Aβ O ， 

有 ( 1, 2, , )j j k= =Aβ 0 ，即 1 2, , , kβ β β 是齐次线性方程组 =Ax 0 的解．不妨设 ( )R r=A ，则

1 2, , , kβ β β 可由 =Ax 0 的基础解系线性表示，所以 

1 2( , , , ) ( )kR n r R− =β β β A≤ ， 

故有 ( ) ( )R R n+A B ≤ ． 

例 4.2.24  设 n元非齐次线性方程组 =Ax b 有解，且系数矩阵的秩为 r ， 1 2 1, , , n r− +η η η 是

=Ax b 线性无关的解，证明： =Ax b 的任意一个解可以表示为 

1 1 2 2 1 1n r n rk k k − + − += + + +x η η η ， 

其中 1 2 1 1n rk k k − ++ + + = ． 

证  依题有 1 1 2 1 1, , ,n r n r n r n r− + − + − − +− − −η η η η η η 是 =Ax b 的导出组 =Ax 0 的解．设 

1 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )n r n r n r n r n rx x x− + − + − − − +− + − + + − =η η η η η η 0， 

整理有 

1 1 2 2 1 2 1( )n r n r n r n rx x x x x x− − − − ++ + + − + + + =η η η η 0 ， 

由于 1 2 1, , , n r− +η η η 线性无关，可得 

1 2 0n rx x x −= = = = ， 

因此 1 1 2 1 1, , ,n r n r n r n r− + − + − − +− − −η η η η η η 线性无关，即是导出组 =Ax 0 的基础解系．进而 =Ax b

的通解为 

1n r− +=x η + 1 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )n r n r n r n r n rc c c− + − + − − − +− + − + + −η η η η η η ， 

整理得 

1 1 2 2 n r n rc c c − −= + + +x η η η 1 2 1[1 ( )]n r n rc c c − − ++ − + + + η . 

令 

1 1k c= ， 2 2k c= ， ， n r n rk c− −= ， 1 1 21 ( )n r n rk c c c− + −= − − − − ， 
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则 =Ax b 的任意一个解可以表示为 

1 1 2 2 1 1n r n rk k k − + − += + + +x η η η ， 

其中 1 2 1 1n rk k k − ++ + + = ． 

例 4.2.25  知线性方程组 

Ⅰ：
1 2 3 4

3 4

0

2

x x x x

x x b

+ + + =⎧
⎨ + =⎩

  Ⅱ：
1 2 3 4

1 2 4

3 2 1

2 2 1

x ax x x

x x x

+ + + = −⎧
⎨ + + =⎩

. 

（1） a b、 为何值时，方程组Ⅰ与Ⅱ有公共解？并求其公共解. 

（2） a b、 为何值时，方程组Ⅰ与Ⅱ有相同解？并求其解． 

解 （1）方程组Ⅰ与Ⅱ有公共解意味着方程组 

Ⅲ：

1 2 3 4

3 4

1 2 3 4

1 2 4

0

2

3 2 1

2 2 1

x x x x

x x b

x ax x x

x x x

+ + + =⎧
⎪ + =⎪
⎨ + + + = −⎪
⎪ + + =⎩

 

有解．对方程组Ⅲ的增广矩阵进行初等行变换，有 

1 1 1 1 0

0 0 2 1

1 3 2 1

2 2 0 1 1

b

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 1 0

0 1 2 1 1

0 0 2 1

0 0 0 0 1

a

b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+⎝ ⎠

， 

当 1b = − 时，方程组Ⅲ有解．此时方程组Ⅲ的增广矩阵变换为 

1 1 1 1 0

0 1 2 1 1

0 0 2 1 1

0 0 0 0 0

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 0 1

0 1 0 0 0

0 0 2 1 1

0 0 0 0 0

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

若 1a ≠ ，上述矩阵对应的方程组为 

1 2 3

3 4

2

1

2 1

0

x x x

x x

x

+ − =⎧
⎪ + = −⎨
⎪ =⎩

， 

其通解为 

=x
1

1 1

0 0
+

0 1

1 2

c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

其中 1c 为任意常数．若 1a = ，上述矩阵对应的方程组为 

1 2 3

3 4

1

2 1

x x x

x x

+ − =⎧
⎨ + = −⎩

， 

其通解为 
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2 3

1 1 1

0 1 0

0 0 1

1 0 2

c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x ， 

其中 2 3c c、 为任意常数． 

（2）由于方程组Ⅰ的通解为 

=x
1 2

1 1

0 1 0

0 0 1

0 2

b

c c

b

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

其中 1 2c c、 为任意常数．将方程组Ⅰ的解
0

0

b

b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

代入方程组Ⅱ，可得 1b = − ，即方程组Ⅰ的通解为 

=x
1 2

1 1 1

0 1 0

0 0 1

1 0 2

c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

其中 1 2c c、 为任意常数．取 1 21 0c c= =， 得到方程组Ⅰ的一个解为

0

1

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

，将此解代入方程组Ⅱ，

可得 1a = ．此时方程组Ⅱ变为 

1 2 3 4

1 2 4

3 2 1

2 2 1

x x x x

x x x

+ + + = −⎧
⎨ + + =⎩

， 

方程组的通解为 

=x
1 2

1 1 1

0 1 0

0 0 1

1 0 2

c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

其中 1 2c c、 为任意常数．综上，当 1a = ， 1b = − 时，方程组Ⅰ与Ⅱ有相同解，且通解为 

=x
1 2

1 1 1

0 1 0

0 0 1

1 0 2

c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

其中 1 2c c、 为任意常数． 
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4.2.5  题型五、向量空间的相关问题   

例 4.2.26  下列 n 维向量组成的集合是否构成数域 R 上的一个向量空间． 

（1） { }1 ( , , , , ) ,a b a b a b∈=V R . 

（2） { }1 2 1 22
( , , , ) 1n na a a a a a+ + + ==V ．  

解 （1）对任意常数 k∈R ，设 

α 1 1 1 1 1( , , , , )a b a b= ∈V ， 2 2 2 2 1( , , , , )a b a b= ∈β V ， 

由于 

1 2 1 2 1 2 1 2 1( , , , , )a a b b a a b b+ = + + + + ∈α β V ， 

1 1 1 1 1( , , , , )k ka kb ka kb= ∈α V ， 

因此 1V 构成数域 R 上的一个向量空间. 

（2）设 

1 2 2( , , , )na a a= ∈α V ， 1 2 2( , , , )nb b b= ∈β V ， 

则 

1 2 1na a a+ + + = ， 1 2 1nb b b+ + + = ， 

而 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 1n na b a b a b+ + + + + + = + = ≠ ， 

即 2+ ∉α β V ，因此 2V 不构成数域 R 上的一个向量空间． 

例4.2.27  设向量 T
1 (1, 1, 1, 1)=α ， T

2 (1, 1, 1, 1)= − −α ， T
3 (1, 1, 1, 1)= − −α ， T

4 (1, 1, 1, 1)= − −α ，
T(1, 2, 1, 1)=β ．  

（1）验证 1 2 3 4, , ,α α α α 是向量空间 4R 的一个基.  

（2）求向量 β 关于基 1 2 3 4, , ,α α α α 的坐标． 

解 （1）由于 1 2 3 4( , , , ) 4R =α α α α ，故 1 2 3 4, , ,α α α α 为 4R 的一个基. 

（2）设 1 1 2 2 3 3 4 4x x x x= + + +β α α α α ，即 

1 2 3 4

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

x x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

由此得方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

2

1

1

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =⎧
⎪ + − − =⎪
⎨ − + − =⎪
⎪ − − + =⎩

， 

解方程组得 

1 2 3 4

5 1 1
, ,

4 4 4
x x x x= = = = − ， 
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故 β 关于基 1 2 3 4, , ,α α α α 的坐标为
5 1 1 1

, , ,
4 4 4 4

− − ． 

例 4.2.28  设 3R 中的两个基为： 

                     T T T
1 2 3(1, 1, 1) , (1, 1, 1) , (1, 1, 1)= = − = − −α α α ； 

                     
T T T

1 2 3(1, 3, 5) , (6, 3, 2) , (3, 1, 0)= = =β β β . 

向量 T(1, 2, 1)=α ，试求： 

（1）基 1 2 3, ,α α α 到基 1 2 3, ,β β β 的过渡矩阵 P ； 

（2）向量α关于这两个基的坐标． 

解 （1）令 

1 2 3

1 6 3

( , , ) 3 3 1

5 2 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B β β β ， 1 2 3

1 1 1

( , , ) 1 1 1

1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A α α α ， 

则有 

1

1 0 1
1

0 1 1
2

1 1 0

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ，   1

6 8 3
1

2 1 1
2

2 3 2

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

P A B ． 

（2）设 1 1 2 2 3 3y y y= + +α β β β ，即 

1 2 3

1 2 3

1 2

6 3 1

3 3 2

5 2 1

y y y

y y y

y y

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

， 

解方程组得 1 2 37, 17, 32y y y= = − = ，因此 α 关于基 1 2 3, ,β β β 的坐标为 7, 17, 32− ．再设

1 1 2 2 3 3x x x= + +α α α α ，根据坐标变换公式，有 

1 1

2 2

3 3

1

1/ 2

1/ 2

x y

x y

x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P ， 

因此α关于基 1 2 3, ,α α α 的坐标为
1 1

1, ,
2 2

− ． 

4.3  深 化 训 练 

4.3.1  填空题 

（1）向量组 T T T
1 2 3(1, 2, 3, 4) , (5, 6, 7, 8) , (7, 10, , 16)t= = =α α α 线性相关，则 t =  

________． 
（2）设向量 1 2,α α 线性无关， 1 2,+ +α β α β线性相关，则 β 可用 1 2,α α 线性表示为________ ． 

（3）设向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关，令 1 1 2 3β = α + α + α ， 2 1 2 3= − +β α α α ， 3 1 2 32= + +β α α α ，

则向量组 1 2 3, ,β β β 的秩 1 2 3( , , )R =β β β ________. 

（4）若向量组 A可由向量组 B 线性表示，则 ( )R A ________ ( )R B （填 =≥ ≤、 或 ）． 
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（5）设矩阵

1 2 1

0 1

2 2 0

1 3 2

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，列向量 1 2 3, ,α α α 线性无关．若 ( )1 2 3, , 3R <Aα Aα Aα ，则 t 满

足的关系是________．  
（6）【2005（3）】设行向量组 (2,1,1,1), (2,1, , ), (3, 2,1, ), (4, 3, 2,1)a a a 线性相关，且 1a ≠ ，

则 =a ________． 
（7）方程组 1 2 3 4 0x x x x+ + + = 的基础解系是________． 

（8）设 n阶矩阵 A 的各行元素之和均等于零，且 ( ) 1R n= −A ，则齐次线性方程组 =Ax 0 的

通解为________. 

（9）方程组
1

2

3

1 1 0

1 1 0

1 1 0

a x

a x

a x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

的基础解系含有 2 个解向量，则 a = ________． 

（10）已知线性方程组
1

2

3

1 2 1 1

2 3 2 3

1 2 0

x

a x

a x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

无解，则 a = ________． 

（11）设 A 是3 4× 矩阵，其秩为3，若 1 2η η、 为非齐次线性方程组 =Ax b 的两个不同的解，

则此方程组的通解是________. 

（12）设

1 4 3

2 5 3

3 6 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， *A 为 A 的伴随矩阵，则 * =A x 0 的通解为________ ． 

（13）设齐次线性方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x

λ
λ
+ + =⎧

⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

的系数矩阵为 A ，若存在非零矩阵 B ，使得

=AB O ，则λ =________， =B ________． 

（14）若 T T T
1 2 3( 1, 1, ) , (2, 1, 5) , (1, 2, 1)a= − = =α α α 为齐次线性方程组 =Ax 0 的基础解

系，则 a的取值范围为________ . 

（15）写出一个以 1 2

2 2

3 4

1 0

0 1

x c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

为通解的齐次线性方程组________． 

（16）已知

1 2 3

2 4 7

3 6 9

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， B 为三阶非零矩阵，且满足 =AB O ，则 ( )R =B ________. 

（17）设

1 2 2

4 3

3 1 1

t

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ， B 为三阶非零矩阵，且 =AB O ，则 t = ________ ． 

（18）设 A 是 m n× 矩阵， B 是 s m× 矩阵，且 ( )R r=A ， ( )R m=B ，则齐次线性方程组
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=BAx 0的基础解系中含有线性无关的解向量的个数为________． 

（19） n元非齐次线性方程组系数矩阵的秩为 r ，当此方程组有解时，解向量组中最多有

________个解向量线性无关． 

（20） n维向量空间的子空间 ( ) 1 2
1 2

2

0
, , ,

      0
n

n
n

x x x
W x x x

x x

⎧ ⎫+ + + =⎧⎪ ⎪= ⎨ ⎨ ⎬+ + =⎩⎪ ⎪⎩ ⎭
的维数是________． 

（21）设 A 是 4 5× 的矩阵，且 ( ) 2R =A ， 则齐次线性方程组 =Ax 0 的解空间的维数是

________. 
（22）设 1 2 3, ,e e e 为线性空间V 的一组基，则从基 2 3 1, ,e e e 到基 3 1 2, ,e e e 的过渡矩阵为

________． 

（23）【2010（1）】设 T
1 (1, 2, 1, 0)= −α ， T

2 (1,1, 0, 2)=α ， T
2 (2,1,1, )a=α ，若由 1 2 3, ,α α α

生成的向量空间的维数是 2，则 a = ________． 

4.3.2  单项选择题 

（1）【2015（1，3）】设矩阵
2

1 1 1

1 2

1 4

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，
2

1

d

d

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ，若集合 {1, 2}Ω = ，则线性方程组

=Ax b 有无穷多解的充分必要条件为（    ）． 
   （A） ,a d∉Ω ∉Ω；          （B） ,a d∉Ω ∈Ω； 

   （C） ,a d∈Ω ∉Ω；          （D） ,a d∈Ω ∈Ω． 

（2）设 A 为 n阶方阵，α是 n维列向量，若 T ( )
0

R R
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

αA
A

α
，则（    ）． 

   （A） =Ax α必有无穷多解；      （B） =Ax α必有唯一解； 

   （C） T 0

⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

αA x

α y
0 仅有零解；  （D） T 0

⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

αA x

α y
0 必有非零解． 

（3）设 A 是m n× 矩阵，下列命题正确的是（    ）． 
   （A）若 ( )R m=A ，则齐次线性方程组 =Ax 0 只有零解；         

   （B）若m n< ，则 =Ax b 必有无穷多解； 

   （C）若m n≥ ，非齐次线性方程组 =Ax b 要么有解，要么有唯一解，两者必居其一； 

   （D）以上命题都不对． 
（4）【2011（3）】设 A 是 4 3× 的矩阵， 1 2 3, ,β β β 是非齐次方程组 =Ax b 的三个线性无

关的解，则设 1 2,k k 为任意实数，则 =Ax b 的通解为（    ）．         

   （A） 2 3
1 2 1( )

2
k

+
+ −

β β
β β ；    （B） 2 3

1 2 1( )
2

k
−

+ −
β β

β β ； 

   （C） 2 3
1 2 1 2 3 1( ) ( )

2
k k

+
+ − + −

β β
β β β β ； （D） 2 3

1 2 1 2 3 1( ) ( )
2

k k
−

+ − + −
β β

β β β β ． 

（5）【2007（1，3）】若向量组 , ,α β γ 线性无关，则下列向量组线性相关的是（    ）． 

   （A） , ,− − −α β β γ γ α ；          （B） , ,+ + +α β β γ γ α；  

   （C） 2 , 2 , 2− − −α β β γ γ α；      （D） 2 , 2 , 2+ + +α β β γ γ α． 

（6）【2006（1，2，3）】设 1 2, , , sα α α 均为 n维列向量， A 是m n× 矩阵，下列选项正

确的是（    ）． 
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   （A）若 1 2, , , sα α α 线性相关，则 1 2, , , sAα Aα Aα 线性相关； 

   （B）若 1 2, , , sα α α 线性相关，则 1 2, , , sAα Aα Aα 线性无关； 

   （C）若 1 2, , , sα α α 线性无关，则 1 2, , , sAα Aα Aα 线性相关； 

   （D）若 1 2, , , sα α α 线性无关，则 1 2, , , sAα Aα Aα 线性无关． 

（7）【2004（1，2）】设矩阵 A 、B 为满足 =AB O 的任意两个非零矩阵，则必有（    ）． 

   （A） A 的列向量线性相关， B 的行向量线性相关； 

   （B） A 的列向量线性相关， B 的列向量线性相关； 

   （C） A 的行向量线性相关， B 的行向量线性相关； 

   （D） A 的行向量线性相关， B 的列向量线性相关． 

（8）【2013（2）】设 A 、 B 、C 均为 n阶矩阵，若有 =AB C ，且 B 可逆，则（    ）

正确．  

   （A）矩阵的C 行向量组与矩阵 A 的行向量组等价； 

   （B）矩阵的C 列向量组与矩阵 A 的列向量组等价； 

   （C）矩阵的C 行向量组与矩阵 B 的行向量组等价； 

   （D）矩阵的C 列向量组与矩阵 B 的列向量组等价． 
（9）【2010（3）】设向量组Ⅰ： 1 2, , , rα α α 可由向量组Ⅱ： 1 2, , , sβ β β 线性表示．则

下列命题正确的是（    ）． 

   （A）若向量组Ⅰ线性无关，则 r s≤ ； （B）若向量组Ⅰ线性相关，则 r s> ； 

   （C）若向量组Ⅱ线性无关，则 r s≤ ； （D）若向量组Ⅱ线性相关，则 r s> ． 

（10）设 A 为m n× 矩阵， A 的秩为 r ，则齐次线性方程 =Ax 0 的所有解构成一个向量空

间，其维数是（    ）． 

    （A） n r− ；   （B）m r− ；  （C） r ；  （D）无法确定． 
（11）设向量 β 可由 1 2, , , mα α α 线性表示，但不能由向量组（I）： 1 2 1, , , m−α α α 线性表示，

记向量组（II）： 1 2 1, , , ,m−α α α β ，则下列结论正确的是（    ）． 

    （A） mα 不能由（I）线性表示，也不能由（II）线性表示；    

    （B） mα 不能由（I）线性表示，但可由（II）线性表示； 

    （C） mα 可由（I）线性表示，也可由（II）线性表示；     

    （D） mα 可由（I）线性表示，但不能由（II）线性表示． 

（12）【2012（1，3）】设向量组 

1 2 3 4

1 2 3 4

0 0 1 1

0 , 1 , 1 , 1

c c c c

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

α α α α ， 

其中 1 2 3 4, , ,c c c c 为任意常数，则下列向量组线性相关的是（    ）． 

    （A） 1 2 3, ,α α α ； （B） 1 2 4, ,α α α ； （C） 1 3 4, ,α α α ； （D） 2 3 4, ,α α α ． 

（13） A 为 n阶方阵， ( )R r n= <A ，那么 A 的 n个列向量中（    ）． 

    （A）任意 r 个列向量线性无关； 

    （B）必有某 r 个列向量线性无关； 

    （C）任意 r 个列向量都构成一个极大无关组； 

    （D）任意一个列向量可由其余的 1n − 个向量线性表示． 
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（14）若m n× 阶矩阵 A 的 n个列向量线性无关，则下列结论一定成立的是（    ）． 
    （A） ( )R m>A ； （B） ( )R m<A ； （C） ( )R m=A ； （D） ( )R n=A ． 

（15）设 A 为 n m× 矩阵， B 为m n× 矩阵，且m n> ．若 AB = E ，则必有（    ）． 

    （A）矩阵 A 与 B 的行向量组线性无关；    

    （B）矩阵 A 与 B 的列向量组线性无关； 

    （C）矩阵 A 的行向量组线性无关， B 的列向量组线性无关； 

    （D）矩阵 A 的行列向量组线性无关， B 的行向量组线性无关． 

（16）非齐次线性方程组 =Ax b 有解的充分条件是（    ）． 

    （A）向量 b 可由 A 的行向量组线性表示；  

    （B）向量 b 可由 A 的列向量组线性表示； 

    （C） A 的行向量组线性无关；     

    （D） A 的列向量组线性无关． 

（17）设 1 2 3 4( , , , )=A α α α α ，已知 T T
1 2(1,1,1,1) , (1, 0,1, 0)= =β β 是齐次线性方程组 =Ax 0

的解，则（    ）正确． 
    （A） 1 3,α α 必线性无关；      （B） 2 4,α α 必线性无关； 

    （C） 1α 必可由 2 4,α α 线性表示；   （D） 4α 必可由 2 3,α α 线性表示． 

（18）下列集合中是向量空间的是（    ）．  

    （A） { }T
1 1 2 1 2( , , , ) 0, , 1, 2, ,n n ix x x x x x x i n= = = ∈ =V x R ；    

    （B） { }T
2 1 2 1 2( , , 0) ,x x x x= = ∈V x R ；     

    （C） 3 { , ,= = ≠V x Ax b b 0 A 为m n× 矩阵}； 

    （D） { }T
4 2 2( , , , ) , ,1 n nx x x x= = ∈V x R ． 

4.3.3 设 (4, 4,1, 2)=β ， 1 ( 1, 0,1, 0)= −α ， 2 (2, 1, 0, 5)= −α ， 3 ( 4, 2, 3, 0)= − −α ，

4 (0, 1, 2, 5)= −α ，判断 β 是否可由 1 2 3 4, , ,α α α α 线性表示？ 

4.3.4  设 1 ( 1, , 2)λ= −α ， 2 (0, 2,1)=α ， 3 (1, 1, )λ= −α ， 2( ,1, )λ λ=β ，λ为何值时，β 可

由 1 2 3, ,α α α 线性表示？并写出其表达式． 

4.3.5  向量组Ⅰ： 1 2 3

1 1 3

2 4 8
, ,

3 4 10

1 2 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α ，Ⅱ： 1 2

2 1

2 6
,

5 5

1 3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β ，判断Ⅱ可否由Ⅰ

线性表示． 
4.3.6  讨论参数 t ，回答 1 (1, 2, 3, 2)=α ， 2 (1, 3, 5, )t=α ， 3 (0,1, 2, 2)=α 的相关性． 

4.3.7  假设向量 β 可由向量组 1 2, , , mα α α 线性表示．证明：表示方法唯一的充分必要条

件是 1 2, , , mα α α 线性无关． 

4.3.8  假设向量 1 2, , , mα α α 线性无关，且 1 ( 1, 2, , 1)j j j j m+= + = −β α α ， 1m m= +β α α ，

讨论 1 2, , , mβ β β 的线性相关性． 

4.3.9  1 2, , , nε ε ε 是 n 维单位向量组， A 是 n 阶方阵，求证： A 可逆的充分必要条件是

1 2, , , nAε Aε Aε 线性无关． 
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4.3.10  设 A 三阶方阵，若非零向量 1 2 3, ,α α α 满足 1 =Aα 0， 2 1=Aα α ， 2
3 1=A α α ，试证：

1 2 3, ,α α α 线性无关.  

4.3.11 给 定 向 量 组 T
1 (1, 1, 2, 4)= −α ， T

2 (0, 3,1, 2)=α ， T
3 (3, 0, 7,14)=α ， 4 =α  

T(1, 2, 2, 0)− ， T
5 (2,1, 5,10)=α ，求： 

（1）向量组的秩；（2）向量组的一个极大无关组，并将其余的向量用其线性表示． 

4.3.12  已知两个向量组的秩相同，且其中一个可由另外一个线性表示．证明：这两个向

量组等价． 
4.3.13  设向量组 1 2, , , sα α α 的秩为 r ，在其中任取m 个向量

1 2
, , ,

mi i iα α α ，则此向量组的

秩 r m s+ −≥ ． 

4.3.14  求线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 2 0

4 3 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =⎧
⎪ + − − =⎨
⎪ − − − =⎩

的通解． 

4.3.15  求线性方程组
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0

2 6 4 1

3 2 8 7 1

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =⎧
⎪ + − + = −⎨
⎪ + − + = −⎩

的通解． 

4.3.16  讨论λ为何值时，线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 3

(1 ) 0

(1 )

x x x

x x x

x x x

λ
λ

λ λ

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ + + + =⎩

有唯一解、无解、有无穷解？

并在有无穷解时，求其通解． 

4.3.17  讨论当 a b、 取何值时，线性方程组

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

1

3 2 3

2 2 6 3

5 5 5 5

x x x x x

x x x x x a

x x x x

x x x x x b

+ + + + =⎧
⎪ + + + − =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + + =⎩

有解? 并在有解时

先求出对应的齐次方程组的基础解系，再求出非齐次方程组的通解. 

4.3.18  设

1 2 1 2

0 1

1 0 1

t t

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，且齐次线性方程组 =Ax 0 解空间的维数是 2，求 =Ax 0 的

通解． 

4.3.19  矩阵 A 按列分块记为 1 2 3 4( , , , )=A α α α α ，其中 2 3 4, ,α α α 线性无关， 1 2 32= −α α α ，

若向量 1 2 3 4= + + +β α α α α ，求方程 =Ax β 的通解． 

4.3.20  设 A 是秩为 3的 5 4× 矩阵， 1 2 3, ,α α α 是非齐次线性方程组 =Ax b 的三个不同的

解，若 

1 2 3 1 2

2 2

0 4
2 3

0 6

0 8

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + = + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α α α， ， 

求方程组 =Ax b 的通解． 
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4.3.21  求一个非齐次线性方程组 =Ax b ，使它的通解为 1 2

1 1 3

1 2 2

1 3 1

c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，其中 1 2c c、

为任意实数．  

4.3.22  设

2 1 1 2

0 1 3 1

1 1λ μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，

0

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ，若

1

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

η 是 =Ax b 的一个解，求该方程组的通解． 

4.3.23  给定向量组 

Ⅰ： 1 2 3

1 2 0

2 1 6
, ,

0 1 2

2 4 2a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α   Ⅱ： 1 2 3

1 0 4

8 3 7
, ,

2 1 1

2 2 10

t

a a

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β . 

已知Ⅰ是方程组 =Ax 0 的基础解系，问当 t 取何值时，Ⅱ也是方程组 =Ax 0 基础解系． 

4.3.24  设 A B、 都是 n阶方阵，满足 1−=ABA B ，证明： ( ) ( )R R n+ + − =E AB E AB ． 

4.3.25  设 1 2 3, ,α α α 为 =Ax 0 的基础解系．证明： 1 1 22= +β α α ， 2 2 32 3= +β α α ， 3 3 13= +β α α

也是 =Ax 0 的基础解系． 
4.3.26  设η是非齐次线性方程组 =Ax b 的一个解， 1 2, , , n r−ξ ξ ξ 是对应齐次线性方程组

=Ax 0 的一个基础解系，证明： 
（1） 1 2, , , , n r−η ξ ξ ξ 线性无关； （2） 1 2, , , ,n r−+ + +ξ η ξ η ξ η η线性无关． 

4.3.27  若矩阵 A 的秩为 r ，且其 r 个列向量为某个齐次线性方程组的基础解系，B 为 r 阶

可逆矩阵．证明： AB 的 r 个列向量也为该齐次线性方程组的基础解系． 

4.3.28  设 A 是 ( )m n m n× < 矩阵，且 A 的行向量线性无关． B 是 ( )n n m× − 矩阵， B 的

列向量线性无关，且 =AB O ．证明：若η是齐次线性方程组 =Ax 0 的解，则 =Bx η有唯一解．  

4.3.29  已知线性方程组 

Ⅰ：
1 2 3 4

1 3 4

2 2 2 0

0

x x x x

x x ax

+ + − =⎧
⎨ − + =⎩

  Ⅱ：

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

3 2 0

3 2 0

3 3 0

x x x x

x x x x

x x bx

+ + + =⎧
⎪ + + − =⎨
⎪ + + =⎩

. 

问 a b、 为何值时，方程组Ⅰ与Ⅱ有非零公共解，并求其公共解． 

4.3.30  设 3R 的两个基分别为： 

Ⅰ： 1 2 3

1 2 2

1 , 1 , 2

0 0 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α ；Ⅱ： 1 2 3

1 1 1

0 , 1 , 1

0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β . 

（1）求由基 1 2 3, ,α α α 到 1 2 3, ,β β β 的过渡矩阵 P ；  

（2）已知向量 1 2 3= + +α α α α ，求向量α在基 1 2 3, ,β β β 下的坐标． 

4.3.31  设 1 2 3, ,β β β 为 3R 的一个基，已知 

1 1 2 32= + −α β β β ， 2 1 2 3= − −α β β β ， 3 1 3= +α β β ． 



线性代数深化训练与考研指导 ·100· 

证明： 1 2 3, ,α α α 为 3R 的一个基，并求向量 1 2 36= − −η β β β 在基 1 2 3, ,α α α 下的坐标． 

4.3.32  设 3R 的一个基 1 2 3

1 0 3

2 , 1 , 2

1 1 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α ，向量 α 在基 1 2 3, ,α α α 下的坐标为

1 2 3, ,x x x ，在另一组基 1 2 3, ,β β β 下的坐标为 1 2 3, ,y y y ，且有 1 1 2 3y x x x= − + ， 2 1 2y x x= − + ，

3 1 32y x x= + ． 

（1）求基 1 2 3, ,β β β 到 1 2 3, ,α α α 的过渡矩阵 P ；（2）求基 1 2 3, ,β β β ． 

4.4  深化训练详解 

4.3.1  填空题 

（1） 13t = . 

（2） 1 2

k l

k l k l
= +

+ +
β α α . 提示  由于 1 2,+ +α β α β线性相关，因此存在 ,k l 使得 

1 2( ) ( )k l+ + + =α β α β 0． 

又由于 1 2,α α 线性无关，因此 0k l+ ≠ ，因此 1 2

k l

k l k l
= +

+ +
β α α ． 

（3） 1 2 3( , , ) 3R =β β β . 提示  由于 

1 2 3 1 2 3

1 1 2

( ) ( ) 1 1 1

1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β α α α ， 

而

1 1 2

1 1 1 0

1 1 1

− ≠ ，故向量组 1 2 3, ,β β β 与向量组 1 2 3, ,α α α 等价，从而 1 2 3( , , ) 3R =β β β ． 

（4）≤ . 提示  向量组 A 的极大无关组可由向量组 B 的极大无关组线性表示． 

（5） 1t = . 提示  1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )=Aα Aα Aα A α α α ，由于 321 ,, ααα 线性无关，因此 

1 2 3( , , ) ( ) 3R R= <Aα Aα Aα A ， 

而 

1 2 1

0 1 1

0 1 0

0 0 0

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， 

故 1t = ． 

（6）
1

2
. 提示  

2 1 1 1

2 1
( 1)(2 1) 0

3 2 1

4 3 2 1

a a
a a

a
= − − − = ，因此

1

2
a = ． 
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（7） 1 2 3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

c c c

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  （ 1 2 3, ,c c c 为任意常数）. 

（8） T(1,1, ,1)c   （ c 为任意常数）. 

（9）1. 提示  齐次线性方程组有非零解，因此

1 1

1 1 0

1 1

a

a

a

= ，故 1, 2a = − ．当 2a = − 时，

系数矩阵 

2 1 1

1 2 1

1 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A

1 2 1

0 1 1

0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

此时 ( ) 2R =A ，故基础解系含有 1 个解向量，与已知不符；当 1a = 时，系数矩阵 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

1 1 1

0 0 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

此时 ( ) 1R =A ，故基础解系含有 2 个解向量，与已知相符． 

（10） 1a = − . 提示  由于 

1 2 1 1 1 2 1 1

2 3 2 3 0 1 1

1 2 0 0 0 ( 3)( 1) 3

a a

a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

因此 1a = − ． 
（11） 1 1 1 2( )c+ −η η η （ 1c 为任意常数）. 提示  由于 A 的秩为3， bAx = 对应的导出组

=Ax 0 的基础解系中只含有一个解向量，即为 1 2−η η ，因此 bAx = 的通解是 1 1 1 2( )c+ −η η η   

（ 1c 为任意常数）． 

（12） 1 2

1 4

2 5

3 6

c c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（ 1 2,c c 为任意常数）. 提示  由题意 | | 0=A ，因此 =*A A O ，故 A 的

列向量为 * =A x 0 的解，而 A 的前两个列向量线性无关，故它们构成 * =A x 0 的基础解系． 

（13） 0λ = 或1， 0=B . 提示  由已知有 =Ax 0 存在非零解，故 0=A ，即

21

1 1 0

1 1 1

λ λ
λ = ，

故 0λ = 或1；由于 =AB O ，且 ( ) 1R A ≥ ，因此 ( ) 3 ( ) 2R R−B A≤ ≤ ，故 0=B ． 

（14） 4a ≠ − . 提示  1 2 3

1 2 1

1 1 2 0

5 1a

−
= ≠α α α ． 
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（15） 1 3 4

2 3 4

2 2 0

3 4 0

x x x

x x x

− + =⎧
⎨ + − =⎩

. 

（16）1. 提示  ( ) 2R =A ，由 =AB O ，有 ( ) 3 ( ) 1R R− =B A≤ ，B 为非零矩阵，故 ( ) 1R =B ． 

（17） 3− . 提示  由 =AB O ，有 ( ) ( ) 3R R+A B ≤ ，而 B 为三阶非零矩阵，因此 ( ) 2R A ≤ ，

即 | | 0=A ，从而 3t = − ． 

（18） n r− . 提示  由 ( )R m=B 知， ( ) ( )R R r= =BA A ，因此 =BAx 0的基础解系中包含

n r− 个线性无关的解向量． 

（19） 1n r− + . 

（20） 2n − . 

（21）3. 

（22）

0 0 1

1 0 0

0 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

（23） 6 . 提示  1 2 3

1 1 2

2 1 1
( )

1 0 1

0 2 a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α

1 1 2

0 1 3

0 0 6

0 0 0

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故 6a = ． 

4.3.2  单项选择题 

（1）（D）. 提示  
2 2

1 1 1 1

( ) 1 2

1 4

a d

a d

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b
2 2

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 3 2 3 2

a d

a a d d

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

， =Ax b 有无

穷多解⇔
2

2

3 2 0

3 2 0

a a

d d

⎧ − + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
，即

1, 2

1, 2

a

d

=⎧
⎨ =⎩

，故（D）正确．  

（2）（D）. （3）（D）. 

（4）（C）. 提示  由于 =Ax b 有三个线性无关的解向量，因此对应的导出组 =Ax 0 的基

础解系中含有两个解向量，故（C）正确． 
（5）（A）. 提示  ( ) ( ) ( )− + − + − =α β β γ γ α 0 ，因此 , ,− − −α β β γ γ α 线性相关．故（A）

正确． 

（6）（A）.  

（7）（A）. 提示  取 (1 0)=A ，
0

1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ，有 0=AB ，并且 A 的列向量线性相关， A 的

行向量线性无关； B 的行向量线性相关， B 的列向量线性无关．故（A）正确． 
（8）（B）. 提示  设 1 2( , , , )n=A α α α ， 1 2( , , , )n=C c c c ，由 =AB C 有 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( , , , )

n

n
n

n n nn

b b b

b b b

b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α 1 2( , , , )n= c c c ， 

因此 
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1 11 1 21 2 1n nb b b= + + +c α α α ， 1 1 2 2, n n n nn nb b b= + + +c α α α ， 

即C 列向量组可由 A 的列向量组线性表示；由于 B 可逆，因此 1−=A CB ，因此 A 列向量组可

由C 的列向量组线性表示．因此C 列向量组与矩阵 A 的列向量组等价． 故（B）正确．  

（9）（A）. （10）（A）. 
（11）（B）. 提示  因为 β 可由 1 2, , , mα α α 线性表示，则 

β = 1 1 2 2 m mk k k+ + +α α α ， 

这里 0mk ≠ （否则与条件矛盾），则 mα 可由（II）线性表示； 

假 设 mα 可 由 （ I ） 线 性 表 示 ， 即 1 1 2 2 1 1m m mx x xα α α α− −= + + + ， 又 因 为 β = 

1 1 2 2 m mk k kα α α+ + + ，将 1 1 2 2 1 1m m mx x xα α α α− −= + + + 代入到 β 中，即有 

1 1 1 2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( )m m mx k x k x k− − −= + + + + + +β α α α ， 

可知 β 可由 1 2 1, , , m−α α α 线性表示，与题设矛盾，因此 mα 不能由（I）线性表示．  

（12）（C）. 提示   由于 

1 3 4

1 3 4

0 1 1

, , 0 1 1 0

c c c

−
= − =α α α ， 

故 1 3 4, ,α α α 线性相关． 

（13）（B）. 
（14）（D）. 提示  ( ) min{ , }n R m n nA≤ ≤ ≤ ． 

（15）（C）. 提示  由于 

( ) ( ) min{ ( ), ( )} min{ , }n R R R R m n n= = =E AB A B≤ ≤ ， 

有 ( ) , ( )R n R n= =A B ，故矩阵 A 的行向量组线性无关，B 的列向量组线性无关，即（C）正确． 

（16）（B）.  （17）（D）.  （18）（B）. 

4.3.3  利用矩阵的初等行变换，有 

T T T T T
1 2 3 4( , , , , )α α α α β

1 2 4 0 4

0 1 2 1 4

1 0 3 2 1

0 5 0 5 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 4 0 4

0 1 2 1 4

0 0 5 0 13

0 0 0 0 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

可得 T T T T T T T T T
1 2 3 4 1 2 3 4( , , , , ) ( , , , )R R≠α α α α β α α α α ，因此 β 不可由 1 2 3 4, , ,α α α α 线性表示．  

4.3.4  利用矩阵的初等行变换，有 

T T T T
1 2 3( , , , )α α α β 2

2

1 0 1

0 2 1 1

0 1 2 2

λ
λ λ

λ λ λ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2

2

1 0 1

0 1 2 2

0 0 5 4 1

λ
λ λ λ

λ λ λ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − − +⎝ ⎠

， 

当 5λ ≠ − 时， β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示． 且 

2

1 2 3

1 ( 1)( 2) 4 1

5 5 5

λ λ λ λ λ
λ λ λ
+ + + + −

= − + +
+ + +

β α α α ． 

4.3.5  利用矩阵的初等行变换，有 
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1 2 3 1 2( , , , , )α α α β β

1 1 3 2 1

0 1 1 1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 2 3 1

0 1 1 1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

由于 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , ) 1, 2iR R i= =α α α β α α α ， ，因此Ⅱ可由Ⅰ线性表示，并且 

1 1 2 2 1 23 , 2= − = − +β α α β α α ． 

4.3.6  利用矩阵的初等行变换，有 

( )T T T
1 2 3, ,α α α

1 1 0

2 3 1

3 5 2

2 2t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 0

0 1 1

0 2 2

0 2 2t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

1 1 0

0 1 1

0 0 0

0 0 4t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

， 

当 4t ≠ 时， T T T
1 2 3( , , ) 3R =α α α ， 1 2 3, ,α α α 线性无关； 

当 4t = 时， T T T
1 2 3( , , ) 2 3R = <α α α ， 1 2 3, ,α α α 线性相关，且 3 1 2= − +α α α ． 

4.3.7  β 可由向量组 1 2, , , mα α α 线性表示，故存在 1 2, , , mk k k 使得 

1 1 2 2 m mk k k= + + +β α α α ． 

⇒设存在 1 2, , , ml l l 使得 

1 1 2 2 m ml l l+ + + =α α α 0 ， 

因此 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )m m mk l k l k l= + + + + + +β α α α ， 

由于 β 可由向量组 1 2, , , mα α α 唯一线性表示，所以 

1 1 1 2 2 2, , , m m mk k l k k l k k l= + = + = +  

故 1 2 0ml l l= = = = ，因此 1 2, , , mα α α 线性无关； 

⇐设 1 1 2 2 m ml l l= + + +β α α α ，因此 

1 1 2 2 1 1 2 2m m m mk k k l l l+ + + = + + +α α α α α α ， 

即 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )m m mk l k l k l− + − + + − =α α α 0， 

由于 1 2, , , mα α α 线性无关，因此 1 1 2 2, , , m mk l k l k l= = = ，即表示法唯一． 

4.3.8  设存在 1 2, , , mk k k 使得 

1 1 2 2 m mk k k+ + + =β β β 0， 

因此 

1 1 2 2 2 3 1( ) ( ) ( )m mk k k+ + + + + + =α α α α α α 0， 

即 

1 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )m m m mk k k k k k−+ + + + + + =α α α 0， 

由于 1 2, , , mα α α 线性无关，因此 



第 4 章  向量组的线性相关性 ·105· 

1

1 2

1

0

0

0

m

m m

k k

k k

k k−

+ =⎧
⎪ + =⎪
⎨
⎪
⎪ + =⎩

. 

此齐次线性方程组的系数行列式为 11 ( 1)m++ − ，因此m 为偶数时，系数行列式为零，此齐次线

性方程组有非零解，故 1 2, , , mβ β β 线性相关；当m 为奇数时，系数行列式不为零，此齐次线

性方程组只有零解，故 1 2, , , mβ β β 线性无关． 

4.3.9  ⇒ A 可逆，则 

( )1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n n nR R R n= = =Aε Aε Aε A ε ε ε ε ε ε ， 

因此 1 2, , , nAε Aε Aε 线性无关． 

⇐由 1 2, , , nAε Aε Aε 线性无关，有 1 2 1 2, , , , , , 0n n= ≠Aε Aε Aε A ε ε ε ，因此 0≠A ，

即 A 可逆． 
4.3.10  设存在 1 2 3, ,k k k ，使得 

1 1 2 2 3 3k k k+ + =α α α 0， 

等式两边左乘 A ，由 1 =Aα 0，有   

2 2 3 3 2 1 3 3k k k k+ = + =Aα Aα α Aα 0 ， 

等式两端再左乘 A ，得      
2

2 1 3 3 3 1k k k+ = =Aα A α α 0， 

由于 1 0≠α ，故 3 0k = ，从而 2 0k = ，进而 1 0k = ，因此 1 2 3, ,α α α 线性无关． 

4.3.11  利用矩阵的初等行变换，有 

T T T T T
1 2 3 4 5( , , , , )α α α α α

1 0 3 1 2

1 3 0 2 1

2 1 7 2 5

4 2 14 0 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 3 0 2

0 1 1 0 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

（1） T T T T T
1 2 3 4 5( , , , , ) 3R =α α α α α ；  

（2） 1 2 4, ,α α α 为一个极大无关组，并且有 3 1 23= +α α α ， 5 1 22= +α α α ．  

4.3.12  依题，设两个向量组的极大无关组分别为：  

Ⅰ： 1 2, , , mα α α ，   Ⅱ： 1 2, , , mβ β β ， 

并且Ⅰ可由Ⅱ线性表示，则存在 ( )i j m ma ×=A 使得 

1 2( )mα α α

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

( )

m

m
m

m m mm

a a a

a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β 1 2( )m= β β β A
记

，

 
因此有 

1 2( )mm R= α α α 1 2(( ) ) ( )mR R m= β β β A A≤ ≤ ， 
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故 ( )R m=A ，从而 A 可逆．所以 

1 2( )m =β β β 1
1 2( )m

−α α α A ， 

即Ⅱ可由Ⅰ线性表示，因此这两个向量组等价． 
4.3.13  记向量组 1 2, , , sα α α 为Ⅰ，向量组

1 2
, , ,

mi i iα α α 为Ⅱ，从Ⅰ中去掉Ⅱ中向量后，剩

余的向量构成向量组Ⅲ，因此Ⅲ与Ⅱ合并就是Ⅰ，所以Ⅰ的秩≤ Ⅱ的秩+Ⅲ的秩≤ Ⅱ的秩

+ s m− ，即Ⅱ的秩 r m s+ −≥ ． 

4.3.14  对系数矩阵进行初等行变换，  

1 2 2 1

2 1 2 2

1 1 4 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

A →
1 2 2 1

0 1 2 4 3

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→
1 0 2 5 3

0 1 2 4 3

0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4

2 3 4

5
2

3
4

2
3

x x x

x x x

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = − −
⎪⎩

， 

方程组的基础解系为 T
1 (2, 2,1, 0)= −η ， T

2 (5, 4, 0, 3)= −η ，方程组的通解为 

=x 1 1 2 2c c+η η （ 1 2,c c 为任意实数）． 

4.3.15  对增广矩阵施以初等行变换，  

1 1 2 3 0 1 1 2 3 0 1 0 4 1 1

( ) 2 1 6 4 1 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1

3 2 8 7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4

2 3 4

1 4

1 2 2

x x x

x x x

= − + −⎧
⎨ = − −⎩

， 

此方程组的一个特解 T( 1,1, 0, 0)= −η ．对应的导出组为 

1 3 4

2 3 4

4

2 2

x x x

x x x

= −⎧
⎨ = − −⎩

， 

导出组的基础解系， T
1 (4, 2,1, 0)= −η ， T

2 ( 1, 2, 0,1)= − −η ．因此线性方程组的通解为 

=x 1 1 2 2c c+ +η η η  （ 1 2,c c 为任意实数）． 

4.3.16  对增广矩阵施以初等行变换，有 

( )A b =

1 1 1 3

1 1 1 0

1 1 1

λ
λ

λ λ

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

1 1 1 3

0 ( 3) 0 2( 3)

0 3

λ
λ λ λ

λ λ λ

+⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − + − +⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

， 

故 0, 3λ ≠ − 时，方程组有唯一解；当 0λ = 时， 
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( )A b

1 1 1 3

0 0 0 1

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

有 ( ) ( )R R≠A A b ，方程组无解；当 3λ = − 时， 

( )A b

1 2 1 3

0 0 0 0

0 3 3 6

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 2 1 3

0 1 1 2

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 0 1

0 1 1 2

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

有 ( ) ( ) 2 3R R= = <A A b ，方程组有无穷多解；上述矩阵对应的方程组为 

1 2

3 2

1

2

x x

x x

= +⎧
⎨ = +⎩

， 

非齐次线性方程组的一个特解 T( )1, 0, 2=η ．对应的导出组为 

1 2

3 2

x x

x x

=⎧
⎨ =⎩

， 

方程组基础解系为 T
1 ( )1,1,1=η ．因此齐次线性方程组的通解为 

=x 1 1c+η η  （ 1c 为任意实数）． 

4.3.17  对增广矩阵施以初等行变换， 

( )A b

1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 6 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2

a

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

1 0 1 1 5 2

0 1 2 2 6 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2

a

b

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

， 

因此 0a = 且 2b = 时，方程组有解；此时 

1 0 1 1 5 2

0 1 2 2 6 3
( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3 4 5

2 3 4 5

2 5

3 2 2 6

x x x x

x x x x

= − + + +⎧
⎨ = − − −⎩

， 

方程组的一个特解为 T( 2, 3, 0, 0, 0)= −η ，对应的导出组为 

1 3 4 5

2 3 4 5

5

2 2 6

x x x x

x x x x

= + +⎧
⎨ = − − −⎩

， 

基础解系为 
T

1 (1, 2,1, 0, 0)= −η ， T
1 (1, 2, 0,1, 0)= −η ， T

3 (5, 6, 0, 0,1)= −η ， 

故非齐次方程组的通解为 

=x 1 1 2 2 3 3c c c+ + +η η η η （ 1 2 3, ,c c c 为任意实数）． 
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4.3.18  利用矩阵的初等行变换有 

2 2

1 2 1 2 1 0 1 2t 2 2

0 1 0 1

1 0 1 0 0 ( 1) ( 1)

t

t t t t

t t t

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

由解空间的维数是 2，有 ( ) 4 2 2R = − =A ，因此 1t = ，此时上述矩阵对应的方程组为  

1 3

2 3 4

0

0

x x

x x x

− =⎧
⎨ + + =⎩

， 

基础解系为 T
1 (1, 1,1, 0)= −η ， T

2 (0, 1, 0,1)= −η ，因而可得此方程组的通解为 

=x 1 1 2 2c c+η η （ 1 2,c c 为任意实数）． 

4.3.19  由于 2 3 4, ,α α α 线性无关， 2 3,α α 又可以表示 1α ，有 ( ) 3R =A ，进而 =Ax β 的导出

组 =Ax 0 的基础解系中只含有一个解向量．再由 1 2 32= −α α α ，有 1 2 32 0− + =α α α ，因此
T

1 (1, 2,1, 0)= −η 是 =Ax 0 的一个非零解．由 1 2 3 4= + + +β α α α α ， T(1,1,1,1)=η 是 =Ax β 的一

个特解．故方程组的通解为 =x 1 1c+η η ，其中 1c 为任意常数． 

4.3.20  由于 A 是秩为3的5 4× 矩阵，因此 =Ax b 的导出组 =Ax 0 基础解系中只含有一个

解向量，而 

[ ]1 2 1 2 3(3 ) ( 2 ) 4 4+ − + + = − =A α α α α α b b 0， 

因此 

( ) ( )1 1 2 1 2 3

0

4
3 2

6

8

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= + − + + =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η α α α α α  

是导出组 =Ax 0 基础解系，又由 1 2 3( 2 ) 4+ + =A α α α b ，因此 

1 2 3

2

02 1
04 4

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+ + ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α
η  

是方程组 =Ax b 的一个特解，故原方程组的通解为 
=x

1 1c+η η ， 

其中 1c 为任意实数． 

4.3.21  设 A 的一个行向量为 1 2 3( , , )a a a ，由已知

1 3

2 , 2

3 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

为对应的导出组 =Ax 0 的基础

解系，因此有 

1 2 3

1 2 3

2 3 0

3 2 0

a a a

a a a

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

， 
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对此方程组的系数矩阵施以初等行变换： 

1 2 3 1 0 1

3 2 1 0 1 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
→⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3

2 32

a a

a a

=⎧
⎨ = −⎩

， 

基础解系为

1

2

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，因此可取 A 为 ( )1 2 1− ，故导出组为： 

1 2 32 0x x x− + = ． 

又由

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

为方程组 =Ax b 的一个特解，因此 1 2 ( 1) 1 4b = − × − + = ，故所求方程为 

1 2 32 4x x x− + = ． 

4.3.22  由 =Aη b 可得λ μ= ，进而有 

2 1 1 2 0

( ) 0 1 3 1 1

1 1 0λ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b

2 1 1 2 0

0 1 3 1 1

1 1
0 0 0

2 2
λ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

当λ ≠ 1

2
时， 

2 1 1 2 0

( ) 0 1 3 1 1

0 1 1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b

1 0 0 1 0

0 0 2 1 1

0 1 1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 2 0 1

0 0 2 1 1

0 1 1 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3

2 3

4 3

1 2

1 2

x x

x x

x x

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

， 

方程组的一个特解为

1

0

0

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ，导出组为 

1 3

2 3

4 3

2

2

x x

x x

x x

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

， 
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基础解系为 1

2

1

1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

η ，因此方程组的通解为 =x 1 1c+η η ，其中 1c 为任意常数． 

当
1

2
λ = 时， 

2 1 1 2 0

( ) 0 1 3 1 1

0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b

2 0 2 1 1

0 1 3 1 1

0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 0 2 1 1

2 1 5 0 2

0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

上述矩阵对应的方程组为 

2 1 3

4 1 3

2 2 5

1 2 2

x x x

x x x

= + −⎧
⎨ = − − +⎩

， 

方程组的一个特解为

0

2

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

u ，导出组为 

2 1 3

4 1 3

2 5

2 2

x x x

x x x

= −⎧
⎨ = − +⎩

， 

基础解系为 1 2

1 0

2 5
,

0 1

2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u u ，因此方程组的通解为 =x 2 1 3 2c c+ +u u u ，其中 2 3c c， 为任

意实数． 

4.3.23 

1 2 3 1 2 3

1 2 0 1 0 4

2 1 6 8 3 7
( , , , , , )

0 1 2 2 1 1

2 4 2 2 2 10

1 2 0 1 0 4

0 1 2 2 1 5
,

0 0 0 0 0 4

0 0 2 0 2 2

t

a a a

t

a a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟
− − − − − −⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

α α α β β β

 

由于Ⅰ是方程组 =Ax 0 的基础解系，故 1 2 3, ,α α α 线性无关，因此 2a ≠ ，此时 

1 2 3 1 2 3( , , , , , )α α α β β β

1 2 0 1 0 4

0 1 2 2 1 5

0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 0 4t

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

， 
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因此 4t = 时， 1 2 3, ,α α α 与 1 2 3, ,β β β 等价，即Ⅱ也是方程组 =Ax 0 基础解系． 

4.3.24  由 1−=ABA B 整理可得 ( )( )− + =E AB E AB 0 ，因此有 

( ) ( )R R n+ + −E AB E AB ≤ ， 

再由 

( ) ( ) ( ) ( )R R R R n+ + − + + − = =E AB E AB E AB E AB E≥ ， 

故 ( ) ( )R R n+ + − =E AB E AB ． 

4.3.25  依题有     

( ) ( )1 2 3 1 2 3

1 0 1

2 2 0

0 3 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β α α α ， 

而

1 0 1

2 2 0

0 3 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

为可逆矩阵，因此 

( ) ( )

1

1 2 3 1 2 3

1 0 1

2 2 0

0 3 3

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α β β β ， 

从而 1 2 3, ,α α α 与 1 2 3, ,β β β 等价，故 1 2 3, ,β β β 也是 =Ax 0 的基础解系． 

4.3.26  （1）（反正法）设 1 2, , , , n r−η ξ ξ ξ 线性相关，则η可由向量组 1 2, , , n r−ξ ξ ξ 线性表

示，从而η是齐次线性方程组 =Ax 0 的解（与题设矛盾）．因此结论成立； 

（2）设存在 1 2 1, , , n rk k k − + ，使得 

1 1 2 2 1( ) ( ) ( )n r n r n rk k k k− − − ++ + + + + + + =ξ η ξ η ξ η η 0 ， 

整理得 

1 1 2 2 n r n rk k k − −+ + +ξ ξ ξ 1 2 1( )n r n rk k k k− − ++ + + + + =η 0 ， 

由（1）已证 1 2, , , , n r−η ξ ξ ξ 线性无关，则有 

1 2 1 0n r n rk k k k− − += = = = = ， 

所以有 1 2, , , ,n r−+ + +ξ η ξ η ξ η η线性无关． 

4.3.27  设 1 2( , , , )r=A α α α ， 1 2( , , , )r=AB β β β ，有 

1 2( , , , )rβ β β = 1 2( , , , )rα α α B ， 

由于 B 为可逆矩阵，从而有 

1
1 2 1 2( , , , ) ( , , , )r r

−=α α α β β β B ， 

因此 1 2, , , rα α α 与 1 2, , , rβ β β 等价，故 A 的 r 个列向量为某个齐次线性方组的基础解系时，

AB 的 r 个列向量也为该齐次线性方程组的一个基础解系． 
4.3.28  由 A 的行向量线性无关有 ( )R m=A ，因此 =Ax 0 的基础解系中含有 n m− 个解向

量．由 B 的列向量线性无关，有 ( )R n m= −B ．再由 =AB O 有 B 的列向量均为 =Ax 0 的解，
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且 B 的列向量构成 =Ax 0 的基础解系．因此η可表示为 B 的列向量的线性组合，所以 =Bx η

有解，又由 ( )R n m= −B ，故 ηBx = 有唯一解． 

4.3.29  设方程组 

Ⅲ： 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

2 2 2 0

0

3 2 0

3 2 0

3 3 0

x x x x

x x ax

x x x x

x x x x

x x bx

+ + − =⎧
⎪ − + =⎪⎪ + + + =⎨
⎪ + + − =⎪
⎪ + + =⎩

， 

方程组Ⅰ与Ⅱ有非零公共解等价于Ⅲ有非零解，对Ⅲ的系数矩阵进行初等变换有 

2 2 2 1

1 0 1

1 3 2 1

3 2 1 1

3 3 0

a

b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3 2 1

0 1 1 1

0 0 6 4 1

0 0 0 1

0 0 0 1

b

b

b

b a

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎜ ⎟
⎜ ⎟→ − +
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

， 

因此 1, 0b a= = 时，进一步可求得方程组Ⅲ有非零解 T
1(5, 7, 5, 6)c − ，其中 1c 为任意常数． 

4.3.30 （1）记 1 2 3

1 2 2

( , , ) 1 1 2

0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A α α α ， 1 2 3

1 1 1

( , , ) 0 1 1

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B β β β ， 

因此有 1 2 3, ,α α α 到 1 2 3, ,β β β 的过渡矩阵为 

1−=P A B

1
1 2 2 1 1 1

1 1 2 0 1 1

0 0 2 0 0 1

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 0 1

− −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

1 1 0

1 0 0

0 0 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（2）由（1）有 1 2 3( , , )α α α 1
1 2 3( , , ) −= β β β P ，从而 

1 2 3= + +α α α α 1 2 3

1

( , , ) 1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α 1
1 2 3

1

( , , ) 1

1

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β P 1 2 3

1

( , , ) 2

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β ， 

故α在基 1 2 3, ,β β β 下的坐标为1, 2, 2 ． 

4.3.31  由题意 

1 2 3( , , )α α α 1 2 3

1 1 1

( , , ) 1 1 0

2 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

β β β ， 

而

1 1 1

1 1 0

2 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

为可逆矩阵，因此 

1 2 3( , , )β β β

1

1 2 3

1 1 1

( , , ) 1 1 0

2 1 1

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

α α α ， 
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故 1 2 3, ,α α α 与 1 2 3, ,β β β 等价，因此 1 2 3, ,α α α 为 3R 的一组基，且有 

η 1 2 3

6

( , , ) 1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

β β β

1

1 2 3

1 1 1 6

( , , ) 1 1 0 1

2 1 1 1

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α 1 2 3

1

( , , ) 2

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

因此η在基 1 2 3, ,α α α 下的坐标为1, 2, 3． 

4.3.32 （1）依题有 

1 1

2 2

3 3

1 1 1

1 1 0

1 0 2

y x

y x

y x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

而 

1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α α
1

1 2 3 2

3

( , , )

y

y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β ， 

所以由基 1 2 3, ,β β β 到 1 2 3, ,α α α 的过渡矩阵

1 1 1

1 1 0

1 0 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P . 

（2）由（1） 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )=α α α β β β P ，有 

1
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) −=β β β α α α P

1

1 2 3

1 1 1

( , , ) 1 1 0

1 0 2

−− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α  

                   

1 0 3 2 2 1

2 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 0

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

1 1 1

4 3 1

3 4 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

即 1 2 3

1 1 1

4 , 3 , 1

3 4 2

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β ．  

4.5  综合提高训练 

例 4.5.1  【2011（2）】设 1 2 3 4( )=A α α α α， ， ， 是 4 阶矩阵， ∗A 是 A 的伴随矩阵，若 T( )1, 0,1, 0

是方程组 =Ax 0 的一个基础解系，则 ∗ =A x 0 的基础解系可为（    ）． 
（A） 1 3,α α ；    （B） 1 2,α α ；    （C） 1 2 3, ,α α α ；    （D） 2 3 4, ,α α α ． 

解  由 =Ax 0 的基础解系中只有一个解向量，有 ( ) 4 1 3R = − =A ，进而 ( ) 1R ∗ =A ，所以
∗ =A x 0 的基础解系中含有 3 个解向量．再由 ( ) 3R =A ，可知 1 2 3 4( , , , ) 3R =α α α α ，又

T( )1, 0,1, 0 =A 0，因此 

T
1 2 3 4( )(1, 0, 1, 0) =α α α α 0， 
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即 1 3+ =α α 0， 1 3,α α 线性相关，因此 2 3 4, ,α α α 线性无关．由于 ∗ = =A A A E O ，有 

1 2 3 4( , , , )∗ =A α α α α O， 

所以 1 2 3 4, , ,α α α α 是 ∗ =A x 0 的解向量．因此 2 3 4, ,α α α 可为 ∗ =A x 0 基础解系．故（D）正确． 

例 4.5.2  【2005（2）】确定常数 a ，使向量组 1 2 3

1 1

1 , , 1

1 1

a

a

a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α 可由向量组

1 2 3

1 2 2

1 , ,

4

a a

a a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β 线性表示，但向量组 1 2 3, ,β β β 不能由向量组 1 2 3, ,α α α 线性表示． 

解  利用矩阵的初等行变换，有 

1 2 3 1 2 3

1 2 2 1 1

( , , , , , ) 1 1 1

4 1 1

a

a a a

a a a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β α α α
2

1 2 2 1 1

0 2 2 0 1 1

0 0 4 0 3(1 ) (1 )

a

a a a a

a a a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ + + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

， 

由于 1 2 3, ,α α α 可由 1 2 3, ,β β β 线性表示，因此 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , , ), 1, 2, 3iR R i= =β β β β β β α ， 

从而 2, 4a ≠ − ； 

             1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 2

( , , , , , ) 1 1 1

1 1 4

a

a a a

a a a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α β β β  

                            

1 1 1 2 2

0 1 1 0 2 2

0 0 ( 2)(1 ) 0 3 6 4 2

a

a a a a

a a a a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − − + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − + +⎝ ⎠

， 

由于 1 2 3, ,β β β 不能由 1 2 3, ,α α α 线性表示，因此至少存在一个 i使得 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )iR R≠α α α α α α β ， 

因此 1a = 或 2a = − ．综上，可知 1a = 为所求． 

例 4.5.3  【2006（3）】设四维向量组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4
, , ,

1 2 3 4

1 2 3 4

a

a

a

a

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α α ， 

问 a为何值时， 1 2 3 4, , ,α α α α 线性相关？当 1 2 3 4, , ,α α α α 线性相关时，求一个极大无关组，并将

其余向量用该极大无关组线性表示． 

解  利用矩阵的初等行变换，有 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4
( )

1 2 3 4

1 2 3 4

a

a

a

a

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟= =
⎜ ⎟+
⎜ ⎟

+⎝ ⎠

A α α α α

1 2 3 4

0 0

0 0

0 0

a

a a

a a

a a

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

. 
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当 0a = 时， 

1 2 3 4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， 

此时 ( ) 1R =A ， 1 2 3 4, , ,α α α α 线性相关， 1α 为一个极大无关组，且 

2 1 3 1 4 12 , 3 , 4= = =α α α α α α ； 

当 0a ≠ 时， 

1 2 3 4 10 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 1 0 0 1

a a+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

当 10a = − 时， ( ) 3R =A ， 1 2 3 4, , ,α α α α 线性相关， 2 3 4, ,α α α 为一个极大无关组，且 

1 2 3 4= − − −α α α α ． 

例 4.5.4  【2004（3）】设 

1 2 3

1 1 1 1

2 , 2 , 2 , 3

0 3 2 3

a b

a a b

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + = − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α β ， 

讨论 ,a b 为何值时， 

（1） β 不能由 1 2 3, ,α α α 线性表示；   

（2） β 可由 1 2 3, ,α α α 唯一线性表示，并求出表达式； 

（3） β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，但表达式不唯一，并求出表达式． 

解  利用矩阵的初等行变换，有 

1 2 3

1 1 1 1

( ) ( ) 2 2 2 3

0 3 2 3

a b

a a b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

A β α α α β

1 1 1 1

0 1

0 0 0

a b

a b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 

（1） 0a = 时， 

( )A β
1 1 1 1

0 0 0

0 0 0 1

b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

此时 ( ) ( )R R≠A A β ， β 不能由 1 2 3, ,α α α 线性表示． 

（2） 0a ≠ 且 a b≠ 时， ( ) ( ) 3R R= =A A β ， β 可由 1 2 3, ,α α α 唯一线性表示， 

1 2

1 1
1

a a
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

β α α ． 
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（3） 0a b= ≠ 时， 

( )A β

1 1 1 1

1
0 1 1

0 0 0 0
a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→ −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
1 0 0 1

1
0 1 1

0 0 0 0

a

a

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

此时 ( ) ( ) 2 3R R= = <A A β ， β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表示，但表示式不唯一，  

1 2 3

1 1
1 c c

a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β α α α ， 

其中 c 为任意常数． 

例 4.5.5  【 2011（ 1， 3）】设向量组 1 2 3

1 0 1

0 , 1 , 3

1 1 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α α α ，不能由向量组

1 2 3

1 1 3

1 , 2 , 4

1 3 a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β 线性表示． 

（1）求 a的值； 
（2）将 1 2 3, ,β β β 用 1 2 3, ,α α α 线性表示． 

解 （1） 1 2 3 1 2 3( )β β β α α α

1 1 3 1 0 1

1 2 4 0 1 3

1 3 1 1 5a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                              

1 1 3 1 0 1

0 1 1 1 1 2

0 2 3 0 1 4a

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

                              

1 1 3 1 0 1

0 1 1 1 1 2

0 0 5 2 1 0a

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

， 

由于 1 2 3, ,α α α 不能由 1 2 3, ,β β β 线性表示，故 5a = ；  

（2）当 5a = 时， 

1 2 3 1 2 3

1 0 1 1 1 3

( ) 0 1 3 1 2 4

1 1 5 1 3 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α β β β

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

0 1 4 0 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                             

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

0 0 1 1 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠
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1 0 0 2 1 5

0 1 0 4 2 10

0 0 1 1 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

， 

故 

1 1 2 32 4= + −β α α α ， 2 1 22= +β α α ， 3 1 2 35 10 2= + −β α α α ． 

例 4.5.6  【2009（1,3）】设

1 1 1

1 1 1

0 4 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ， 1

1

1

2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 

（1）求满足 2 1=Aξ ξ ， 2
3 1=A ξ ξ 的所有向量 2ξ ， 3ξ ； 

（2）对（1）中的任意向量 1 2 3, ,ξ ξ ξ ，证明 1 2 3, ,ξ ξ ξ 线性无关． 

解 （1）利用矩阵的初等行变换，有  

1

1 1 1 1

( ) 1 1 1 1

0 4 2 2

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ξ

1 1 1 1

0 2 1 1

0 0 0 0

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 1 0 0

0 2 1 1

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 2

3 21 2

x x

x x

= −⎧
⎨ = −⎩

， 

从而 1=Ax ξ 的特解为

0

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，对应的导出组的基础解系为

1

1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，因此 

2

0 1

0 1

1 2

c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ， 

其中 c 为任意实数．再由 

2

2 2 0

2 2 0

4 4 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， 2
1

2 2 0 1

( ) 2 2 0 1

4 4 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ξ

1
1 1 0

2
0 0 0 0

0 0 0 0

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟

→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故 2
1=A x ξ 的特解为

1

2
0

0

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，对应的导出组的基础解系为

1

1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

和

0

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，因此 

3 1 2

1
1 0

2
1 0

0
0 1

0

c c

⎛ ⎞ −− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

ξ ， 
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其中 1 2c c、 为任意实数． 

（2）由于 

1 2 3| |ξ ξ ξ

1

1

2

1
1

2
1

2 1 2

c c

c c

c c

− − −

= −
− +

1

2

1
0 0

2
1

1 0
2

2 1 2

c c

c c

−

= − = − ≠
− +

， 

故 1 2 3, ,ξ ξ ξ 线性无关．  

例 4.5.7  【2005（3）】已知线性方程组Ⅰ：

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0

2 3 5 0

2 0

x x x

x x x

x x ax

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

和Ⅱ：
1 2 3

2
1 2 3

0

2 ( 1) 0

x bx cx

x b x c x

+ + =⎧⎪
⎨

+ + + =⎪⎩

同解．求 a b c、 、 的值． 

解  显然Ⅱ有非零解，因此Ⅰ也有非零解．对于Ⅰ，利用矩阵的初等行变换有 

1 2 3

2 3 5

1 1 a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

1 0 1

0 1 1

0 0 2a

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 

故 2a = ．进一步可解得 T( 1, 1,1)− − 是Ⅰ的基础解系，再将其代入Ⅱ中有 

2

1 0

2 ( 1) 0

b c

b c

− − + =⎧⎪
⎨
− − + + =⎪⎩

，

 

因此有 

1

2

b

c

=⎧
⎨ =⎩

  或  
0

1

b

c

=⎧
⎨ =⎩

，

 

当 1,b = 2c = 时， 

1 1 2 1 0 1

2 1 3 0 1 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B ， 

此时Ⅰ与Ⅱ同解；当 0,b =  1c = 时， 

1 0 1 1 0 1

2 0 2 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B ， 

此时Ⅰ与Ⅱ不同解．因此 2,a =  1,b =  2,c = 时，Ⅰ与Ⅱ同解． 

例 4.5.8  【2007（1，3）】设线性方程组

1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

0

2 0

4 0

x x x

x x ax

x x a x

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

与方程 1 2 32 1x x x a+ + = − 有

公共解，求 a的值及所有的公共解． 

解  设 ξ 为公共解，则 ξ 是方程组 
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1 2 3

1 2 3

2
1 2 3

1 2 3

0

2 0

4 0

2 1

x x x

x x ax

x x a x

x x x a

+ + =⎧
⎪ + + =⎪
⎨

+ + =⎪
⎪ + + = −⎩

 

的解，对此方程组的增广矩阵进行初等行变换， 

2

1 1 1 0

1 2 0
( )

1 4 0

1 2 1 1

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

A b 2

1 1 1 0

0 1 1 0

0 3 1 0

0 1 0 1

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
 

                          

1 0 1 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 ( 1)( 2)

a

a

a a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

，  

因此 1a = 或 2a = 时， ( ) ( )R R=A A b ，上述方程组有解．当 1a = 时， 

1 0 1 0

0 1 0 0
( )

0 0 0 0

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

可得公共解为 T
1( 1, 0,1)c − ，其中 1c 为任意的数；当 2a = 时， 

1 0 1 1

0 1 0 1
( )

0 0 1 1

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

可得公共解为 T(0,1, 1)− ． 

例 4.5.9  【2008（1，3）】设 n 元方程组 =Ax b ，其中 

2
1

2
2

2

2 1

2 1 1

2 0
, ,

2 1 0

2
n

n

a

xa a

xa a

xa

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A x b ． 

（1）证明： ( 1) nn a= +A ；   

（2） a为何值时，该方程组有唯一解，并求出解 1x ； 

（3） a为何值时，该方程组有无穷多解，并求出通解．   

解 （1）由题意，有 
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2

2 2

2 2

2 1 2 1

2 1 0 3 2 1

2 2

2 1 2 1

2 2

a a

a a a

a a a a

a a

a a a a

= =A

 

                 

2

2 1

0 3 2 1

4 3
( 1)

( 1) 1

( 1)

n

a

a

a
n a

na n

a n a n

= = +

−
+

；  

（2）由（1）知，当 0a ≠ 时， 0≠A ，此时该方程组有唯一解．由克莱姆法则 

2

2 2
1

1

2 2
1

1 1 2 1

0 2 1 2 1

2 2

2 1 2 1

2 2

n

n n

a

a a a

a a a a
na

a a

a a a a

−

−

= = =A ， 

因此 1
1 ( 1)

n
x

n a
= =

+
A

A ；  

（3）当 0a = 时， 
0 1

0 0 1

0 0

0 1

0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， 

此时 ( ) ( ) 1R R n= = −A A b ，因此该方程组有无穷多解． =Ax b 的特解为

0

1

0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

u ，对应的导出

组的基础解系为

1

0

0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

v ，因此 =Ax b 的通解为 c+u v ，其中c为任意实数． 
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例 4.5.10  【2013（1，3）】设
1

1 0

a⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，
0 1

1 b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ．当 ,a b 为何值时，存在矩阵C 使

得 − =AC CA B ，并求所有矩阵C ． 

解  由题意，设 1 2

3 4

x x

x x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ，代入 − =AC CA B ，整理有 

2 3 1 2 4

1 3 4 2 3

0 1

1

x ax ax x ax

x x x x ax b

− + − + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⎝ ⎠⎝ ⎠ ， 

从而有 

2 3

1 2 4

1 3 4

2 3

0

1

1

x ax

ax x ax

x x x

x ax b

− + =⎧
⎪− + + =⎪
⎨ − − =⎪
⎪ − =⎩

， 

即若矩阵C 存在，则方程组有解，而 

0 1 0 0 1 0 1 1 1

1 0 1 0 1 0 0
( )

1 0 1 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0

a

a a a

a

a b b

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

因此可得 1, 0a b= − = ，并且此时 

1 0 1 1 1

0 1 1 0 0
( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

返回方程组为 

1 3 4

2 3

1x x x

x x

= + +⎧
⎨ = −⎩

， 

令 3 1 4 2,x c x c= = ，则其全部解为 

1 1 2

2 1

3 1

4 2

1x c c

x c

x c

x c

= + +⎧
⎪ = −⎪
⎨ =⎪
⎪ =⎩

， 

其中 1 2c c、 为任意实数，且 1 2 1

1 2

1 c c c

c c

+ + −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ． 

例 4.5.11  【2012（1,3）】设

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

a

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，

1

1

0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β ， 
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（1）计算行列式 | |A ；   

（2）当实数 a 为何值时，方程组 βAx = 有无穷多解，并求其通解． 

解 （1） 4

2

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
| | 1

0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1

a a

a a
a

a a

a a

= = = −A ； 

（2）利用矩阵的初等行变换，有

 
               

1 0 0 1

0 1 0 1
( )

0 0 1 0

0 0 1 0

a

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A β

2

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 1

a

a

a

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

 

                    

3 2

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 1

a

a

a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
4 2

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

a

a

a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

， 

因此
4

2

1 0

0

a

a a

⎧ − =⎪
⎨
− − =⎪⎩

，即 1a = − 时，方程组 =Ax β 有无穷多解．当 1a = − 时， 

1 1 0 0 1

0 1 1 0 1
( )

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A β

1 0 0 1 0

0 1 0 1 1

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

=Ax β 的特解为

0

1

0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，对应的导出组的基础解系为

1

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故方程组的通解为 

0 1

1 1

0 1

0 1

c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x ， 

其中 c 为任意常数． 

例 4.5.12  【2010（1，3）】已知

1 1

0 1 0 , 1

1 1 1

aλ
λ

λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ，已知方程组 =Ax b 存在两

个不同的解． 
（1）求 , aλ 的值； 

（2）求方程组 =Ax b 的通解．  

解  （1）由条件知 | | 0=A ，因此 2( 1) ( 1) 0λ λ− + = ，即 1 21, 1λ λ= = − ．若 1 1λ = ，则
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( ) 1, ( ) 2R R= =A A b ，此时方程组无解；由于方程组有解，所以必有 2 1λ = − ，此时 

1 1 1 1 1 1

( ) 0 2 0 1 0 2 0 1

1 1 1 1 0 2 0 1

a a

a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b

1 1 1

0 2 0 1

0 0 0 2

a

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

， 

由于方程组有解，故 ( ) ( ) 2R R= =A A b ，因此 2a = − ． 

（2）当 2 1λ = − ， 2a = − 时，此时 

1 1 1 2 1 0 1 3 2

( ) 0 2 0 1 0 1 0 1 2

0 0 0 0 0 0 0 0

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

故方程组的通解为

3 2 1

1 2 0

0 1

c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x ，其中 c 为任意实数． 

例 4.5.13  【2006（1）】已知非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

4 3 5 1

3 1

x x x x

x x x x

ax x x bx

+ + + = −⎧
⎪ + + − = −⎨
⎪ + + + =⎩

有三个线性无关

的解． 
（1）证明方程组的系数矩阵 A 的秩 ( ) 2R =A ；（2）求 ,a b 的值及方程组的通解． 

解 （1）设 1 2 3, ,α α α 是上述方程组的三个线性无关的解向量，从而 1 3 2 3,− −α α α α 也线性

无关，且是对应的导出组的两个线性无关的解，因此导出组的基础解系所含有的向量的个数

2≥ ，即 4 ( ) 2R− A ≥ ， ( ) 2R A ≤ ；而 A 中有 2阶子式
1 1

1 0
4 3

= − ≠ ，因此 ( ) 2R A ≥ ，故 ( ) 2R =A . 

（2）

1 1 1 1 1

( ) 4 3 5 1 1

1 3 1a b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b

1 0 2 4 2

0 1 1 5 3

0 0 4 2 4 5 4 2a a b a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

，因为 ( ) 2R =A ，因

此 2, 3a b= = − ，此时 

1 0 2 4 2

( ) 0 1 1 5 3

0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

方程组的通解为 

1 2

2 2 4

3 1 5

0 1 0

0 0 1

c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x ， 

其中 1 2c c、 为任意实数． 

例 4.5.14  【2005（1）】已知三阶方阵 A 的第一行是 ( , , )a b c （ , ,a b c 不全为零），矩

阵

1 2 3

2 4 6

3 6 k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B （ k 为常数），且 =AB O ．求线性方程组 =Ax 0 的通解． 
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解  由 , ,a b c 不全为零知 ( ) 1R A ≥ ；由 =AB O 知 =Ax 0 有非零解，因此 ( ) 2R A ≤ ，故

( ) 1R =A 或 ( ) 2R =A ．若 ( ) 1R =A ，则 =Ax 0 与 1 2 3 0ax bx cx+ + = 同解，因此设 0a ≠ ， =Ax 0

的通解为 

1 21 0

0 1

b c

a a
c c

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x ， 

其中 1 2c c， 为任意常数；若 ( ) 2R =A ，则 =Ax 0 的基础解系中只含有一个解向量，由 =AB O 知，

这个解向量为

1

2

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，因此 =Ax 0 的通解为 3

1

2

3

c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中 3c 为任意实数． 

例 4.5.15  【2004（1）】设有齐次线性方程组 

1 2

1 2

1 2

(1 ) 0

2 (2 ) 2 0
( 2)

( ) 0

n

n

n

a x x x

x a x x
n

nx nx n a x

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + + =⎩

≥ ， 

试问 a为何值时，该方程组有非零解，并求出其通解． 

解  利用矩阵的初等行变换，有 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

a

a

n n n a n

n n n n a

+⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

− − − + −⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

A

1 1 1 1

2 0 0

( 1) 0 0

0 0

a

a a

n a a

na a

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 

当 0a = 时， 

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， 

有 ( ) 1R =A ，方程组有非零解，基础解系为 

1 2 1

1 1 1

1 0 0

, , ,0 1 0

0 0 1

n−

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

v v v ， 

因此方程组的通解为 1 1 2 2 1 1n nc c c − −= + + +x v v v ，其中 1 2 1, , , nc c c − 为任意实数．当 0a ≠ 时， 
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( 1)
0 0 0

2
2 1 0 0

( 1) 0 1 0

0 0 1

n n
a

n

n

+⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
→ ⎜ ⎟

⎜ ⎟
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ， 

当
( 1)

2

n n
a

+
= − 时， 

0 0 0 0

2 1 0 0

( 1) 0 1 0

0 0 1

n

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ， 

因此 ( ) 1R n= −A ，故方程组有非零解，基础解系为

1

2

3n

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

v ，因此方程组的通解为 n nc v ，其中

nc 为任意常数．  

例 4.5.16  【2016（3）】 设矩阵

1 1 1

1 0

1 1 1

a

a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

A ，

0

1

2 2a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

β ，且方程组 =Ax β 无

解.（1）求 a的值；（2）求方程组 T T=A Ax A β的通解． 

解 （1）由方程组 =Ax β 无解，可知 ( ) ( , )R R≠A A β ，故 

1 1 1

1 0 0

1 1 1

a

a

a a

−
= =

+ +
A ， 

解得 0a = 或 2a = ． 再由当 0a = 时， ( ) ( , )R R≠A A β ，当 2a = 时， ( ) ( , )R R=A A β ，故 0a = ． 

（2）当 0a = 时， T

3 2 2

2 2 2

2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A ， T

1

2

2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A β ，故 

T T

3 2 2 1 1 0 0 1

( , ) 2 2 2 2 0 1 1 2

2 2 2 2 0 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A A β ， 

因此，方程组 T T=A Ax A β的通解为 

0 1

1 2

1 0

k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x    （ k 为任意实数）． 
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例 4.5.17  【2015（1）】设向量组 1 2 3, ,α α α 是 3R 的一个基， 1 1 32 2k= +β α α ， 2 22=β α ，

3 1 3( 1)k= + +β α α ． 

（1）证明向量组 1 2 3, ,β β β 是 3R 的一个基；  

（2）k 为何值时，存在非零向量ξ 在基 1 2 3, ,α α α 与基 1 2 3, ,β β β 下的坐标相同，并求所有的ξ ． 

解 （1）由题意  

1 2 3( , , )β β β 1 2 3

2 0 1

( , , ) 0 2 0

2 0 1k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

α α α ， 

而

2 0 1

0 2 0 4 0

2 0 1k k

= ≠
+

，因此 1 2 3, ,α α α 与 1 2 3, ,β β β 等价，故向量组 1 2 3, ,β β β 是 3R 的一个基． 

（2）设 ξ
1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β
1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

因此    

1

1 2 3 2

3

2 0 1

( , , ) 0 2 0

2 0 1

x

x

k k x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

α α α
1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

即 

1

1 2 3 2

3

2 0 1

( , , ) 0 2 0

2 0 1

x

x

k k x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

α α α E 0 ， 

因此   

1

2

3

2 0 1

0 2 0

2 0 1

x

x

k k x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

E 0． 

对上述方程组的系数矩阵进行初等变换， 

2 0 1 1 0 1

0 2 0 0 1 0

2 0 1 2 0k k k k

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E

1 0 1

0 1 0

0 0 k

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

当 0k = 时，存在非零向量 ξ 在基 1 2 3, ,α α α 与基 1 2 3, ,β β β 下的坐标相同．此时， 

2 0 1 1 0 1

0 2 0 0 1 0

2 0 1 0 0 0k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E ， 

从而 
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1

2

3

1 0 1

0 1 0

0 0 0

x

x

x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

0， 

方程组的解为 

1

2

3

0

x c

x

x c

= −⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

， 

故 1 3c c= − +ξ α α ，其中 c 为任意实数． 

 



 

 

 

第 5 章  特征值与特征向量、相似矩阵 

5.1  知 识 要 点 

5.1.1  向量的内积、长度及夹角 

（1）向量的内积 

设 n维向量 T
1 2( , , , )na a a=α ， T

1 2( , , , )nb b b=β ，则向量α和 β 的内积定义为 

T
1 1 2 2[ , ] n na b a b a b= = + + +α β α β ． 

内积的一些运算性质（设α、 β 和 γ 均为 n维向量， k 为实数）： 

1）[ , ] [ , ]=α β β α ； 

2）[ , ] [ , ]k k=α β β α ； 

3）[ , ] [ , ] [ , ]+ = +α β γ α γ β γ ； 

4）[ , ] 0α α ≥ ，当且仅当 =α 0时，[ , ] 0=α α ； 

5）（施瓦兹不等式） 2[ , ] [ , ] [ , ]⋅α β α α β β≤ ． 

（2）向量的长度 

设 n维向量 T
1 2( , , , )na a a=α ，称 2 2 2

1 2|| || [ , ] na a a= = + + +α α α 为向量α的长度（或范

数）．当 || || 1=α 时，称α为单位向量．若 ≠α 0，则向量
|| ||

α

α
就是一个单位向量，由α到

|| ||

α

α
的

过程称为将向量α单位化． 
向量长度的性质：（设α和 β 均为 n维向量， k 为实数） 

1） || || 0α ≥ ，当且仅当 =α 0时， || || 0=α ； 

2） || || | | || ||k k= ⋅α α ； 

3）（三角不等式） || || || || || ||+ +α β α β≤ ． 

（3）向量的夹角 

设 α 和 β 均为 n 维非零向量，称
[ , ]

arccos
|| || || ||

θ =
⋅

α β

α β
(0 π)θ≤ ≤ 为 α 和 β 的夹角．若

[ , ] 0=α β ，则称α和 β 正交，显然，零向量与任何相同维数的向量正交． 

5.1.2  正交向量组 

若 n维非零向量组 1 2, , , sα α α 两两正交，即 

[ , ] 0i j =α α  （ , , 1,2, ,i j i j s≠ = ）， 

则称该向量组为正交向量组．正交向量组一定是线性无关的向量组．若正交向量组中的每个

向量都是单位向量，则称该向量组为单位正交向量组． 
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若单位正交向量组 1 2, , , se e e 为向量空间 ( )n⊆ RV V 的基，则称其为V 的标准正交基．V

中的任意向量α都可以由 1 2, , , se e e 线性表示，设表示式为 

1 1 2 2 s sk k k= + + +α e e e ， 

则有 [ , ]i ik = e α  ( 1, 2, , )i s= ． 

设 1 2, , , sα α α 是 nR 中线性无关向量组，令 

                  1 1=β α ， 

                  2 1
2 2 1

1 1

[ , ]

[ , ]
= −

α β
β α β

β β
， 

                  3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

[ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]
= − −

α β α β
β α β β

β β β β
， 

… 

                  1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

[ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ]
s s s s

s s s
s s

−
−

− −

= − − − −
α β α β α β

β α β β β
β β β β β β

． 

则有 1 2, , , sβ β β 两两正交，这个过程称为施密特（Schmidt）正交化过程．它还满足：对于任

何的1 k s≤ ≤ ， 1 2, , , kβ β β 与 1 2, , , kα α α 等价．对于
nR 中的一个基，可以通过施密特正交

化方法生成一个正交基，然后将该正交基中的每一个向量进行单位化，这样就得到
nR 中的一

个标准正交基． 

5.1.3  正交矩阵及正交变换 

若 n阶矩阵 A 满足 T =A A E ，则称 A 为正交矩阵，简称正交阵．若 A 为正交矩阵，则称

线性变换 =y Ax 为正交变换．对于正交变换而言，由于 || || || ||=y x ，因此正交变换能够保持向

量的长度不变． 

正交矩阵具有如下性质： 

（1）若 A 为正交矩阵，则 A 的行列式为 1 或−1； 

（2）若 A 为正交矩阵，则 A 可逆，且 1 T− =A A ； 

（3）若 A 和 B 均为正交矩阵，则 AB 也为正交矩阵； 

（4）若 A 为 n 阶矩阵，则 A 为正交矩阵的充分必要条件是其列（行）向量组是标准正交

向量组． 

5.1.4  矩阵的迹 

矩阵 ( )ij n na ×=A 的主对角线元素之和称为矩阵 A 的迹，记为 tr( )A 或 trace( )A ，即 

11 22tr( ) nna a a= + + +A ． 

矩阵迹的性质： 

设 A 和 B 均为 n阶方阵，λ为常数，则有： 
（1） tr( ) tr( ) tr( )+ = +A B A B ；         （2） tr( ) tr( )λ λ=A A ； 

（3） tr( ) tr( )=AB BA ；                 （4） Ttr( ) tr( )=A A ． 
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5.1.5  矩阵的特征值与特征向量 

（1）特征值与特征向量的概念 

设 A 为 n阶矩阵，若存在数λ和 n维非零列向量 x ，使得 λ=Ax x 成立，则称λ为矩阵 A

的特征值，非零列向量 x 称为对应于（或属于）特征值λ的特征向量． 
显然，若 x 为矩阵 A 的对应于特征值λ的特征向量，则 ( 0)k k ≠x 也为 A 的对应于特征值

λ 的特征向量．若 1 2, , , sx x x 为 A 对应于同一特征值 λ 的特征向量，则其非零线性组合

1 1 2 2 s sk k k+ + +x x x 也为 A 的对应于特征值λ的特征向量． 

（2）特征值、特征向量的求解 
设 A 为 n阶方阵，则称 ( )f λ λ= −A E 为矩阵 A 的特征多项式， ( ) 0f λ λ= − =A E 为矩

阵 A 的特征方程．矩阵 A 的特征值就是特征方程的解．在复数域内特征方程解的个数等于方

程的次数，而在实数域内解的个数小于等于方程的次数．（重根按重数计算.） 
对于矩阵 A 的特征值 iλ ，线性方程组 ( )iλ− =A E x 0的非零解就是矩阵 A 对应于特征

值 iλ 的特征向量．若 iλ 为实数，则特征向量可以取实向量，若 iλ 为复数，则特征向量为

复向量． 
求解特征值、特征向量的步骤是：先通过特征方程 ( ) 0f λ λ= − =A E ，解得 A 的全部特

征值 1 2, , , sλ λ λ ；然后对每个特征值 iλ ，求解齐次线性方程组 ( )iλ− =A E x 0的一个基础解系

1 2, , , rη η η ，则 A 的对应于特征值 iλ 的全部特征向量为 1 1 2 2 r rk k k+ + +η η η（其中 1 2, , , rk k k

不全为零）． 

（3）特征值的性质 
设 n阶方阵 ( )ij n na ×=A ， 1 2, , , nλ λ λ 为 A 的 n个特征值， k 为正整数，则有： 

1） 1 2 11 22 tr( )n nna a aλ λ λ+ + + = + + + = A ； 

2） 1 2 | |nλ λ λ = A ； 

3）若λ为方阵 A 的特征值，则 kλ 为方阵 kA 的特征值；  
4）若 ( )ϕ λ 为λ的多项式函数，则 ( )ϕ λ 为 ( )ϕ A 的特征值； 

5）若方阵 A 可逆，则 1λ − 为 1−A 的特征值，更一般地， kλ − 为 k−A 的特征值； 

6）矩阵 TA 与 A 具有相同的特征值； 

7）方阵 A 可逆的充要条件是 A 的特征值均不为零． 

（4）特征向量的性质 

1）方阵 A 的对应于不同特征值的特征向量线性无关； 
2） 1λ 和 2λ 是方阵 A 的两个不同的特征值， 1 2, , , kα α α 和 1 2, , , sβ β β 分别是对应于 1λ 和

2λ 的线性无关的特征向量，则向量组 1 2 1 2, , , , , , ,k sα α α β β β 线性无关； 

3）若λ是矩阵 A 的 s重特征值，则与λ对应的线性无关的特征向量的个数不超过 s． 

5.1.6  相似矩阵 

设 A 和 B 均为 n阶矩阵，若存在可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP B，则称 A 与 B 相似，记为

~A B ，此时 B 也称为 A 的相似矩阵，运算 1−P AP 称为对 A 进行相似变换，可逆矩阵 P 称为

将 A 化为 B 的相似变换矩阵．显然单位矩阵 E 只与自身相似 1− =P EP E ． 

矩阵的相似关系可以看作是一种等价关系，具有下列性质： 
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（1）自反性： A 与 A 相似； 

（2）对称性：若 A 与 B 相似，则 B 与 A 相似； 

（3）传递性：若 A 与 B 相似， B 与C 相似，则 A 与C 相似． 

相似矩阵的性质： 

设 A 和 B 均为 n阶矩阵，且 A 与 B 相似， k 为某个正整数，则 
（1） A 与 B 的行列式、秩和迹均对应相等，即 | | | |=A B ， ( ) ( )R R=A B ， tr( ) tr( )=A B ； 

（2）若 A 可逆，则 B 也可逆，且 1−A 与 1−B 相似， *A 与 *B 相似； 

（3） TA 与 TB 相似， kA 与 kB 相似，更一般地，A 的多项式 ( )φ A 与B 的多项式 ( )ϕ B 也相似； 

（4） A 与 B 的特征多项式相等，特征值相同． 
注 （1）若矩阵 A 与对角矩阵 1 2diag( , , , )nλ λ λ=Λ 相似，则 1 2, , , nλ λ λ 就是 A 的 n个特

征值． 

（2）若两个矩阵特征值相同，但它们不一定相似．例如，
1 1

0 1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A 和
1 0

0 1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

E 有相同

的特征值，但 E 只与 E 相似，不与 A 相似． 

5.1.7  一般矩阵的对角化 

若 n阶方阵 A 与对角矩阵 1 2diag( , , , )nλ λ λ=Λ 相似，则称 A 能对角化．  

（1）矩阵 A 对角化的判定 

1） n阶矩阵 A 能对角化的充要条件为 A 有 n个线性无关的特征向量； 

2）若 n阶矩阵 A 有 n个互异的特征值，则 A 能对角化； 
3）n阶方阵 A 能对角化的充要条件是每个特征值 iλ 的重数 ik 等于对应于 iλ 的线性无关特

征向量的个数，即齐次方程组 ( )iλ− =A E x 0的系数矩阵满足 ( )i iR k nλ− + =A E ． 

（2）矩阵 A 对角化的步骤 

若 n阶方阵 A 能对角化，使其对角化的步骤： 
1）求解特征方程 | |λ− =A E 0，得到 A 全部的互异的特征值 1 2, , , sλ λ λ ，它们的重数分别

为 1 2, , , sk k k 1 2( )sk k k n+ + + = ； 

2）对每个特征值 iλ ，求齐次线性方程组 ( )iλ− =A E x 0的基础解系．以这 n个特征向量为

列向量构成的矩阵 P 为可逆矩阵，且满足 1− =P AP Λ．其中的 Λ对角矩阵主对角线上的元素

为 A 的 n个特征值，并且特征值的排列应与 P 中的列向量的排列相对应． 

5.1.8  实对称矩阵的对角化 

（1）实对称矩阵的性质  

1）实对称阵的特征值为实数. 

2）实对称阵 A 对应于不同特征值的特征向量是正交的． 

3）设 A 为 n阶实对称矩阵，则必定存在正交矩阵 P ，使得 
1 T− = =P AP P AP

1 2diag( , , , )nλ λ λ=Λ ， 

其中 1 2, , , nλ λ λ 是 A 的特征值．  
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4） n阶实对称阵 A 的每个特征值 iλ 的重数 ik 等于对应于 iλ 的线性无关特征向量的个数，

即齐次方程组 ( )iλ− =A E x 0的系数矩阵满足 ( )i iR k nλ− + =A E ． 

5）实对称阵 A 的秩等于 A 的非零特征值个数． 

6）若 A 与 B 为 n阶实对称阵，则 A 与 B 相似的充要条件为 A 与 B 具有相同的特征值． 

（2）实对称矩阵的对角化的步骤 

求正交矩阵 P ，使得 1 T− =P AP P AP 为对角矩阵的步骤： 
1）求解特征方程 | |λ− =A E 0，得到 A 全部的互异的特征值 1 2, , , sλ λ λ ，它们的重数分别

为 1 2, , , sk k k 1 2( )sk k k n+ + + = ； 

2）对每个特征值 iλ ，求齐次线性方程组 ( )iλ− =A E x 0的基础解系，并进行正交化、单位

化．以这 n 个单位正交的特征向量为列向量构成的矩阵 P 为正交矩阵，且满足
1 T− = =P AP P AP Λ． 

注 实对称矩阵对角化有两种方法，一个是用一般的可逆矩阵，一个是用正交矩阵，在使

用时要给合具体问题．  

5.2  典型例题分析 

5.2.1  题型一、向量的内积、长度及正交问题 

例 5.2.1  求一个单位向量，使其同时与向量 T
1 (2,1, 4)= −α 和 T

2 ( 1, 1, 2)= − −α 正交． 

解  依题意，设 T
1 2 3( , , )x x x=x 则有 

T
1 1 1 2 3

T
2 2 1 2 3

[ , ] 2 4 0

[ , ] 2 0

x x x

x x x

⎧ = = + − =⎪
⎨

= = − − + =⎪⎩

x α α x

x α α x
， 

由矩阵的初等变换有 

2 1 4

1 1 2

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A
1 1 2 2

0 1 2 0

−⎛ ⎞
→ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0 2

0 1 0

−⎛ ⎞
→ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

上述矩阵对应的方程组为 

1 3

2

2

0

x x

x

=⎧
⎨ =⎩

， 

基础解系为

2

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x ，将 x 的单位化为

2
1

0
5

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α 即可． 

例 5.2.2  设 1 2 3, ,α α α 是正交单位向量组，求 1 2 34 7 4− +α α α ． 

解  由题意 

T
1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

4 7 4 (4 7 4 ) (4 7 4 )

4 ( 7) 4 9.

− + = − + − +

= + − + =

α α α α α α α α α
 

 



第 5 章  特征值与特征向量、相似矩阵 ·133· 

5.2.2  题型二、正交矩阵问题 

例 5.2.3  设 A 为正交矩阵，且 0<A ，求：（1） A ；（2） +A E ． 

解 （1）由 A 为正交矩阵，有 T =A A E ，进而有
2 T T 1= = =A A A A A ，由此可得

1= ±A ，再由 0<A ，故 1= −A ． 

（2）由 A 为正交矩阵，有 T 1−=A A ，从而 
T+ = +A E A AA T T( )= + = +A A E A A E = − +A E ， 

所有 2 0+ =A E ，故得 0+ =A E ． 

例 5.2.4  设 A 与 B 为 n阶正交矩阵，证明 AB 也是正交矩阵． 

证  因为 A 与 B 为正交矩阵，所以 T 1−=A A ， T 1−=B B ，则 
T T T( ) =AB B A 1 1− −= B A 1( )−= AB ， 

故 AB 也是正交矩阵. 

5.2.3  题型三、特征值与特征向量问题的计算 

例 5.2.5  【1999（1）】设 n阶矩阵 A 的所有元素为1，则 A 的特征值为________． 

解  由于 A 的特征方程 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

λ
λ

λ

λ

−
−

− = =

−

A E

1 1

1 1

1 1

n

n

n

λ
λ λ

λ λ

−
− −

− −

1 1

0 1

0 0

n λ
λ

λ

−
−

=

−

 

             
1 1( 1) ( ) 0n n nλ λ− −= − − = ，  

有 A 的特征值为 n， 0 （ 1n − 重根）． 
例 5.2.6  设3阶方阵 A 的特征值为1, 2, 2− ，求： 

（1） 2 2+ +A A E 的值，并问 2 2+ +A A E 是否可逆；（2） 3 4∗ + +A A E 的值． 

解 （1）设 2( ) 2 1ϕ λ λ λ= + + ，则 2( ) 2ϕ = + +A A A E 的特征值为 (1) 4ϕ = ， ( 2) 1ϕ − = ，

(2) 9ϕ = ，从而有 2 2 4 1 9 36+ + = × × =A A E ．再由 2 2 0+ + ≠A A E ，有 2 2+ +A A E 可逆． 

（2）由 1 ( 2) 2 4= × − × = −A ，以及 

1 13 4 3 4 12 4∗ − −+ + = + + = − + +A A E A A A E A A E ， 

设
12

( ) 4 1f λ λ
λ

= − + + ，则 ( ) 3 4f ∗= + +A A A E 的特征值为 (1) 7f = − ， ( 2) 1f − = − ， (2) 3f = ，

所以 3 4 ( 7) ( 1) 3 21∗ + + = − × − × =A A E ． 

例 5.2.7  设 A 为3阶实对称矩阵，且满足 2 2+ =A A O ， ( ) 2R =A ，求 A 的特征值． 

解  依题， A 为3阶实对称矩阵，则 A 必有三个实特征值．由 2 2+ =A A O ，有 A 的特征

值应满足 2 2 0λ λ+ = ，可解得λ只能取值 0 和 2− ．再由 ( ) 2R =A ，有 A 的特征值只有一个 0，

故 A 的特征值为 1 2λ = − （ 2重根）， 2 0λ = ． 
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例 5.2.8  设向量

1 1

2 2,

n n

x y

x y

x y

β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α 都是非零向量，且满足条件 T 0=α β ，记 T=A α β ， 

求：（1） 2A ；（2）矩阵 A 的特征值与特征向量． 

解 （0）因为 T T 0= =α β β α ，且 T=A α β ，则 

2 T T T T( )( ) ( )= = =A α β α β α β α β O ．
 

（2）设λ为 A 的特征值， x 是 A 对应于λ的特征向量，则由 λ=Ax x ，有 2 2λ=A x x ． 

因为 ≠x 0 及（1）中求得的 2 =A O ，解得 0λ = ，所以 0λ = 是 A 的一个特征值．又因为 ≠α 0，
≠β 0，则它们至少有一个分量不等于零，不妨设 1 0x ≠ ， 1 0y ≠ ，对应 0λ = 的特征向量满足

方程组 ( 0 )− =A E x 0 ，即 =Ax 0 ，这里系数矩阵为： 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

n

n

n n n n

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

1 2

0 0 0

0 0 0

ny y y⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

方程的基础解系为： 

2

1

1

1

0

0

y

y
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ
，

3

1

2

0

1

0

y

y
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ
， ，

1

1

0

0

1

n

n

y

y

−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ
. 

于是属于 0λ = 的所有特征向量为： 

1 1 2 2 1 1n nk k k − −= + + +x ξ ξ ξ （其中 1 2 1, , , nk k k − 不全为零）．
 

5.2.4  题型四、特征值与特征向量的证明问题 

例 5.2.9  设 A 为m n× 阶矩阵，B 为 n m× 阶矩阵，证明矩阵 AB 和 BA具有相同的非零特

征值． 

证  设 0λ ≠ 为 AB 的特征值， x 是对应于 λ 的特征向量，则有 λ=ABx x ，由其可得

( ) ( )λ=BA Bx Bx ．若其中的 =Bx 0，则有 λ= =ABx x 0 ，由于 0λ ≠ ，从而 =x 0 ，这与 x 是

特征向量矛盾．因此λ为矩阵 BA的特征值， Bx 为对应于特征值λ的特征向量． 

类似方法可以证明 BA的非零特征值也为 AB 的特征值，从而结论得证． 
例 5.2.10  设 A 为3阶方阵，若 A 的秩 ( ) 1R =A ，证明 A 至少有两个为 0 的特征值． 

证  设 3 3( )i ja ×=A ，则有 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

λ
λ λ

λ

−
− = −

−
A E 3 2tr( ) (2) | |Dλ λ λ= − + − +A A ， 
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其中 

11 13 22 2311 12

31 33 32 3321 22

(2)
a a a aa a

D
a a a aa a

= + + ． 

由于 ( ) 1R =A ，有 (2) 0D = 及 0=A ，从而 

λ− =A E 3 2tr( )λ λ− + A ， 

故矩阵 A 的特征值为 1 tr( )λ = A ， 2 3 0λ λ= = ． 

注  秩为1的 n阶方阵 A ，其特征值为 1 tr( )λ = A ， 2 0nλ λ= = = ． 

例 5.2.11  【2008（3）】设 A 为3阶矩阵， 1 2,α α 为 A 的分别属于 1− 和1的特征向量， 向

量 3α 满足 3 2 3= +Aα α α ．（1）证明 1 2 3, ,α α α 线性无关；（2）令 ( )1 2 3, ,=P α α α ，求 1−P AP ． 

（1）证  设 

 1 1 2 2 3 3k k k+ + =α α α 0， ① 

上式左乘 A ，并结合已知整理可得 

 1 1 2 2 3 2 3( )k k k− + + + =α α α α 0 ， ② 

由①-②有             

1 1 3 22k k− =α α 0， 

因为 1 2,α α 是 A 的属于不同特征值的特征向量，所以 1 2,α α 线性无关，故 1 3 0k k= = ．代入①式

得 2 2  k =α 0，又因为 1 ≠α 0，得 2 0k = ，所以 1 2 3, ,α α α 线性无关. 

（2）解  由 ( )1 2 3, ,=P α α α ，从而有 

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( )

1 0 0 1 0 0

( , , ) 0 1 1 0 1 1 ,

0 0 1 0 0 1

= = = − +

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

AP A α α α Aα Aα Aα α α α α

α α α P

， ，

 

由（1）可知 1 2 3( , , )=P α α α 可逆，所以 

1−P AP =

1 0 0

0 1 1

0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

5.2.5  题型五、相似矩阵问题 

例 5.2.12  矩阵 A 、B 满足 1− =P AP B，其中 P 为可逆矩阵， 0λ 是 A 与 B 的特征值，若

α是 A 对应于 0λ 的特征向量，则 B 对应于 0λ 的特征向量是（    ）． 

（A）α；  （B） Pα；  （C） 1−P α；  （D） TP α． 

解  由 1− =P AP B，有 1 1− −=BP P A ，等式两端右乘α并整理有 
1 1 1

0 0( ) ( ) ( )λ λ− − −= =B P α P α P α ， 

显然 1− ≠P α 0．所以本题选（C）． 

例 5.2.13  矩阵 A 与 B 相似的充分条件为（    ）． 
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（A） A 与 B 具有相同的特征多项式； （B） A 与 B 具有相同的特征值； 

（C）矩阵 TA 与 TB 相似；              （D） A 与 B 具有相同的特征向量． 

解  根据相似矩阵的性质，若 TA 与 TB 相似，则 T T( )A 与 T T( )B 相似，从而 A 与 B 相似．选

项（A）和选项（B）为矩阵 A 与 B 相似的必要条件，不是充分条件．例如，设 

0 0

0 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，
1 1

1 1

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

B ， 

易得 A 与 B 具有相同的特征多项式和相同的特征向量，但显然对于任意的逆矩阵 P 有 

1 0 0 1 1

0 0 1 1
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ≠ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
P AP B ． 

选项（D）也是错误的．例如，取 

0 0

0 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，
1 0

0 1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ， 

显然对于任意的非零向量 x ，有 0=Ax x ， 1=Bx x ，即 A 与 B 具有相同的特征向量，但对于

任意的逆矩阵 P 有 

1 0 0 1 0

0 0 0 1
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ≠ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

P AP B ， 

即 A 与 B 不相似．所以本题选（C）． 

注  零矩阵、单位矩阵只能与自己相似． 

例 5.2.14  【2003，（4）】已知矩阵

0 0 1

0 1 0

1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ，若矩阵 A 与 B 相似，则 ( 2 )−A E 与

( )−A E 秩的和等于（    ）． 

（A）2；   （B）3；   （C）4；   （D）5． 

解  依题，由于矩阵 A 与 B 相似，有 2−B E 与 2−A E 相似， −B E 与 −A E 也相似．从

而 ( 2 ) ( 2 )R R− = −B E A E ， ( ) ( )R R− = −B E A E ．再由 

2 0 1

2 0 1 0

1 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

B E ，

1 0 1

0 0 0

1 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

B E ， 

易得 ( 2 ) 3R − =B E ， ( ) 1R − =B E ．所以本题选（C）． 

例 5.2.15  【2015（1，3）】设矩阵

0 2 3

1 3 3

1 2 a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A 相似于矩阵

1 2 0

0 0

0 3 1

b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ． 

（1）求 ,a b 的值；   （2）求可逆矩阵 P ，使 1−P AP 为对角矩阵． 

解 （1）因为 A 与 B 相似，有 tr( ) tr( )=A B ， =A B ，可解得 4 5a b= =， ． 

（2）显然

1 2 0

0 5 0

0 3 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B 的特征值为1,1, 5，则 A 的特征值也是1,1, 5． 
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当 1 2 1λ λ= = 时，求解方程组 ( )− =A E x 0 ，解得基础解系为 1

2

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ， 2

3

0

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ． 

当 3 5λ = 时，求解方程组 ( 5 )− =A E x 0，解得基础解系为 3

1

1

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ． 

令 1 2 3( , , )=P η η η ，则有 1

1 0 0

0 1 0

0 0 5

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP Λ ． 

例 5.2.16  【2016（1，3）】已知矩阵

0 1 1

2 3 0

0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ． 

（1）求 99A ；（2）设3阶矩阵 1 2 3( , , )=B α α α ，满足 2 =B BA ，记 100
1 2 3( , , )=B β β β ，将 1 2 3, ,β β β

分别表示为 1 2 3, ,α α α 的线性组合． 

解 （1）由于 

1 1

2 3 0 ( 1)( 2)

0 0

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
− = − − = − + +

−
A E ， 

因此 A 的特征值为 1 1λ = − ， 2 2λ = − ， 3 0λ = ；当 1 1λ = − ，求解方程组 ( )+ =A E x 0，解得基

础解系为 1

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ；当 2 2λ = − 时，求解方程组 ( 2 )+ =A E x 0，解得基础解系为 2

1

2

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ；当

3 0λ = 时，求解方程组 =Ax 0，解得基础解系为 3

3

2

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ．令 1 2 3( , , )=P η η η ，则有 

1

4 2 4
1

2 2 1
2

0 0 1

−

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ， 1

1 0 0

0 2 0

0 0 0

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP Λ ， 

从而 

99 99 1−=A PΛ P

99 99 98

100 100 99

2 2 1 2 2 2

2 2 1 2 2 2

0 0 0

⎛ ⎞− + − −
⎜ ⎟

= − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

（2）由 2 =B BA ，可得 
100 98 2 98 99 99= = = = =B B B B BA B A BA ， 

由（1）得 
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100
1 2 3( , , )=B β β β

99 99 98

100 100 99
1 2 3

2 2 1 2 2 2

( , , ) 2 2 1 2 2 2

0 0 0

⎛ ⎞− + − −
⎜ ⎟

= − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

所以 
99 100

1 1 2( 2 2 ) ( 2 2 )= − + + − +β α α ； 99 100
2 1 2(1 2 ) (1 2 )= − + −β α α ； 

98 99
3 1 2(2 2 ) (2 2 )= − + −β α α ． 

例 5.2.17  【2001，（1）】设 3 阶矩阵 A 与三维向量 x 满足 2, ,x Ax A x 线性无关，且
3 23 2= −A x Ax A x ，记 2( , , )=P x Ax A x ． 

（1）求3阶矩阵 B ，使得 1−=A PBP ；（2）计算行列式 | |+A E ． 

解 （1）由 3 23 2= −A x Ax A x ，有 

3 2

0

, , ) 3

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A x x Ax A x（ ， 

从而 

2 2 3 2

0 0 0

( , , ) ( , , ) , , ) 1 0 3

0 1 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

AP A x Ax A x Ax A x A x x Ax A x（ ， 

所以有

0 0 0

1 0 3

0 1 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

B ，使得 =AP PB ，即 1−=A PBP ． 

（2）由（1）可知矩阵 A 与 B 相似，所以 +A E 与 +B E 也相似，故 

1 0 0

1 1 3 4

0 1 1

+ = + = = −
−

A E B E ． 

5.2.6  题型六、对称矩阵的对角化问题 

例 5.2.18  【2010（1）】设 A 为 4阶实对称矩阵，满足 2 + =A A O ，若 A 的秩为3，则 A

相似于（    ）． 

（A）

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；    （B）

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（C）

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；   （D）

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 
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解  设 λ是 A 的特征值，由 2 + =A A O ，有 λ应满足 2 0λ λ+ = ，解得 1λ = − 或 0．又因

为 A 为 4 阶实对称矩阵，且 A 的秩为3，所以 A 相似于对角矩阵              

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故选项为（D）． 

例 5.2.19  设 n阶对称阵 A 为幂等矩阵，即满足 2 =A A，证明 ( ) tr( )R =A A ，且存在正交

阵 P 使 1 r

n r

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

E O
P AP

O O
，其中 tr( )r = A ． 

解  设λ是 A 的特征值，由 2 =A A，有λ应满足 2λ λ= ，解得 0λ = 或 1．因为 A 为对称

矩阵，有 A 相似于对角矩阵 Λ，且 Λ的主对角线元素为 0 或 1．对于 Λ，显然有 ( ) tr( )R =Λ Λ ，

从而由相似的性质可得 

( ) ( ) tr( )R R= =A Λ Λ ． 

设 r 为对角阵 Λ主对角线元素中1的个数， 1 2, , , re e e 为 A 的对应于特征值1的单位正交

化向量组， 1 2, , ,r r n+ +e e e 为 A 的对应于特征值 0 的单位正交化向量组，令 

1 2 1 2( , , , , , , , )r r r n+ +=P e e e e e e ， 

则 P 为正交矩阵，且满足 

1 r

n r

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

E O
P AP

O O
． 

例 5.2.20  【2006（1）】设3阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为3，向量 T
1 ( 1 2 1), ,= − −α ，

T
2 (0 1 1), ,= −α 是线性方程组 =Ax 0 的两个解． 

（1）求 A 的特征值与特征向量；（2）求正交矩阵Q ，使得 T =Q AQ Λ． 

解 （1）依题有 

0 ( 1, 2)i i i= = =Aα α0 ， 

因为 1 2,α α 均为非零向量，所以 A 有特征值 0 ，且向量 1 2,α α 是对应特征值 0 的特征向量．再由

A 的各行元素之和为 3，有 

1 3 1

1 3 3 1

1 3 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

从而3也是 A 的特征值，且对应于特征值3的特征向量为 T
3 (1,1,1)=α ． 

（2）将 1 2,α α 正交化，令 

1 1

1

2

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

β α ，
[ ]
[ ]

2 1
2 2 1

1 1

,

,
= −

α β
β α β

β β

0 1 1
3 1

1 2 0
6 2

1 1 1

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

再将 3 1 2, ,α β β 单位化，令 
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1

1
1

1
3

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ， 2

1
1

2
6

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

γ ， 3

1
1

0
2

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ， 

令正交矩阵Q 1 2 3( , , )= γ γ γ ，则 1 T− =Q Q ，并且有 

T

3 0 0

0 0 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Q AQ Λ ．

 

例 5.2.21  【2010（2）】设

0 1 4

1 3

4 0

a

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，正交矩阵Q 使得 TQ AQ 成为对角矩阵，若Q

的第一列为 T1
( )1, 2,1

6
，求 a，Q ． 

解   依题意，记 T
1

1
( )1, 2,1

6
=γ ，并设 1γ 是矩阵 A 对应于特征值 1λ 特征向量，则有

1 1 1λ=Aγ γ ，即 

0 1 4

1 3

4 0

a

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1

1

2

1

λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

解得 11 2a , λ= − = ，进而由 

1 4

1 3 1 (2 )(5 )(4 ) 0

4 1

λ

λ λ

λ

λ λ λ
−

− = − − − = − − + =
− −

A E ， 

解得 A 的特征值为 1 2 32, 5, 4λ λ λ= = = − ． 

当 2 5λ = 时，求解方程组 ( 5 )− =A E x 0，解得对应于 5 的特征向量 T
2 ( )1, ,11= −η ，单位化

得 T
2

1
( )1, ,11

3
= −γ ；  

当 3 4λ = − 时，求解方程组 ( 4 )+ =A E x 0，解得对应于 4− 的特征向量 T
3 ( 1, 0,1)= −η ，单位

化为 T
3

1
( )1, ,10

2
= −γ ．令 

1 2 3

1 1 1

6 3 2
2 1

( , , ) 0
6 3

1 1 1

6 3 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Q γ γ γ ， 

则有 T

2 0 0

0 5 0

0 0 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Q AQ Λ ． 
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5.3  深 化 训 练 

5.3.1  填空题 

（1）【2015（3）】设 3 阶矩阵 A 的特征值为 2, 2,1− ， 2= − +B A A E ，其中 E 为 3 阶单位

矩阵，则行列式 =B ________. 

（2）设 3 阶矩阵 A 的特征多项式 (1 )(2 )( 3 )λ λ λ λ− = − − − −A E ，则 1tr( )− =A ________． 

（3）【2000（1，3）】若 4 阶矩阵 A 与 B 相似，矩阵 A 的特征值为
1 1 1 1

, , ,
2 3 4 5

，则

1− − =B E ________. 

（4） 【2009（3）】设 T(1,1,1)=α ， T(1, 0, )k=β ，若矩阵 Tαβ 相似于

3 0 0

0 0 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 k = ______. 

（5）设 3 阶对称矩阵 A 的特征值为1, 2, 3， A 的对应于特征值1, 2 的特征向量分别为

( )T
1 1, 1, 1= − −α ， ( )T

2 1, 2, 1= − −α ，则 A 对应于特征值3的特征向量可取为________． 

（6）设 A 为 n阶方阵， =Ax 0有非零解，则 A 必有一个特征值等于________． 

（7）设可逆矩阵 A 的三个特征值分别为1, 1, 2− ，则 ∗A 的 3 个特征值分别为________． 

（8）已知矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，向量 T( )1, ,1k=α 是 1−A 的特征向量，则 k = ________． 

5.3.2  单项选择题 

（1）若矩阵 A 与 B 相似，则下列结论可能错误的是（    ）． 

   （A） A 与 B 对应于相同的特征值，它们的特征向量相同；  

   （B） 2A 与 2B 相似；   

   （C） A 与 B 相似于同一矩阵；                          

   （D） | | | |=A B ． 

（2） n阶矩阵 A 仅有 0λ 是 k 重特征值，其余都不是重特征值．若 A 可以对角化，则矩阵

0λ−A E 的秩为（    ）． 

   （A） n；   （B） k ；   （C） n k− ；   （D） k n− ． 

（3）设 A 为 n阶矩阵，则下列结论正确的是（    ）． 

   （A） A 与对角矩阵相似；            

   （B） A 与对角矩阵不相似； 

   （C）对应于 A 的不同特征值的特征向量正交；        

   （D）存在正交矩阵 P ，使 T( ) ( )AP AP 为对角矩阵． 

（4）【2013（1，2，3）】矩阵

1 1

1 1

a

a b a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

与矩阵

2 0 0

0 0

0 0 0

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似的充分必要条件为（    ）． 

   （A） 0, 2a b= = ；                （B） 0,a b= 为任意常数； 

   （C） 2, 0a b= = ；                （D） 2,a b= 为任意常数． 
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（5）【2012（1，2，3）】设 A 为 3 阶矩阵， P 为可逆矩阵，且 1

1 0 0

0 1 0

0 0 2

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP ，若

1 2 3( , , )=P α α α  1 2 2 3( , , )= +Q α α α α ，则 1− =Q AQ （    ）． 

   （A）

1 0 0

0 2 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；      （B）

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

   （C）

2 0 0

0 1 0

0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

；     （D）

2 0 0

0 2 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

5.3.3  设矩阵
5 4

6 5

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ，试求 2015A ． 

5.3.4  【2014（3）】已知矩阵

1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 2
,

1 1 1 0 0 n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A B ．证明 A 与 B 相似． 

5.3.5  【1999（3）】设矩阵

1

5 3

1 0

a c

b

c a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ，且 1= −A ，又设 ∗A 有特征值 0λ ，且属

于 0λ 的特征向量为 T( 1, 1,1)= − −α ，求 , ,a b c及 0λ 的值． 

5.3.6  【2007（3）】设 3 阶实对称矩阵 A 的特征值 1 2 31, 2, 2λ λ λ= = = − ，且 T
1 (1, 1,1)= −α

是 A 的属于 1 1λ = 的特征向量，记 5 34= − +B A A E ，其中 E 为 3 阶单位矩阵． 

（1）验证 1α 是矩阵 B 的特征向量，并求 B 全部特征值与特征向量；（2）求矩阵 B ． 

5.3.7  【2011（2）】设 A 为秩是 2的 3 阶实对称矩阵，且

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ．求： 

（1）矩阵 A 的所有特征值与特征向量；（2）矩阵 A ． 

5.3.8  设矩阵

0 1 1

1 1

1 1 0

k

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，且已知 A 的一个特征值是 2− ，试求： 

（1） k 的值；（2）可逆矩阵 P ，使 T( ) ( )AP AP 为对角矩阵． 

5.4  深化训练详解 

5.3.1  填空题 

（1）21. 提示  由题意，令 2( ) 1x x xϕ = − + ，则矩阵 B 的 3 个特征值分别为 (2), ( 2),ϕ ϕ −  

(1),ϕ 从而 (2) ( 2) (1) 21ϕ ϕ ϕ= × − × =B . 
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（2）
7

6
.  

（ 3） 24 . 提示   由题意，令
1

( ) 1x
x

φ = − ，有 1− −B E 的特征值为 1, 2, 3, 4 ，因此

1 1 2 3 4 24− − = × × × =B E . 

（4）4. 提示  T Ttr( ) tr( ) 1 k= = +αβ β α ，再相似矩阵具有相同的迹，从而1 3k+ = ，解得

2k = ． 

（5） T
3 ( )1, 0,1=α .     （6） 0 .    （7） 2, 2, 1− − .    （8） 1k = 或 2k = − ． 

5.3.2  单项选择题 

（1）（A）. 提示  设 x 为 B 的对应于特征值为λ的特征向量，则有 λ=Bx x ．又因为 A 与

B 相似，因此存在可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP B，因此 1 λ− =P APx x ，从而 1 λ− =PP APx P x ，

即 ( ) ( )λ=A Px Px ，即对应于特征值 λ ， B 的特征向量为 x ，矩阵 A 的特征向量为 Px ，若

≠P E ，则 Px 与 x 是不相等的． 

（2）（C）.    （3）（D）.  

（4）（B）. 提示  由于

1 1

1 1

a

a b a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，

2 0 0

0 0

0 0 0

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B 均为实对称矩阵，所以它们相似的

充分必要条件是具有相同的特征值 2, , 0b ． 

当 1 2λ = 时，有 

2 2 2

1 1

2 ( 2) 2 ( 2) 2 4 0

1 1

a

a b a b a b a a

a

λ
−

− = − = − + − − + = =
−

A E ， 

解得 0a = ；又因为 λ λ− = −A E B E ，可知 

1 0 1

0 0

1 0 1

λ

b λ

λ

−
−

−

2 0 0

0 0

0 0

λ

b λ

λ

−
= − ， 

对任意的b 都成立．故选（B）． 

（5）（B）. 提示  因为 

1 2 2 3( , , )= +Q α α α α 1 2 3

1 0 0

( , , ) 1 1 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α

1 0 0

1 1 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ， 

从而 
1

1 1 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0 1 1 0 ( ) 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

−

− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎣ ⎦

Q AQ P A P P AP  

              

1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 2 0 0 1

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

=

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 
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5.3.3  由于 

25 4
1

6 5

λ
λ λ

λ
− −

− = = −
− −

A E ， 

因此 A 的特征值为 1 1λ = − ， 2 1λ = ．当 1 1λ = − 时，求解 ( )+ =A E x 0，解得基础解系为 1

1

1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ；

当 2 1λ = 时，求解 ( )− =A E x 0，解得基础解系为 2

2

3

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ，取
1 2

1 3

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ，则有 

1 1 0

0 1
− −⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP Λ ， 

从而 
2015

2015 2015 1 1 1
2015

1( 1)

11
− − −⎛ ⎞ −⎛ ⎞−

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

A PΛ P P P P P A ． 

5.3.4  依题有 

λ− =A E λ− =B E 1 1( 1) ( )n n nλ λ− −− − ， 

所以 A 与 B 有相同的特征值 1 2, 0nλ λ= = （ 1n − 重根）．因为 A 是实对称矩阵，从而其相似于 

0 0

0 0 0

0 0 0

n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Λ ． 

对于矩阵 B ，当 2 0λ = 时，由于 ( ) 1R B = ，所以方程组 ( 0 )− =B E x 0 有 1n − 个线性无关的

解向量，即 B 对应 2 0λ = 有 1n − 个线性无关的特征向量，进而 B 有 n个线性无关的特征向量，

所以 B 也相似于 Λ．因此 A相似于 B ． 

5.3.5  依题有， 0λ
∗ =A α α，因为 ∗ = = −AA A E E ，从而有 0λ

∗ = − =AA α α Aα，即 

0

1 1 1

5 3 1 1

1 0 1 1

a c

b

c a

λ
− − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

整理可得 

0

0

0

( 1 ) 1

( 5 3) 1

(1 ) 1

a c

b

a c

λ
λ
λ

− + + =⎧
⎪ − − + =⎨
⎪ + − =⎩

， 

由此解出 0 1λ = ， a c= ， 3b = − ，再由 

1

5 3 3 1

1 0

a c

b a

c a

−
= = − = −

− −
A ， 

解得 2a = ，故 2a = ， 3b = − ， 2c = ， 0 1λ = ． 
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5.3.6  因为 

1 =Bα 5 3
1( 4 )− +A A E α 5 3

1 1 14= − +A α A α Eα 5 3
1 1 1 1 14λ λ= − +α α α  

                  
5 3

11 1( )4 1λ λ= − + α ，  

所以 1α 是矩阵 B 属于 5 3
1 14 1λ λ− + 的特征向量，且 B 属于 5 3

1 14 1λ λ− + 的全部特征向量为 1 1k α ． 

设 5 3( ) 4 1ϕ λ λ λ= − + ，则 B 全部特征值为 (1) 2ϕ = − ， (2) 1ϕ = ， ( 2) 1ϕ − = ．由于 B 是实对

称矩阵，属于不同特征值的特征向量是正交的，所以属于 1（二重根）的特征向量与向量
T

1 (1, 1,1)= −α 正交，由此得到全部的特征向量为： 

2 2 3 3k k+ =α α T T
2 3(1,1, 0) (0,1,1)k k+  （ 2 3,k k 不全为零）． 

（2）令 1 2 3

1 1 0

( , , ) 1 1 1

1 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P α α α ，则有 1

2 0 0

0 1 0

0 0 1

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P BP ．因此 

1

2 0 0

0 1 0

0 0 1

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B P P

1 1 0
1

1 1 1
3

1 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 0 0

0 1 0

0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1

2 1 1

1 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 1 1

1 0 1

1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

．

 

5.3.7 （1）令 1

1

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

α ， 2

1

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，由条件可知 1 1= −Aα α ， 2 2=Aα α ，则 A 的特征值为

1 1λ = − ， 2 1λ = ，又因为 ( ) 2R =A ，所以 A 的另一个特征值为 3 0λ = ，且属于 3 0λ = 的特征向

量
1

3 2

3

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α 与 1 2,α α 正交，由此有方程组 1 3

1 3

0

0

x x

x x

− =⎧
⎨ + =⎩

，解得基础解系为 3

0

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，从而 A 的属

于 1 1λ = − ， 2 1λ = ， 3 0λ = 的所有特征向量分别为： 

1 1k α ， 2 2k α ， 3 3k α （ 1 2 3, ,k k k 均不为零）． 

（2）显然 1 2 3, ,α α α 为正交向量组，将其单位化得到正交矩阵 

1 1 0
1

0 0 2
2

1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ， 1 T

1 0 1
1

1 0 1
2

0 2 0

−

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P P ， 

使得 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP ，则有 

1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A P P =

1 1 0
1

0 0 2
2

1 1 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 0

0 1 0

0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 1

1 0 1

0 2 0

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

0 0 1

0 0 0

1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

5.3.8 （1）依题意，由

2 1 1

2 1 2 1 0

1 1 2

k

−
+ = − + =A E ，解得 0k = ． 
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（2）由于 A 为对称矩阵，则存在正交矩阵Q ，使得 

1 T
1 2 3diag{ , , }λ λ λ− = = =Q AQ Q AQ Λ ， 

其中 1 2 3, ,λ λ λ 为矩阵 A 的特征值．而 

T T T T 2( ) ( ) = =AP AP P A AP P A P ， 

取 =P Q，则 

T T 2 2 2 2 2
1 2 3( ) ( ) diag{ , , }λ λ λ= = =AP AP Q A Q Λ ． 

由于 

2

1 1

1 1 (1 ) (2 )

1 1

λ
λ λ λ λ

λ

− −
− = − − = − − +

−
A E ， 

所以 A 的特征值为 1 2λ = − ， 2 3 1λ λ= = ．当 1 2λ = − 时，解方程组 ( 2 )+ =A E x 0，解得基础解

系 1

1

1

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ；当 2 3 1λ λ= = 时，解方程组 ( )− =A E x 0 ，解得基础解系 2

1

0

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ， 3

1

1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ．将

2 3,η η 正交化，令 

2 2=ξ η ， 3 2
3 3 2

2 2

[ , ]

[ , ]
= − =

η ξ
ξ η ξ

ξ ξ

1
1

2
2

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

将 1η , 2ξ 和 3ξ 单位化，令 

1

1
1

1
3

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

p ， 2

1
1

0
2

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

p ， 3

1
1

2
6

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

p ． 

因此所求的正交矩阵 P 为 

1 2 3

1 1 1

3 2 6
1 2

, ,( ) 0
3 6

1 1 1

3 2 6

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

p p pP ． 

5.5  综合提高训练 

例 5.5.1  设 A 为 3 阶矩阵， 1 2 3, ,λ λ λ 为 A 的 3个不同的特征值，对应特征向量分别为

1 2 3, ,α α α ，令向量 1 2 3= + +x α α α ． 
（1）证明 2, ,x Ax A x 线性无关；（2）若 3 23 2= −A x Ax A x ，求 A 的特征值及 +A E ． 

（1）证  设 2
1 2 3k k k+ + =x Ax A x 0 ，由已知有 
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2
1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3( ) ( ) ( )k k k+ + + + + + + + =α α α A α α α A α α α 0 ， 

整理得 
2 2 2

1 1 2 1 3 1 1 2 2 2 3 2 1 3 2 3 3 2( ) ( ) ( )k k k k k k k k kλ λ λ λ λ λ+ + + + + + + + =α α α 0， 

因为 1 2 3, ,α α α 是对应 A 的不同特征值的特征向量，必线性无关，故有齐次方程组 

2
1 1 2 1 3

2
1 2 2 2 3

2
1 3 2 3 3

0

0

0

k k k

k k k

k k k

λ λ
λ λ
λ λ

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

， 

由于其系数行列式

2
1 1

2
2 2

2
3 3

1

1 0

1

λ λ
λ λ
λ λ

≠ ，所以有 1 2 3 0k k k= = = ，故得 2, ,x Ax A x 线性无关． 

（2）设λ是 A 特征值，则由 3 23 2= −A x Ax A x 易得，λ必满足 3 23 2 0λ λ λ− + = ， 解出 A
的特征值为 3,1, 0− ，从而 +A E 的特征值为 2, 2,1− ，故 4+ = −A E ． 

例 5.5.2  【2003（1）】设矩阵

3 2 2

2 3 2

2 2 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，

0 1 0

1 0 1

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ， 1− ∗=B P A P ，求 2+B E

的特征值与特征向量． 

解  由题意 

5 2 2

2 5 2

2 2 5

∗

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ， 1

0 1 1

1 0 0

0 0 1

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ， 

进而有 

1− ∗= =B P A P
0 1 1 5 2 2 0 1 0 7 0 0

1 0 0 2 5 2 1 0 1 2 5 4

0 0 1 2 2 5 0 0 1 2 2 3

− − −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

故 2+B E 特征方程为 

( 2 ) λ+ −B E E 2

9 0 0

2 7 4 (9 ) (3 ) 0

2 2 5

λ
λ λ λ

λ

−
= − − − = − − =

− − −
， 

所以 2+B E 的特征值为 1 2 33, 9λ λ λ= = = ．当 1 3λ = 时，解方程组 ( 3 )− =A E x 0，系数矩阵为 

6 0 0

2 4 4

2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 0 0

0 1 1

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

解得基础解系为 1

0

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ，所有属于 1 3λ = 的特征向量为 1 1k ξ （ 1 0k ≠ ）；当 2 3 9λ λ= = 时，解方
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程组 ( 9 )− =A E x 0 ，系数矩阵为 

0 0 0

2 2 4

2 2 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

1 1 2

0 0 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

解得基础解系为 2

1

1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 3

2

0

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ，所有属于 2 3 9λ λ= = 的特征向量为 2 2 3 3k k+ξ ξ （ 2 3,k k 不

全为零）． 

例 5.5.3  设 α 与 β 均为三维单位列向量，且 T 0=α β ，令 T T= +A αβ βα ，证明 A 与

1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似． 

证  由 T 0=α β ，有 T T T( ) 0= =β α α β ，从而有 

Aα T T( )= + =αβ βα α β， Aβ T T( )= + =αβ βα β α， 

两式相加得 ( )+ = +A α β α β，故 1 是 A 的特征值，对应 1 的特征向量是 +α β；两式相减得

( ) ( )− = − −A α β α β ，所以 1− 是 A 的特征值，对应 1− 的特征向量是 −α β．又因为 

T T( ) ( ) ( ) 1 1 2R R R+ = + =A αβ βα≤ ， 

因此 A 不可逆，从而必有特征值 0 ．综上所述，实对称矩阵 A 有三个不同的特征值1, 1, 0− ，

所以必和对角矩阵

1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似． 

例 5.5.4  已知 A 与 B 均为 3 阶矩阵，满足 2+ =AB B O ，且 ( ) 2R =B ，其中

1 0 1

1 0

0 2 1

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ，又齐次方程组 =Ax 0 的基础解系为 T(1,1,1) ．求：（1）a的值；（2）可逆矩

阵 P ，使得 1−P AP 为对角矩阵；（3） ( 2 )R +A E ；（4） +A E ；（5） 2016( )+A E ． 

解 （1）利用矩阵的初等变换有 
1 0 1

1 0

0 2 1

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B

1 0 1

0 2 1

0 1a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 

因为 ( ) 2R =B ，可得 2a = − . 

（2）记 B 的第一列、第三列向量分别为 1 2,ξ ξ ，显然 1 2,ξ ξ 线性无关．由 2+ =AB B O ，即

2= −AB B ，有 2− 是 A 的特征值，且 1 2,ξ ξ 为属于 2− 的特征向量．令 T
3 (1,1,1)=ξ ，由已知有

3 30= =Aξ ξ0 ，故 0 也是 A 的特征值，且 3ξ 为属于 0 的特征向量．令 1 2 3( , , )=P ξ ξ ξ ，则 P 可

逆，且有 1−P AP =

2 0 0

0 2 0

0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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（3）由 A 的特征值为 2, 2, 0− − ，有 2+A E 的特征值为 0, 0, 2 ，故 2+A E 与 { }diag 0, 0, 2 相

似，因此 ( 2 ) 1R + =A E . 

（4）由 A 的特征值为 2, 2, 0− − ，有 +A E 的特征值为 1, 1,1− − ，所以 1+ =A E ． 

（5）由（4）有 1( )− + =P A E P { }diag 1, 1,1− − ，进而有 

2016( )+A E

2016

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P P 1−= =PEP E ． 

例 5.5.5  设 n阶矩阵

1

1

1

a a

a a

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ． 

（1）求 A 的特征值和特征向量；（2）求可逆矩阵使得 1−P AP 为对角矩阵． 
解 （1）当 0a ≠ 时，由 

1

1

1

a a

a a

a a

λ
λ

λ

λ

−
−

− =

−

A E [ ][ ] 1
1 ( 1) 1

n
n a aλ λ −= + − − − − ， 

有 A 的特征值为 1 1 ( 1)n aλ = + − ， 2 1 aλ = − （ 1n − 重根）．当 1 1 ( 1)n aλ = + − 时，解方程组

1( )λ− =A E x 0，由矩阵的初等变换有 

1( )λ− =A E

(1 )

(1 )

(1 )

n a a a

a n a a

a a n a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

(1 ) 1 1

1 (1 ) 1

1 1 (1 )

n

n

n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

， 

           

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

n n

n n

n n

n

n n

n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

得到基础解系为 1

1

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ，属于 1 1 ( 1)n aλ = + − 的特征向量为 1 1k ξ （ 1 0k ≠ ）．当 2 1 aλ = − 时，解

方程组 2( )λ− =A E x 0 ，由矩阵的初等变换有 
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2( )λ− =A E

a a a

a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1

0 0 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

得基础解系为 2

1

1

0

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 3

1

0

1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ，…，

1

0

0

1

n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ，属于 2 1 aλ = − 的特征向量为

2 2 3 3 n nk k k+ + +ξ ξ ξ （ 2 3, , , nk k k 不全为零）．当 0a = 时，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， A 的特征值

为 1 1λ = （ n重根），任意的非零列向量都是 A 的特征向量． 

（2）由（1）有，当 0a ≠ 时， A 有 n个线性无关的列向量 

1

1

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 2

1

1

0

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 3

1

0

1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ，…，

1

0

0

1

n

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ． 

构造矩阵 1 2( , , , )n=P ξ ξ ξ ，则 

1

1 ( 1) 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

n a

a

a

a

−

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

P AP ，

 

当 0a = 时， =A E ，对任意的可逆矩阵 P 都有 1− =P AP E ． 

 



 

 

 

第 6 章  二  次  型 

6.1  知 识 要 点 

6.1.1  二次型及其矩阵表示 

n个变元 1 2, , , nx x x 的二次齐次多项式 

2 2 2
1 2 11 1 22 2( , , , )n nn nf x x x a x a x a x= + + + 12 1 2 13 1 3 1, 12 2 2 n n n na x x a x x a x x− −+ + + +  

称为 n元二次型．当系数 ija ( , 1, 2, , )i j n= 为实数时，称 f 为实二次型． 

若记 ji ija a= ( )i j< ，则 2 ij i j ij i j ji j ia x x a x x a x x= + ，二次型可写为 

1 2( , , , )nf x x x =
1 1

n n

ij i j
i j

a x x
= =
∑∑

11 12 1 1

21 22 2 2
1 2

1 2

( , , , )

n

n
n

n n nn n

a a a x

a a a x
x x x

a a a x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

T= x Ax ， 

其中 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，

1

2

n

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x ， 

对称矩阵 A 称为二次型 f 的矩阵，其主对角线元素 iia ( 1, 2, , )i n= 等于平方项 2
ix 的系数，其

他元素 i ja ( )i j≠ 等于交叉项 i jx x 系数的一半．矩阵 A 的秩 ( )R A 称为二次型 f 的秩． 

二次型 f 与对称阵 A 之间存在一一对应关系，即任给一个二次型 f ，就唯一地确定一个

对称阵 A ；反之，亦然． 

6.1.2  二次型的标准形与规范形 

从变元 1 2, , , ny y y 到变元 1 2, , , nx x x 的一个线性变换可表示为 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

x c y c y c y

x c y c y c y

x c y c y c y

= + + +⎧
⎪ = + + +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + +⎩

， 

该线性变换的矩阵形式为 =x Cy ，其中的 
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1

2

n

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x ，

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c

c c c

c c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ，

1

2

n

y

y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

y ． 

若矩阵C 为可逆矩阵，则称线性变换 =x Cy 为可逆变换；若C 为正交矩阵，称线性变换 =x Cy

为正交变换． 

将线性变换 =x Cy 代入二次型 T( )f =x x Ax 中，有 

T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g= = = =x x Ax Cy A Cy y C AC y y By y
记为

， 

其中， T=B C AC ．可以证明：当 =x Cy 为可逆的线性变换时， T( )g =y y By 仍为二次型，并

且 B 为该二次型的矩阵． 
n元二次型 f 经可逆的线性变换可化为只含平方项的形式： 

2 2 2
1 1 2 2 n nd y d y d y+ + + ， 

称其为二次型 f 的标准形，也可以经可逆的线性变换化为更简单的列式： 

2 2 2 2
1 1p p ry y y y++ + − − − ， 

称其为二次型 f 的规范形．其中的 r 为二次型 f 的秩． 

注  二次型的标准形不唯一，它与可逆线性变换 =x Cy 有关．规范形是二次型的一个特

殊的标准形． 

6.1.3  矩阵的合同 

对于 n阶方阵 A 和 B ，若存在可逆矩阵C ，使得 T =C AC B ，则称矩阵 A 与 B 合同．矩

阵 A 与 B 合同关系是一种等价关系，具有下列性质： 

（1）反身性 A 与 A 合同； 

（2）对称性 若 A 与 B 合同，则 B 与 A 合同； 

（3）传递性 若 A 与 B 合同， B 与C 合同，则 A 与C 合同． 

在二次型的化简中，线性变换前后两个二次型的矩阵是合同的．将二次型 Tf = x Ax 采用

可逆的线性变换 =x Cy 化为标准形，等同于用矩阵C 使 A 合同于对角阵 Λ，即 T =C AC Λ． 

矩阵合同的性质： 

（1）设矩阵 A 与 B 合同，若 A 为对称阵，则 B 也为对称阵； 

（2）若 A 与 B 合同，则 A 与 B 的秩相同，即 ( ) ( )R R=A B ； 

（3）矩阵 A 与 B 合同的充分必要条件为对矩阵 A 的行和列实施相同的初等变换变成 B ． 

6.1.4  利用正交变换化二次型为标准形 

设 A 为实对称矩阵，则存在正交阵 P ，使得 
1 T

1 2diag{ , , , }nλ λ λ− = = =P AP P AP Λ ， 

其中 1 2, , , nλ λ λ 为二次型矩阵 A 的特征值．即正交阵 P 使矩阵 A 与对角阵 Λ既相似又合

同．相应地，对于二次型 Tf = x Ax ，总有正交变换 =x Py 使 
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T T T T 2 2
1 1( ) n nf y yλ λ= = = = + +x Ax y P AP y y Λy ． 

利用正交变换化二次型为标准形的步骤如下： 

设 n元二次型为 Tf = x Ax  T( )=A A . 

（1）求解矩阵 A 的全部特征值 1 2, , , sλ λ λ ，相应的重数记为 1 2, , , sr r r . 

（2）对每个特征值 iλ 求解齐次线性方程组 ( ) 0iλ− =A E x 的基础解系，并将其正交化、单

位化得到 1 2 ,, , ,
ii i i rα α α . 

（3）以向量 1 2 ,, , ,
ii i i rα α α ( )1, 2, ,i s= 为列向量构成矩阵 P ，则 P 为正交矩阵，变换

=x Py 为正交变换，在此变换下二次型 f 的标准型为 

T 2 2
1 1( ) n nf y yλ λ= = + +Py y Λy ， 

其中， 1 2, , , nλ λ λ 为矩阵 A 的特征值（这里可能有重根）． 

6.1.5  用配方法化二次型成标准型 

除了使用正交变换方法外，还有一些其他的方法将二次型化为标准形，如配方法、初等

变换法等．这里我们只讨论利用配方法化二次型为标准型．配方法的使用分为以下两种情形. 

（1）二次型中同时含有平方项和非平方项，如 2 2
1 2 1 2 1 33 2 6f x x x x x x= − + + ．对于此种类型，

首先对含有平方项的第一个变元（如 1x ）进行完全平方，使得余下的项中不再含有这个变元，

然后再对含有平方项的第二个变元（如 2x ）进行类似操作，以此类推．注意每次只对一个变

元进行配方． 
（2）二次型中不含有平方项，如 1 2 1 3 2 32 8f x x x x x x= − + ．对于此种类型，首先需要使用平

方差公式制造平方项，然后转化为（1）．如本题可以作变换

1 1 2

2 1 2

3 3

x y y

x y y

x y

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

，这样 f 可化为 2
1f y= −  

2
2 1 3 2 36 10y y y y y+ − ． 

6.1.6  惯性定理 

前面我们提到二次型的标准形是不唯一的，但标准形中所含有的项数是确定的，并且标

准形中正系数的个数也是确定的（从而负系数的个数也是确定的），与所作可逆变换无关，这

个结论称为惯性定理，即对于秩为 r 的 n 元二次型 Tf = x Ax ，存在两个可逆变换 =x By 和

=x Cz ，使得 
2 2 2

1 1 2 2 k kf y y yλ λ λ= + + + ，（ 0, 1, 2, ,i i kλ ≠ = ） 

及 
2 2 2

1 1 2 2 s sf d z d z d z= + + + ，（ 0, 1, 2, ,id i s≠ = ）， 

则 k s r= = ，且 1 2, , , rλ λ λ 中正数的个数与 1 2, , , rd d d 中正数的个数相等． 

二次型标准形中的正系数的个数称为正惯性指数，负系数的个数称为负惯性指数．若 n元

二次型 Tf = x Ax 的秩为 r ，正惯性指数为 p ，则 f 的规范形可以表示为 

2 2 2 2
1 1p p rf y y y y+= + + − − − ． 
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类似地，对于 n阶实对称矩阵 A ，存在可逆阵 P 和Q ，使得 

T

p

r p

n r

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

E

P AP E

O

， T

q

r q

n r

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

E

Q AQ E

O

， 

则 p q= ．因此两个 n阶实对称阵合同的充要条件是它们的秩相等、正惯性指数也相等． 

6.1.7  正定二次型与正定矩阵 

n元二次型 Tf = x Ax ，若对任意的 ≠x 0 都有 T 0>x Ax ( 0)< ，则称 Tf = x Ax 为正定（负

定）二次型，并称对称阵 A 为正定矩阵（负定矩阵）；若对任意的 ≠x 0 都有 T 0x Ax ≥ ( 0)≤ ，

则称 Tf = x Ax 为半正定（半负定）二次型，并称对称阵 A 为半正定矩阵（半负定矩阵）． 

正定二次型的一些常用结论： 

（1） n元二次型 Tf = x Ax 为正定的充要条件是它的正惯性指数为 n； 

（2）正定二次型经可逆变换得到的二次型仍为正定的； 

（3）对称矩阵 A 正定的充要条件是 A 的特征值全为正数； 

（4） 对称阵 A 正定的充要条件是 A 与单位阵 E 合同，即存在可逆阵C ，使得 T= =A C EC  
TC C ． 

半正定二次型的一些常用结论： 

（1）秩为 r 的 n元二次型 Tf = x Ax 为半正定的充要条件是正惯性指数 p r n= < ； 

（2） n阶对称阵 A 半正定的充要条件是 A 与 r⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

E

O
合同（ ( )r R n= <A ）； 

（3） n阶对称阵 A 半正定的充要条件是 A 的特征值大于或等于零． 

6.1.8  顺序主子式 

设 A 为 n 阶对称矩阵，子式

11 12 1

21 22 2

1 2

i

i
i

i i ii

a a a

a a a
D

a a a

= ( 1, 2, , )i n= 称为矩阵 A 的顺序主子

式．   
n阶对称阵 A 正定的充要条件是 A 的顺序主子式 iD ( 1, 2, , )i n= 均大于 0 ； A 负定的充

要条件是 A 的奇数阶顺序主子式为负，偶数阶顺序主子式为正，即 ( 1) 0i
iD− >  ， 1, 2, ,i n= ． 

6.2  典型例题分析 

6.2.1  题型一、二次型的基本概念问题 

例 6.2.1  求二次型 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( )f x x x a x a x a x= + + 的矩阵． 

解  由题意 
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1 1

1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

a x

f x x x x x x a a a a x

a x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

2
1 1 2 1 3 1

2
1 2 3 1 2 2 2 3 2

2
1 3 2 3 3 3

, ,

a a a a a x

x x x a a a a a x

a a a a a x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

， 

因此二次型对应的矩阵为 
2
1 1 2 1 3

2
1 2 2 2 3

2
1 3 2 3 3

a a a a a

a a a a a

a a a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ． 

例 6.2.2  求二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 2f x x x x x x x x x x x x= + − + + + 的秩． 

解  由题意，对二次型矩阵 A 进行初等变换有 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A

1 1 1

0 0 1

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

因此 ( ) 2R =A ，故二次型 f 的秩为 2． 

6.2.2  题型二、将二次型化为标准型 

例 6.2.3  【2011（2）】二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 3 2 2 2f x x x x x x x x x x x x= + + + + + ，则 f 的正

惯性指数为________． 

解法 1  由配方法 

             2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 3 2 2 2f x x x x x x x x x x x x= + + + + +  

                    2 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 22 2 2 2x x x x x x x x x x= + + + + + + 2 2

1 2 3 2( ) 2x x x x= + + + ， 

故令 

1 1 2 3

2 2

3 3

y x x x

y x

y x

= + +⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，  即
1 1

2 2

3 3

1 1 1

0 1 0

0 0 1

y x

y x

y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

从而有可逆的线性变换 

1
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

x y y

x y y

x y y

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

使得二次型化为标准形 2 2
1 22f y y= + ，所以 f 正惯性指数为 2． 

解法 2  二次型矩阵 A 的特征方程为 

1 1 1

1 3 1 ( )(1 )(4 )

1 1 1

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
− = − = − − −

−
A E ， 

所以 A 的特征值为 1 1λ = ， 2 4λ = ， 3 0λ = ，因此 f 正惯性指数为 2． 
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例 6.2.4  【2012（1，2，3）】已知

1 0 1

0 1 1

1 0

0 1

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

A ，二次型 T T
1 2 3( , , ) ( )f x x x = x A A x 的

秩为 2．求：（1）实数 a的值；（2）正交变换 =x Q y 将 f 化成标准形． 

解 （1）因为 T( ) ( ) 2R R= =A A A ，对 A 作初等变换 

1 0 1 1 0 1

0 1 1 0 1 1

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

a a

a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

故得 1a = − ； 
（2）由于 

T=B A A

1 0 1
1 0 1 0 2 0 2

0 1 1
0 1 0 1 0 2 2

1 0 1
1 1 1 1 2 2 4

0 1 1

⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −⎝ ⎠

， 

特征方程为 

2 0 2

0 2 2 ( )(2 )(6 )

2 2 4

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
− = − = − − −

−
B E ， 

所以 B 的特征值为 1 2λ = ， 2 6λ = ， 3 0λ = ．当 1 2λ = 时，求解方程组 ( 2 )− =B E x 0，基础解

系为 1

1

1

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ，单位化为 1

1
1

1
2

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ；当 2 6λ = 时，求解方程组 ( 6 )− =B E x 0，基础解系为

2

1

1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ，单位化为 2

1
1

1
6

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ；当 3 0λ = 时，求解方程组 =Bx 0，基础解系为 3

1

1

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ，单

位化为 3

1
1

1
3

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ．取 

1 2 3

1 1 1

2 6 3
1 1 1

( , , )
2 6 3

2 1
0

6 3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= = − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Q γ γ γ ， 

则Q 为正交矩阵，正交变换 =x Q y 将 f 化为标准形 2 2
1 22 6f y y= + ． 
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6.2.3  题型三、二次型的规范形的求解 

例 6.2.5  将二次型 
2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4( , , , ) 2 2 2 2 2 4f x x x x x x x x x x x x x x x x x x= + + − − + − + −  

化成规范形，并写出所用的可逆线性变换． 

解  利用配方法有 

( )

2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 4 2 3 2 4 3 4

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 4 2 4 3 4 2 3 2 3 2 2 3 3

2 2
2

1 2 3 4 2 3 2 3 4

( , , , ) ( ) 3 4 6 2

2 1 2 1
( ) 3 2 3 2

3 9 3 3

1 1
3 3 ,

3 3

f x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

= − + − − + − +

⎛ ⎞= − + − − + − + + − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

令线性变换 

1 1 2 3 4

2 2 3

3 2 3 4

4 4

1

3
1

3

y x x x x

y x x

y x x x

y x

= − + −⎧
⎪
⎪ = +
⎪
⎨
⎪ = − +
⎪
⎪ =⎩

，得

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 2 3 4

4 4

2

1 1 1

2 2 2
3 3 3

2 2 2

x y y y y

x y y y

x y y y

x y

= − + −⎧
⎪
⎪ = + −
⎪
⎨
⎪ = − +
⎪
⎪ =⎩

， 

即 

11

22

33

44

1 1 2 1

1 1 1
0

2 2 2
3 3 3

0
2 2 2

0 0 0 1

yx

yx

yx

yx

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

此时 2 2 2
1 2 33 3f y y y= + − ．再作线性变换 

1

2

3

4

y

y

y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 0 0

1
0 0 0

3
1

0 0 0
3

0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

t

t

t

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

其规范形为 2 2 2
1 2 3f t t t= + − ，线性变换为 
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1

2

3

4

x

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2 1

1 1 1
0

2 2 2
3 3 3

0
2 2 2

0 0 0 1

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 0 0

1
0 0 0

3
1

0 0 0
3

0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

t

t

t

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2
1 1

3 3

1 1 1
0

22 3 2 3

3 3 3
0

2 2 2

0 0 0 1

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

3

4

t

t

t

t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

6.2.4  题型四、矩阵的合同、相似问题 

例 6.2.6  设

2 0 1

0 2 0

1 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ，

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

B ．证明矩阵 A 与 B 合同，但 A 与 B 不

相似． 

解  由于 

2 0 1

0 2 0 ( 1 )( 2 )( 3 )

1 0 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
− = − − = − − − − − −

− −
A E ， 

所以 A 的特征值为 1 2 31, 2, 3λ λ λ= − = − = − ．矩阵 B 的特征值为 1 2 3 1λ λ λ= = = − ，因此矩阵 A 与

B 不相似．又因为 ( ) ( ) 3R R= =A B ，矩阵 A 与 B 正惯性指数均为 0 ，因此 A 与 B 合同． 

注  两个同阶对称矩阵合同的充要条件为二者具有相同的秩和相同的正惯性指数；两个

同阶对称矩阵相似的充要条件为二者具有相同的特征值及重数． 

例 6.2.7  【2008（3）】设
1 2

2 1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ，则下列矩阵与 P 合同的是（    ）． 

（A）
2 1

1 2

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ；  （B）
2 1

1 2

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

B ；  （C）
2 1

1 2

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ；  （D）
1 2

2 1

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

D ． 

解  由于 

1 2
( 1 )(3 )

2 1

λ
λ λ λ

λ
−

− = = − − −
−

P E ， 

因此矩阵 P 的特征值为 1 21, 3λ λ= − = ．从而 ( ) 2R =P ，正惯性指数为1．计算四个选项中矩阵

的特征多项式有 

(1 )(3 )λ λ λ− = + +A E ； (1 )(3 )λ λ λ− = − −B E ； 

(1 )(3 )λ λ λ− = − −C E ； ( 1 )(3 )λ λ λ− = − − −D E ． 

从上述四个矩阵的特征多项式可以看到，只有矩阵 D 的秩 ( ) 2R =D ，正惯性指数为1，因此答

案选（D）． 
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6.2.5  题型五、二次型（或二次型矩阵）正定性的判定 

判定矩阵是否正定，应先检验该矩阵是否对称．二次型（或对称矩阵）正定性（或负定

性）的判定，常用的方法有顺序主子式法、定义法、特征值法及矩阵的合同法等． 

例 6.2.8  设对称矩阵

2 0 1

0 2 0

1 0 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ，判别矩阵 A 的正定性． 

解  由于 

2 0 1

0 2 0 ( 1 )( 2 )( 3 )

1 0 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
− = − − = − − − − − −

− −
A E ， 

有 A 的特征值为 1 2 31, 2, 3λ λ λ= − = − = − ，因此 A 是负定的． 

注  本例使用了特征值法来判定矩阵的正定性（或负定性）．一般来说，使用顺序主子式

方法只需计算几个行列式的值，相对来说，比求解特征多项式 0λ− =A E 要简单些． 

例 6.2.9  若 n阶矩阵 A 和 B 均为正定矩阵，判定 +A B 的正定性． 

解  由于 A 和B 均为正定矩阵，因此 A 和B 均为对称矩阵，故 +A B 也为对称矩阵．而由 A

和B 的正定性，对任意的n维向量 ≠x 0，均有 T 0>x Ax ， T 0>x Bx ，因此对任意的 ≠x 0，有 
T T T( ) 0+ = + >x A Β x x Ax x Βx ， 

故 +A B 为正定矩阵． 
注 （1）一般的，对于任意的正数 1 2,k k ，若 n阶矩阵 A 和 B 均为正定矩阵，则 1 2k k+A B

也为正定矩阵． 

（2）本例使用了正定性的定义来判定二次型（或二次型矩阵）的正定性． 

例 6.2.10  若 A 为正定矩阵，讨论逆矩阵 1−A 的正定性． 

解法 1  由 A 正定，有 0>A ，从而 1−A 存在．设n阶矩阵 A 的特征值为 1 2, , , nλ λ λ ，由于

A 正定，有 1 2, , , nλ λ λ 全大于零，故 1−A 的全部特征值 1 1 1
1 2, , , nλ λ λ− − − 全大于零，因此 1−A 正定． 

解法 2  由 A 正定，有 A 与单位阵 E 合同，即存在可逆阵C ，使得 T=A C EC ．从而有 
1 T 1 1 T 1 1 1 T 1 T T 1 T( ) ( ) ( ) [( ) ] ( )− − − − − − − −= = = =A C EC C E C C E C C E C ， 

即 1−A 与单位阵 E 合同，故 1−A 正定． 

注  本例使用了特征值法和矩阵的合同法来判定矩阵的正定性． 

6.2.6  题型六、二次型的参数求解问题 

例 6.2.11  已知二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 2 2f x x x x ax x x x x x x x= + + + − + 的秩为 2，求常数 a

的值． 

解  设二次型矩阵为 A ，由矩阵的初等变换有 

1 2 1

2 1

1 1 4

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A

1 2 1

0 2 3

0 3 3

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 1

0 3 3

0 2 3a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 2 1

0 3 3

0 5 0a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 
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由题意 ( ) 2R =A ，因此 5a = ． 

例 6.2.12  【2009（2）】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3 2 3( , , ) ( 1) 2 2f x x x ax ax a x x x x x= + + − + − ，

 
（1）求二次型 f 的矩阵的所有特征值；（2）若二次型 f 的规范性为 2 2

1 2y y+ ，求 a的值． 

解 （1）二次型 f 的矩阵为

0 1

0 1

1 1 1

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ，其特征方程为 

0 1

0 1 ( )[( 1) ][( 2) ] 0

1 1 1

a

a a a a

a

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
− = − − = − + − − − =

− − −
A E ，

 
所以 A 的特征值为 1 2 3, 1, 2a a aλ λ λ= = + = − ． 

（2）因为 f 的规范性为 2 2
1 2y y+ ，所以 A 的特征值有两个正数，一个为零．又因为

2 1a a a− < < + ，所以 2a = ． 

6.2.7  题型七、二次型（二次型矩阵）的证明问题 

例 6.2.13 设 A 为 n阶正定矩阵，证明 1+ >A E ． 

证  设 A 的特征值为 1 2, , , nλ λ λ ，则 +A E 的特征值为 1 21, 1, , 1nλ λ λ+ + + ．由于 A 正

定，因此 1 2, , , nλ λ λ 全部大于零，故 +A E 的特征值全部大于1，因此 

1 2( 1)( 1) ( 1) 1nλ λ λ+ = + + + >A E ． 

例 6.2.14  若 n阶对称矩阵 A 满足 2 4 3− + =A A E 0 ，则 A 为正定矩阵． 

证  由题意，矩阵 A 的特征值λ满足方程 2 4 3 0λ λ− + = ，解得 1 1λ = 或 2 3λ = ，即矩阵 A

的特征值全部为正，因此 A 为正定矩阵． 

6.3  深 化 训 练 

6.3.1  填空题 

（1）3 阶实对称矩阵 A 满足方程 3 27 16 10+ + + =A A A E O ，则二次型 Tx Ax 经正交变换可

化成标准形为________． 

（2）【2011（1）】若二次曲面的方程 2 2 23 2 2 2 4x y z axy xz yz+ + + + + = 经正交变换化为
2 2
1 14 4y z+ = ，则 a = ________． 

（3）【2014（1，2，3）】设二次型 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 4f x x x x x ax x x x= − + + 的负惯性指数为1，

则 a的取值范围为________． 

（4）已知 n 元二次型 Tf = x Ax 正定，其正惯性指数为 p ，秩为 r ，则 , ,r p n 三者间的关

系为________． 

（5）若 2 2 2
1 2 3 1 2 3 2 3( , , ) 4f x x x x x x tx x= + + − 为正定二次型，则 t 的范围为________． 

（ 6）设 3 元二次型 1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( )( )f x x x a x a x a x b x b x b x= + + + + ，则二次型矩阵

=A ________． 
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6.3.2  单项选择题 

（1）实二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 1 2 3( , , ) 2 3f x x x x kx x x x= + + + ，当 k =（    ）时，其秩为 2． 

   （A）0；   （B）1；   （C）2；   （D）3． 

（2）【2007（1，2，3）】设矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A ，

1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ，则 A 与 B （    ）． 

   （A）合同且相似；          （B）合同但不相似； 

   （C）不合同但相似；               （D）既不合同也不相似． 

（3）与

1 0 0

0 0 2

0 2 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A 合同的矩阵是（    ）． 

   （A）

1 0 0

0 1 0

0 0 9

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

； （B）

1 0 0

0 2 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

； （C）

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

； （D）

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

（4）【2016（1，2，3）】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) ( ) 2 2 2f x x x a x x x x x x x x x= + + + + + 的正、

负惯性指数分别为1, 2 ，则（    ）． 

   （A） 1a > ；                     （B） 2a < − ； 

   （C） 2 1a− < < ；                （D） 1a = 或 2a = − ． 

（5）实二次型 T
1 2( , , , )nf x x x = x Ax 为正定的充分必要条件为（    ）． 

   （A） 0>A ；  

   （B）存在 n阶可逆矩阵C ，使得 T=A C C ； 

   （C）负惯性指数为零；   

   （D）存在非零向量 T
1 2( , , , )nx x x=x  ，使得 T 0>x Ax ． 

（6） n阶实对称矩阵 A 为正定矩阵的充分必要条件为（   ）． 

   （A） A 的所有 k 阶子式为正；       （B） A 的所有的特征值非负； 

   （C） 1−A 为正定矩阵；              （D） ( )R n=A ． 

（7）设 A 与 B 为 n阶实对称矩阵，且都正定，那么 AB 是（   ）． 

   （A）实对称矩阵； （B）正定矩阵； （C）可逆矩阵；  （D）正交矩阵． 

6.3.3  【2003（3）】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) 2 2 2f x x x ax x x bx x= + − + ，这里 0b > ，且二次型

的矩阵 A 的特征值之和为 1，特征值之积为 12− ． 
（1）求 ,a b 的值；（2）用正交变换将 f 化成标准形，写出正交变换和对应的正交矩阵． 

6.3.4  【1998（1，3）】设矩阵

1 0 1

0 2 0

1 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，矩阵 2( )k= +B E A ，其中 k 是实数，E 是

单位矩阵，求对角矩阵 Λ，使得 B 与 Λ相似，并求 k 为何值时， B 为正定矩阵． 

6.3.5  设 A 与 B 均为 n阶对称矩阵，证明 A 与 B 合同的充分必要条件是二次型 Tf = x Ax

与二次型 Tg = y By 具有相同的秩与正惯性指数． 
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6.4  深化训练详解 

6.3.1  填空题 

（1） 2 2 2
1 2 32 5y y y− − . 提示  由题意，设λ为 A 的特征值，则λ满足方程 

3 27 16 10 ( 2)( 1)( 5) 0λ λ λ λ λ λ+ + + = − + + = ， 
解得特征值为 2, 1, 5− − ． 

（2） 1− . 提示  由题意，二次型 ( , , )f x y z = 2 2 23 2 2 2x y z axy xz yz+ + + + + 可经正交变换

化为 2 2
1 14f y z= + ，从而该二次型的矩阵为

1 1

3 1

1 1 1

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A 有特征值1, 4, 0 ，故 

2

1 1

3 1 2 1 1 4 0 0

1 1 1

a

a a a= = − − − = × × =A ， 

由此解得 1a = − ． 
（3）[ ]2, 2− . 提示 由配方法有  

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 1 3 3 2 2 3 3 3( , , ) 2 4 4 (4 )f x x x x ax x a x x x x x a x= + + − + − + −   

                         2 2 2 2
1 3 2 3 3( ) ( 4 ) (4 )x ax x x a x= + − − + − ， 

由于负惯性指数为1，所以 24 0a− ≥ ，所以 a的取值范围是[ ]2, 2− ． 

（4） r p n= = .      （5） 4 4t− < < .  

（6）
1 1

2 1 2 3 2 1 2 3

3 3

1 1
( , , ) ( , , )

2 2

a b

a b b b b a a a

a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 提示 由于 

1 1

1 2 3 1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

a x

f x x x x x x a b b b x

a x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

注意到二次型矩阵为对称矩阵，因此二次型矩阵 

1 1

2 1 2 3 2 1 2 3

3 3

1 1
( , , ) ( , , )

2 2

a b

a b b b b a a a

a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ． 

6.3.2  单项选择题 

（1）（B）. 提示  

1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0

0 0 3 0 0 3

k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ． 

（2）（B）. 提示  由于 

2

2 1 1

1 2 1 (3 )

1 1 2

λ

λ
λ λ λ

λ

− − −
− = − − − = − −

− − −
A E ， 
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可得矩阵 A 的特征值为3, 3, 0，而 B 的特征值为1,1, 0 ，故 A 与 B 合同，而 tr( ) tr( )≠A B ，则 A

与 B 不相似． 

（3）（B）. 提示  由 

1 0 0

0 2 (1 )(2 )(2 )

0 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
− = − = − − +

−
A E ， 

有 A 的特征值为1, 2, 2− ． 

（4）（C）. 提示  设二次型矩阵为 A ，则 A 的特征方程为 

2

1 1

1 1 [( 2) ][( 1) ] 0

1 1

a

λ a a a

a

λ
λ λ λ

λ

−
− = − = + − − − =

−
A E ， 

解得特征值为 2, 1, 1a a a+ − − ．又因为其正、负惯性指数分别为1, 2 ，则有 2 0a + > ， 1 0a − < ，

即 2 1a− < < ． 

（5）（B）. 提示  A，C，D 均为必要条件；当 T=A C C 时，对任意 ≠x 0 ，有 
T T T T( ) ( ) ( ) 0f = = = >x Ax x C C x Cx Cx ． 

（6）（C）. 提示  见例 6.2.10．        （7）C．  

6.3.3 （1）二次型的矩阵为

0

0 2 0

0 2

a b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ，由题意有
2

1 tr( ) 2 2

12 4 2

a

a b

= = + −⎧
⎨
− = − −⎩

A

A
，解得

1, 2a b= = ． 

（2）由于 A 特征多项式为 

2

1 0 2

0 2 0 (2 ) (3 )

2 0 2

λ
λ λ λ λ

λ

−
− = − = − +

− −
A E ， 

从而 A 特征值为 1 2 32, 3λ λ λ= = = − ． 

当 1 2 2λ λ= = 时，解方程组 ( 2 )− =A E x 0 ，得基础解系为 1 2

0 2

1 , 0

0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

η η （ 1 2,η η 恰巧正

交），将其规范化得 1 2

0 2
1

1 , 0
5

0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ξ ； 

当 3 3λ = − 时，解方程组 ( 3 )+ =A E x 0 ，得基础解系为 3

1

0

2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

η ，将其规范化得

3

1
1

0
5

2

ξ
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，令 



线性代数深化训练与考研指导 ·164· 

1 2 3

0 2 1
1

( , , ) 5 0 0
5

0 1 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P ξ ξ ξ ， 

则 P 为正交矩阵，正交变换为 =x Py ，且二次型的标准形为 2 2 2
1 2 32 2 3f y y y= + − ． 

6.3.4  由于 

2

1 0 1

0 2 0 (2 )

1 0 1

λ

λ
λ λ λ

λ

−
− = − = − −

−
A E ， 

有 A 的特征值为 1 2 32, 0λ λ λ= = = ．因为 A 是实对称矩阵，故必存在正交矩阵 P ，使得 

T 1

2 0 0

0 2 0

0 0 0

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP P AP ． 

从而有 2( )k= +B E A 的特征值为 2 2
1 2 3( 2) ,k kλ λ λ= = + = ，并且 

2

T 1 2

2

( 2) 0 0

0 ( 2) 0

0 0

k

k

k

−

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

= = +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P BP P BP ， 

由此得对角矩阵 
2

2

2

( 2) 0 0

0 ( 2) 0

0 0

k

k

k

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Λ ． 

再由 B 与 Λ合同，有当 2k ≠ − ，且 0k ≠ 时， B 为正定矩阵． 

6.3.5  必要性．若 A 与 B 合同，则存在可逆矩阵 P ，使得 T=B P AP ．则 

T T T T T T( ) ( ) ( ) ( ) ( )g = = = =y By y P AP y y P A Py Py A Py ， 

即二次型 Tf = x Ax 经过可逆线性变换 =x Py 化为 Tg = y By ，根据惯性定理， f 与 g 具有相同

的秩与正惯性指数． 

充分性．若 Tf = x Ax 与 Tg = y By 具有相同的秩与正惯性指数，根据惯性定理，经过线性

变换后 f 与 g 具有相同的规范形．即存在可逆矩阵线性变换 =x Cz 和 =y Dz ，使得 

T T T T( )f z= = =x Ax Cz ACz C ACz ， 

T T T T( )g z= = =y By Dz BDz D BDz ， 

且对任意的 n维向量 z ，都有 T T T T=z C ACz z D BDz ．故有 T T=C AC D BD ．由于 D 可逆，因此 

T 1 T 1 1 T T 1 1 T 1( ) ( ) ( )− − − − − −= = =B D C ACD D C ACD CD ACD ， 

由于 1−CD 可逆，因此矩阵 A 与 B 合同，结论得证． 
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6.5  综合提高训练 

例 6.5.1  【2004（3）】二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 3( , , ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x x x= + + − + + 的秩为______． 

解  由于 
2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 1 3( , , ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x x x= + + − + +  

                 
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 2 2 2 2x x x x x x x x x= + + + + − ， 

有二次型矩阵为 

2 1 1 1 2 1

1 2 1 0 3 3

1 1 2 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

故二次型的秩为 2． 
例 6.5.2  【2015（1，3）】设二次型 1 2 3( , , )f x x x 在正交变换 =x Py 下的标准形为

2 2 2
1 2 32y y y+ − ，其中 1 2 3( , , )=P e e e ．若 1 3 2( , , )= −Q e e e ，则 1 2 3( , , )f x x x 在正交变换 =x Qy 下的

标准形为（    ）． 

（A） 2 2 2
1 2 32y y y− + ；                   （B） 2 2 2

1 2 32y y y+ − ； 

（C） 2 2 2
1 2 32y y y− − ；                  （D） 2 2 2

1 2 32y y y+ + . 

解  由线性变换 =x Py 得， 
T T T 2 2 2

1 2 3( ) 2f y y y= = = + −x Ax y P AP y ， 

其中 T

2 0 0

0 1 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

P AP ，因为 

1 3 2 1 2 3

1 0 0 1 0 0

( , , ) ( , , ) 0 0 1 0 0 1

0 1 0 0 1 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Q e e e e e e P
，

 

由线性变换 =x Q y，得 
T

T T T T T

1 0 0 1 0 0

( ) 0 0 1 ( ) 0 0 1

0 1 0 0 1 0

f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x Ax y Q AQ y y P AP y  

                T T

1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y y y y  

                2 2 2
1 2 32y y y= − + ． 

故选（A）． 
例 6.5.3  【2001（3）】设 ( )i j n na ×=A 为实对称矩阵，且 ( )R n=A ， i jA 是 A 中元素

i ja ( ), 1, 2, ,i j n= 代数余子式，二次型 1 2
1 1

( , , , )
n n

i j
n i j

i j

A
f x x x x x

= =

=∑∑ A
．  
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（1）记 T
1 2, , , )( nx x x=x ，把 ( )f x 写成矩阵形式，并证明二次型 ( )f x 的矩阵为 1−A ； 

（2）二次型 T( )g =x x A x 与 ( )f x 的规范形是否相同？并说明理由． 

解 （1）由题意，二次型的矩阵形式为 

11 21 1 1

12 22 2 2
1 2 1 2

1 2

1
( , , , ) ( , , , )

n

n
n n

n n nn n

A A A x

A A A x
f x x x x x x

A A A x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

A
， 

由 1 1− ∗=A A
A

，及 ( ) ( )T 11 T 1−− −= =A A A ，从而 1−A 为对称矩阵，因此二次型的矩阵为 1−A ． 

（2）由于 1 1 1− − −=A A AA ，及 1−A 为对称矩阵，从而 ( )T1 1 1− − −=A A AA ，因此有 A 与 1−A 相

似，所以 ( )g x 与 ( )f x 的规范形相同． 

例 6.5.4  【1999（1，3）】设 A 为m n× 实矩阵，E 为 n阶单位矩阵，矩阵 Tλ= +B E A A，

试证：当 0λ > 时，矩阵 B 为正定矩阵． 

证  因为 T Tλ= + =B E A A B ，所以 B 为实对称矩阵．对于任意非零的实向量 x ，有 
T T T T T( ) ( ) ( )λ λ= + = +x Bx x E A A x x x Ax Ax ， 

这里 T 0λ >x x ， T( ) ( ) 0Ax Ax ≥ ，所以 T 0>x Bx ，即矩阵 B 为正定矩阵． 

例 6.5.5  【2000（1，3）】设 n元二次型 
2 2

1 2 1 1 2 2 2 3( , , , ) ( ) ( )nf x x x x a x x a x= + + + + + 2 2
1 1 1( ) ( )n n n n nx a x x a x− −+ + +  

其中 ( 1,2, , )ia i n= 为实数，试问：当 1 2, , , na a a 满足什么条件时， 1 2( , , , )nf x x x 为正定二

次型． 
解  由题意，对任意 1 2, , , nx x x 都有 1 2( , , , ) 0nf x x x ≥ ．并且 1 2( , , , ) 0nf x x x = 当且仅当 

1 1 2

2 2 3

1 1

1

0

0

0

0
n n n

n n

x a x

x a x

x a x

x a x
− −

+ =⎧
⎪ + =⎪⎪
⎨
⎪ + =⎪

+ =⎪⎩

 

有解．由于方程组只有零解的充分必要条件为其系数行列式 

1

2

1
1 2

1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0 0
1 ( 1) 0

0 0 0 1

0 0 0 1

n
n

n

n

a

a

a a a

a

a

+

−

= + − ≠ ， 

所以当 1 2 ( 1)n
na a a ≠ − 时，对任意的不全为零的 1 2, , , nx x x ，有 1 1 2x a x+ ， 2 2 3x a x+ ， ，

1 1n n nx a x− −+ ， 1n nx a x+ 不全为零，得 1 2( , , , ) 0nf x x x > ，所以 1 2( , , , )nf x x x 为正定二次型． 
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例 6.5.6  【2005（1，3）】设 T

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A C
D

C B
为正定矩阵，其中 A B、 分别为m 阶、 n阶对

称矩阵，C 为m n× 矩阵． 

（1）计算 TP DP ，其中
1

m

n

−⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

E A C
P

O E
； 

（2）利用（1）的结果判断矩阵 T 1−−B C A C 是否为正定矩阵，并证明你的结论． 

解 （1）由题意， 
T1 1

T
T

T 1

T 1 T

1

T 1 T 1 ,

m m

n n

m m

n n

m

n

− −

−

−

−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

A CE A C E A C
P DP

C BO E O E

E O A C E A C

C A E C B O E

A C A OE A C

O B C A C O B C A CO E

 

（2） T 1−−B C A C 为正定矩阵，这是因为由（1）可知 D 与 T 1−

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A O

O B C A C
合同，再由

已知 D 为正定矩阵，从而 T 1−

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A O

O B C A C
为正定矩阵，因此对任意的m n+ 维非零向量 x ，

均有 T
T 1 0−

⎛ ⎞
>⎜ ⎟−⎝ ⎠

A O
x x

O B C A C
．特别地将 x 的前m 维分量全取为零，则有对任意的 n维非零

向量 y ，有 T T 1( ) 0− >−y yB C A C ，因此 T 1−−B C A C 为正定矩阵． 

例 6.5.7  【2013（1，2，3）】设二次型 
2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , , ) 2( ) ( )f x x x a x a x a x b x b x b x= + + + + + ， 

记
1

2

3

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，
1

2

3

b

b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β ． 

（1）证明：二次型 f 对应的矩阵为 Τ Τ2 +αα ββ ； 

（2）若 ,α β正交且均为单位向量，证明： f 在正交变换下的标准形为 2 2
1 22y y+ ． 

（1）证  设
1

2

3

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x ，由于 

2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 1

1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2

3 3 3 3

1

1 2 3 2

3

( , , ) 2( ) ( )

2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

2 ( , , )

f x x x a x a x a x b x b x b x

a a b b

x x x a x x x a x x x b x x x b

a a b b

a

x x x a

a

= + + + + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜
⎝ ⎠

1 1 1

1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2

3 3 3

( , , ) ( , , ) ( , , )

x b x

a a a x x x x b b b b x

x b x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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T T T T T Τ Τ2 (2 ) ,= + = +x αα x x ββ x x αα ββ x  

所以 f 对应的矩阵为 Τ Τ2 +αα ββ ． 

（2）设 Τ Τ2= +A αα ββ ，因为 ,α β正交， 

Τ Τ(2 ) 2= + =Aα αα ββ α α， Τ Τ(2 )= + =Aβ αα ββ β β， 

于是 A 的特征值为 1 2λ = ， 2 1λ = ．又因为 

( ) (2 ) (2 ( ) 2R R R RΤ Τ Τ Τ= + + =A αα ββ αα ββ≤ ） ， 

所以 ( ) 2R =A ，得 3 0λ = 是 A 的特征值，故 f 在正交变换下的标准形为 2 2
1 22y y+ ． 



 

 

 

2013 年考研试题线性代数考题 

1.【2013（1，3）】设 A,B,C 均为 n阶矩阵，若 =AB C ，且 B 可逆，则（    ）． 

（A）矩阵C 的行向量组与矩阵 A 的行向量组等价； 

（B）矩阵C 的列向量组与矩阵 A 的列向量组等价； 

（C）矩阵C 的行向量组与矩阵 B 的行向量组等价； 

（D）矩阵C 的列向量组与矩阵 B 的列向量组等价． 
解  由题意记 ( )ij n nb ×=B ， 1 2( , , )n=A α α α ， 1 2( , , )n=C β β β ，由 =AB C 有 

1 2( , , )nα α α ( )ij n nb × = 1 2( , , )nβ β β ， 

即 A 的列向量可以线性表示C 的列向量组， B 为系数矩阵．再由 B 可逆，有 -1=A CB ，类似

地有C 的列向量可以表示 A 的列向量组， -1B 为系数矩阵．从而两个向量组等价，因此本题选

择 B． 

2.【2013（1，3）】矩阵

1 1

1 1

a

a b a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

与

2 0 0

0 0

0 0 0

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

相似的充分必要条件为（    ）． 

（A） 0, 2a b= = ；               （B） 0,a b= 为任意常数； 

（C） 2, 0a b= = ；               （D） 2,a b= 为任意常数． 

解  由于两个矩阵均为对称矩阵，因此它们相似的充分必要条件为具有相同的特征值，

而当 0a = 时，两个矩阵的特征多项式均为 3 3( ) (2 ) 2f b bλ λ λ λ= − + + ，故本题选 B． 

3.【2013（1，3）】设 ( )ija=A 是 3阶非零方阵， A 为 A 的行列式， ijA 为 ija 的代数余子

式，若 0ij ija A+ = ( , 1,2,3)i j = ，则 =A ________．   

解  由题意 ( )ija=A 为非零方阵，不妨设 11 0a ≠ ，由 ij ija A= − ( , 1,2,3)i j = ， 

2 2 2
11 11 12 12 13 13 11 12 13 0a A a A a A a a a= + + = − − − ≠A ， 

及 

11 21 31 11 21 31
T

12 22 32 12 22 32

13 23 33 13 23 33

A A A a a a

A A A a a a

A A A a a a

∗

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A ， 

从而
2 2T 3( 1)∗ = − = − =−AA AA A A ，再由 ∗ =AA A E ，有

3∗ =AA A ，故 1= −A ． 

4.【2013（1，3）】设
1

1 0

a⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，
0 1

1 b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ．当 ,a b 为何值时，存在矩阵 C 使得

− =AC CA B ，并求所有矩阵C ． 

解  由题意，设 1 2

3 4

x x

x x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ，代入 − =AC CA B ，整理有 
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2 3 1 2 4

1 3 4 2 3

0 1

1

x ax ax x ax

x x x x ax b

− + − + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⎝ ⎠⎝ ⎠

， 

从而有 

2 3

1 2 4

1 3 4

2 3

0

1

1

x ax

ax x ax

x x x

x ax b

− + =⎧
⎪− + + =⎪
⎨ − − =⎪
⎪ − =⎩

， 

即若矩阵C 存在，则方程组有解，而 

0 1 0 0 1 0 1 1 1

1 0 1 0 1 0 0
( )

1 0 1 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0

a

a a a

a

a b b

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A b ， 

因此可得 1, 0a b= − = ，并且此时 

1 0 1 1 1

0 1 1 0 0
( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b ， 

返回方程组为 

1 3 4

2 3

1x x x

x x

= + +⎧
⎨ = −⎩

， 

令 3 1 4 2,x c x c= = ，则其全部解为 

1 1 2

2 1

3 1

4 2

1x c c

x c

x c

x c

= + +⎧
⎪ = −⎪
⎨ =⎪
⎪ =⎩

， 

其中 1 2c c、 为任意实数，且 1 2 1

1 2

1 c c c

c c

+ + −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ． 

5.【2013（1，3）】设二次型 
2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , , ) 2( ) ( )f x x x a x a x a x b x b x b x= + + + + + ， 

记 

1

2

3

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，
1

2

3

b

b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β ． 

（1）证明：二次型 f 对应的矩阵为 2 Τ Τ+αα ββ ； 

（2）若 ,α β正交且均为单位向量，证明： f 在正交变换下的标准形为 2 2
1 22y y+ ． 
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解 （1）由题意，由矩阵的运算有 
2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 1

1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2

3 3 3 3

1 1

1 2 3 2 1 2 3 2

3 3

( , , ) 2( ) ( )

2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) 2 ( , , )

f x x x a x a x a x b x b x b x

a x b x

x x x a a a a x x x x b b b b x

a x b x

a b

x x x a a a a b

a b

= + + + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1 2 3 2

3

( , , ) ,

x

b b b x

x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

故二次型 f 对应的矩阵为 2 Τ Τ+αα ββ ． 

（2）由于 

( 2 ) 2 2 ( ) ( ) 2Τ Τ Τ Τ Τ Τ+ = + = + =αα ββ α αα α ββ α α α α β β α α， 

( 2 ) 2 2 ( ) ( )Τ Τ Τ Τ Τ Τ+ = + = + =αα ββ β αα β ββ β α α β β β β β， 

从而 2 Τ Τ+αα ββ 有特征值 2,1．由于 

(2 ) (2 ) ( ) 2 3R R RΤ Τ Τ Τ+ + = <αα ββ αα ββ≤ ， 

即 2 Τ Τ+αα ββ 不可逆，其有特征值 0 ，又因为 2 Τ Τ+αα ββ 为对称矩阵，故 f 在正交变换下的标

准形为 2 2
1 22y y+ ． 



 

 

 

2014 年考研试题线性代数考题 

1.【2014（1，3）】行列式

0 0

0 0

0 0

0 0

a b

a b

c d

c d

=（    ）． 

（A） 2( )ad bc− ； （B） 2( )ad bc− − ； （C） 2 2 2 2a d b c− ； （D） 2 2 2 2b c a d− ．   

解  由于  

2

0 0 0 0

0 0 0 0
( )

0 0 0 0

0 0 0 0

a b a b

a b a b a b a b
ad bc

c d c d c d c d

c d c d

= − = − = − − ， 

故本题选 B． 
2.【2014（1，3）】设 1 2 3, ,α α α 均为三维向量，则对任意常数 ,k l ，向量组 1 3k+α α , 2 3l+α α

线性无关是向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关的（    ）． 

（A）必要非充分条件；              （B）充分非必要条件； 

（C）充分必要条件；                （D）既非充分也非必要条件． 
解  若 1 2 3, ,α α α 线性无关，则由 

1 2 3 1 3 2 3 3( , , ) ( , , )k l⎯⎯⎯⎯⎯→ + +α α α α α α α α初等变换
， 

及初等变换不改变矩阵秩，有 1 3k+α α , 2 3l+α α 线性无关，即 1 3k+α α , 2 3l+α α 线性无关是向量

组线性无关的必要条件．反之不真，如令 1 2,α α 线性无关， 3 0=α 即可．故本题选 A． 

3.【2014（1，3）】设二次型 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 4f x x x x x ax x x x= − + + 的负惯性指数为 1，则 a的

取值范围是_________． 

解  由题意，由配方法有 
2 2 2 2

1 2 3 1 1 3 3 2 2 3 3

2 2 2 2 2
1 3 2 2 3 3 3 3

2 2 2 2
1 3 2 3 3

( , , ) 2 ( ) 4 ( )

( ) 4 4 4 ( )

( ) 4( 2 ) (4 ) ,

f x x x x ax x ax x x x ax

x ax x x x x x ax

x ax x x a x

= + + − + −

= + − + − + −

= + − − + −

 

从而 2(4 ) 0a− ≥ ，故 a的取值范围是[ 2, 2]− ． 

4.【2014（1，3）】设

1 2 3 4

0 1 1 1

1 2 0 3

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ， E 为 3 阶单位矩阵． 

（1）求方程组 =Ax 0 的一个基础解系；（2）求满足 =AB E 的所有矩阵 B ． 

解 （1）由矩阵的初等变换有 
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1 2 3 4 1 0 0 1 2 3 4 1 0 0

( ) 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0

1 2 0 3 0 0 1 0 0 1 3 1 4 1

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A E   

                

1 0 0 1 2 6 1

0 1 0 2 1 3 1

0 0 1 3 1 4 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

， 

返回分别与 =Ax 0 ， 1=Ax ε ， 2=Ax ε ， 3=Ax ε 同解的方程组 

1 4

2 4

3 4

2

3

x x

x x

x x

= −⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，   
1 4

2 4

3 4

2

1 2

1 3

x x

x x

x x

= −⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = − +⎩

，   
1 4

2 4

3 4

6

3 2

4 3

x x

x x

x x

= −⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = − +⎩

，   
1 4

2 4

3 4

1

1 2

1 3

x x

x x

x x

= − −⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

， 

从而令 4 1x = ，有 =Ax 0 的基础解系为 T( 1, 2, 3,1)= −ξ ． 

（2）由（1）可得 

1=Ax ε 的通解为 1 =η T
1 1 1 1(2 , 1 2 , 1 3 , )k k k k− − + − + ， 1 Rk ∈ ， 

2=Ax ε 的通解为 2η
T

2 2 2 2(6 , 3 2 , 4 3 , )k k k k= − − + − + ， 2 Rk ∈ ， 

3=Ax ε 的通解为 3 =η T
3 3 3 3( 1 ,1 2 ,1 3 , )k k k k− − + + ， 3 Rk ∈ ， 

因此满足 =AB E 的所有矩阵 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 6 1

1 2 3 2 1 2

1 3 4 3 1 3

k k k

k k k

k k k

k k k

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− + − + +⎜ ⎟=
⎜ ⎟− + − + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ， 1 2 3, , Rk k k ∈ ． 

5.【2014（1，3）】证明 n阶矩阵

1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A 与

0 0 1

0 0 2

0 0 n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B 相似． 

证  由于 
1 1( )n n nn nλ λ λ λ λ λ− −− = − = − = −E B E A ， 

故 ,A B 具有相同的特征值 0 ( 1 )n − 重 及 n ．由于 A 为对称矩阵，则其必相似于对角矩阵

diag( , 0, ,0)n ．对于 B ，当特征值为 0 时，由于 r(0 ) r( ) 1− = =E B B ，故属于特征值 0 的线性

无关的特征向量有 1n − 个，故 B 也能相似于对角矩阵 diag( , 0, ,0)n ．由相似的传递性有 A 与

B 相似． 



 

 

2015 年考研试题线性代数考题 

1. 【2015（1，3）】设矩阵
2

1 1 1

1 2

1 4

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，
2

1

d

d

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ．若集合 {1, 2}Ω = ，则线性方程组 =Ax b

有无穷多解的充分必要条件为（    ）． 

（A） ,a Ω d Ω∉ ∉ ； （B） ,a Ω d Ω∉ ∈ ； （C） ,a Ω d Ω∈ ∉ ； （D） ,a Ω d Ω∈ ∈ ． 

解  由于 

2 2

1 1 1 1

( ) 1 2

1 4

a d

a d

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A b
2 2

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 3 2 3 2

a d

a a d d

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

， 

=Ax b 有无穷多解⇔
2

2

3 2 0

3 2 0

a a

d d

⎧ − + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
，即

1, 2

1, 2

a

d

=⎧
⎨ =⎩

，故 D 正确．  

2. 【2015（1，3）】设二次型 1 2 3( , , )f x x x 在正交变换 =x Py 下的标准形为 2 2 2
1 2 32y y y+ − ，

其中 1 2 3( , , )=P e e e . 若 1 3 2( , , )= −Q e e e ，则 1 2 3( , , )f x x x 在正交变换 =x Qy 下的标准形为（    ）． 

（A） 2 2 2
1 2 32y y y− + ；                  （B） 2 2 2

1 2 32y y y+ − ； 

（C） 2 2 2
1 2 32y y y− − ；                  （D） 2 2 2

1 2 32y y y+ + ． 

解  由题题，2,1, 1− 为二次型矩阵的三个特征值， 再由 P 的构造方式有 1 2 3, ,e e e 为分别属

于三个特征值的特征向量，从而若令 1 3 2( , , )= −Q e e e ，则在变换 =x Qy 下的标准形为
2 2 2
1 2 32y y y− + ，故本题选 A． 

3. 【2015（1）】n阶行列式

2 0 0 2

1 2 0 2

0 0 2 2

0 0 1 2

−
=

−

________． 

解  原式=

2

2 0 0 2

0 2 0 1 2

1
0 0 2 1 2

2

1
0 0 0 1 2

2n−

+

+ +

+ + +

1
2

1
2 1 2

2
n

n
−

−
⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

12 2n+= − ． 

4. 【2015（3）】设 3 阶矩阵 A 的特征值为 2, 2,1− ， = − +2B A A E ，其中 E 为 3 阶单位

矩阵，则行列式 =B ________． 
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解  由题意 B 矩阵的 3 个特征值为 2 2 1 3− + =2 ， ( 2) ( 2) 1 7− − − + =2 ，1 1 1 1− + =2 ，故

3 7 1 21= × × =B ． 

5. 【 2015 （ 1 ）】设向量组 1 2 3, ,α α α 是 3R 的一个基， 1 1 32 2k= +β α α ， 2 22=β α ，

3 1 3( 1)k= + +β α α . 

（1）证明向量组 1 2 3, ,β β β 是 3R 的一个基；  

（2）k 为何值时，存在非零向量 ξ 在基 1 2 3, ,α α α 与基 1 2 3, ,β β β 下的坐标相同，并求所有

的 ξ ． 

解 （1）由题意  

1 2 3( , , )β β β 1 2 3

2 0 1

( , , ) 0 2 0

2 0 1k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

α α α ， 

而

2 0 1

0 2 0 4 0

2 0 1k k

= ≠
+

，因此 1 2 3, ,α α α 与 1 2 3, ,β β β 等价，故向量组 1 2 3, ,β β β 是 3R 的一个基． 

（2）设 

ξ
1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β β β
1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

因此  

1

1 2 3 2

3

2 0 1

( , , ) 0 2 0

2 0 1

x

x

k k x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

α α α
1

1 2 3 2

3

( , , )

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

即  

1

1 2 3 2

3

2 0 1

( , , ) 0 2 0

2 0 1

x

x

k k x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

α α α E 0， 

因此   

1

2

3

2 0 1

0 2 0

2 0 1

x

x

k k x

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

E 0． 

对上述方程组的系数矩阵进行初等变换， 

2 0 1 1 0 1

0 2 0 0 1 0

2 0 1 2 0k k k k

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E

1 0 1

0 1 0

0 0 k

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

因此 0k = 时，存在非零向量 ξ 在基 1 2 3, ,α α α 与基 1 2 3, ,β β β 下的坐标相同．此时， 
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2 0 1 1 0 1

0 2 0 0 1 0

2 0 1 0 0 0k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E ， 

即 

1

2

3

1 0 1

0 1 0

0 0 0

x

x

x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

0， 

方程组的解为 

1

2

3

0

x c

x

x c

= −⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

， 

因此 1 3c c= − +ξ α α ，其中 c 为任意实数． 

6.【2015（3）】设矩阵

1 0

1 1

10

a

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，且 3 =A O . 

（1）求 a的值； 

（2）若矩阵 X 满足 − − + =2 2X XA AX AXA E ，其中 E 为 3 阶单位矩阵，求 X ． 

解 （1）因为 3 =A O ，有 2 3

1 0 0 1 0

1 1 1 1 0

0 1 1

a

a a a a

a a a

= − = − − = =
−

A ，解得 0a = ． 

（2）由已知 2 2− − + =X XA AX AXA E ，整理有 
2 2( )− − − =X XA A X XA E ， 

从而 
1 2 1 2 1( ) ( ) ( )− − −= − − = − −X E A E A E A A ， 

再由 

2

0 1 1 1 0 0

( ) 1 1 1 0 1 0

1 1 2 0 0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

E A A E

1 0 0 3 1 2

0 1 0 1 1 1

0 0 1 2 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

， 

所以 

3 1 2

1 1 1

2 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

X ． 

7.【2015（1，3）】设矩阵

0 2 3

1 3 3

1 2 a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A 相似于矩阵

1 2 0

0 0

0 3 1

b

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B . 

（1）求 ,a b 的值；   （2）求可逆矩阵 P ，使 1−P AP 为对角矩阵． 
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解 （1）由于相似矩阵具有相同的迹、相同的行列式，从而有 

tr( ) tr( ) 1 4

2 3 5

a b a

a b b

= − = − =⎧ ⎧ ⎧
⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨= − = =⎩ ⎩⎩

A B

A B
. 

（2）由（1）有 

2

1 2 0

0 5 0 ( 5)( 1) 0

0 3 1

λ
λ λ λ λ

λ

−
− = − = − − =

−
E B ， 

故 B 有特征值 1 1λ = (2 )重 ， 2 5λ = ，从而 A 有特征值 1 1λ = (2 )重 ， 2 5λ = . 

当 1 1λ = 时，代入 ( )λ − =E A x 0 ，由 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 0 0 0

1 2 3 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E A ， 

有属于 1 的线性无关的特征向量为

2 3

1 , 0

0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

当 1 5λ = 时，代入 ( )λ − =E A x 0 ，由 

5 2 3 1 0 1

5 1 2 3 0 1 1

1 2 1 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E A ， 

有属于5 的线性无关的特征向量为

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

令

2 3 1

1 0 1

0 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

P ，则 1

1

1

5

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P AP Λ ． 



 

 

2016 年考研试题线性代数考题 

1.【2016（1，3）】设 ,A B 是可逆矩阵，且 A 与 B 相似，则下列结论错误的是（    ）． 

（A） TA 与 TB 相似；                （B） 1−A 与 1−B 相似； 

（C） T+A A 与 T+B B 相似；         （D） 1−+A A 与 1−+B B 相似． 

解  利用排除法．由 A 与 B 相似可知，存在可逆矩阵 P ，使得 1− =P AP B，则 
1 T T T T T 1 T T T( ) ( ) ~− −= ⇒ = ⇒P AP B P A P B A B ， 

即 TA 与 TB 相似，故（A）不选；又因为 
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ~− − − − − − − −= ⇒ = ⇒P AP B P A P B A B ， 

即 1−A 与 1−B 相似，故（B）不选；又因为 
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ~− − − − − − − −+ = + = + ⇒ + +P A A P P AP P A P B B A A B B ， 

即 1−+A A 与 1−+B B 相似，故（D）不选，从而（C）为正确选项． 

2.【2016（1）】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 4f x x x x x x x x x x x x= + + + + + ，则 1 2 3( , , ) 2f x x x =

在空间直角坐标下表示的二次曲面为（    ）． 

（A）单叶双曲面；    （B）双叶双曲面；     （C）椭球面；      （D）柱面． 

解  二次型对应的矩阵为

1 2 2

2 1 2

2 2 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，由于 

2

1 2 2

2 1 2 ( 1) ( 5)

2 2 1

λ
λ λ λ λ

λ

− − −
− = − − − = + −

− − −
E A ， 

从而特征根为 1 2 1λ λ= = − ， 3 5λ = ，故二次型的正惯性指数为 1，负惯性指数为 2，从而二次

型表示双叶双曲面，正确选项为 B． 

3.【2016（3）】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1( ) ( ) 2 2 2f x ,x ,x a x x x x x x x x x= + + + + + 3 的正负惯性指数

分别为1, 2 ，则（    ）． 

（A） 1a > ；      （B） 2a < − ；     （C） 2 1a− < < ；     （C） 1a = 或 2a = − ． 

解  可以利用特殊值法．当 0a = 时， 1 2 3 1 2 2 3 1( ) 2 2 2f x ,x ,x x x x x x x= + + 3 ，其矩阵为

0 1 1

1 0 1

1 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

由此计算出特征值为2, 1, 1− − ，满足题目已知条件，故 0a = 成立，因此C 为正确选项． 

4.【2016（1，3）】行列式

1 0 0

0 1 0

0 0 1

4 3 2 1

λ
λ

λ
λ

−
−

=
−
+

________． 
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解  根据行列式的性质，有 

原式 4 1 4 3 2

1 0 1 0 0

0 1 4 ( 1) 1 0 2 3 4.

3 2 1 0 1

λ
λ λ λ λ λ λ λ

λ λ

+

− −
= − + × − − = + + + +

+ −
 

5.【2016（1）】设矩阵

1 1 1

2 1

1 1

a

a

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A ，

2 2

1

1 2

a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

B ，当 a为何值时，方程 =AX B

无解，有无穷多解？在有解时，求此方程的解． 
解  由于方程 =AX B 有唯一解⇔ 0≠A ，并且 

1 1 1

2 1 ( 2)( 1)

1 1

a a a

a

− −
= = + −
−

A ， 

从而当 1a ≠ 且 2a ≠ − 时， =AX B 有唯一解 

1

4
1 2

2
4

0
2

1 0

a

a
a

a
−

−⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎜ ⎟
−⎜ ⎟= = ⎜ ⎟+

⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

X A B . 

当 2a = − 时，由于 

1 1 1 2 2 1 1 1 2 2

( ) 2 2 1 1 2 0 0 0 1 2

1 1 2 1 2 0 0 0 0 1

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A B ， 

故 =AX B 无解；当 1a = 时， 

1 1 1 2 2 1 0 0 1 1

( ) 2 1 1 1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 2 2 0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A B ， 

此时 =AX B 有无穷多解，并且方程组的通解为 

1 2

1 2

1 1

1 1k k

k k

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X   （ 1 2,k k 为任意常数）． 

6.【2016（3）】设矩阵

1 1 1

1 0

1 1 1

a

a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

A ，

0

1

2 2a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

β ，且方程组 =Ax β 无解，   

（1）求 a的值；（2）求方程组 T T=A Ax A β的通解． 

解 （1）由方程组 =Ax β 无解，可知 ( ) ( , )R R≠A A β ，故 
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1 1 1

1 0 0

1 1 1

a

a

a a

−
= =

+ +
A ， 

解得 0a = 或 2a = ．再由当 0a = 时 ( ) ( , )R R≠A A β ，当 2a = 时 ( ) ( , )R R=A A β ，故 0a = ． 

（2）当 0a = 时， T

3 2 2

2 2 2

2 2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A A ， T

1

2

2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A β ，故 

T T

3 2 2 1 1 0 0 1

( , ) 2 2 2 2 0 1 1 2

2 2 2 2 0 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A A A β ， 

因此，方程组 T T=A Ax A β的通解为 

0 1

1 2

1 0

k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x    （ k 为任意实数）． 

7.【2016（1，3）】已知矩阵

0 1 1

2 3 0

0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ． 

（1）求 99A ； 

（2）设 3阶矩阵 1 2 3( , , )=B α α α ，满足 2 =B BA ，记 100
1 2 3( , , )=B β β β ，将 1 2 3, ,β β β 分别表

示为 1 2 3, ,α α α 的线性组合． 

解 （1）由 0λ − =E A ，解得 A 的特征值为 1 2 30, 1, 2λ λ λ= = − = − ，再代入方程 ( )λ − =E A x 0

求出对应的特征向量依次为 

1

3

2

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ； 2

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ； 3

1

2

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

γ ， 

令 1 2 3

3 1 1

( , , ) 2 1 2

2 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

P γ γ γ ，则有 1

0

1

2

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

P AP ，整理可得 =A PΛ 1−P ， 

从而 
99 99 1

99

1
0 0

23 1 1 0

2 1 2 1 2 1 2

2 0 0 2 1
1 1

2

−=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

A PΛ P
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99 99 98

100 100 99

2 2 1 2 2 2

2 2 1 2 2 2 .

0 0 0

⎛ ⎞− + − −
⎜ ⎟

= − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（2）由 2 =B BA ，易得 100 99=B BA ，从而有 

99
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )=β β β α α α A

99 99 98

100 100 99
1 2 3

2 2 1 2 2 2

( , , ) 2 2 1 2 2 2

0 0 0

⎛ ⎞− + − −
⎜ ⎟

= − + − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α α α ， 

因此 
99 100

1 1 2( 2 2 ) ( 2 2 )= − + + − +β α α ， 99 100
2 1 2(1 2 ) (1 2 )= − + −β α α ， 98 99

3 1 2(2 2 ) (2 2 )= − + −β α α ． 
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1.【2017（1，3）】设α为 n维单位列向量， E 为 n阶单位矩阵，则（    ）． 

（A） T−E αα 不可逆；           （B） T+E αα 不可逆； 

（C） T2+E αα 不可逆；          （D） T2−E αα 不可逆． 

解  由题意， Tαα 是秩为1的 n阶对称矩阵，再由 T Ttr( ) tr( ) 1= =αα α α ，有 Tαα 的特征值为

0,1，并且 0 为 1n − 重特征值．进而矩阵 T−E αα 有特征值 0 ，故 T−E αα 不可逆．本题选 A． 

2.【2017（1，3）】已知矩阵

2 0 0

0 2 1

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ，

2 1 0

0 2 0

0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ，

1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

C ，则下列结

论正确的是（    ）． 

（A） A 与C 相似， B 与C 相似；      （B） A 与C 相似， B 与C 不相似； 

（C） A 与C 不相似， B 与C 相似；    （D） A 与C 不相似， B 与C 不相似． 

解  由题意，由于 
2( 1)( 2) 0λ λ λ λ− = − = − − =E A E B ， 

可得 A 与 B 的特征值均为 2, 2,1．对于特征值 2，由于 (2 ) 1R − =E A ，有 (2 )− =E A x 0的

基础解系中有两个向量，故 A 与对角阵C 相似；再由 (2 ) 2R − =E B ，有 (2 )− =E B x 0的基础

解系中只有一个向量，所以 B 不能与C 相似．本题选 B． 

3.【2017（1，3）】设矩阵

1 0 1

1 1 2

0 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， 1 2 3, ,α α α 为线性无关的3维列向量组，则向量

组 1 2 3, ,Aα Aα Aα 的秩为________． 

解  由题意，由三维列向量 1 2 3, ,α α α 线性无关，有矩阵 1 2 3( , , )α α α 可逆，再由 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )=Aα Aα Aα A α α α  

可知， 1 2 3( , , ) ( )R R=Aα Aα Aα A ．由矩阵的初等变换 

1 0 1 1 0 1

1 1 2 0 1 1

0 1 1 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

得 ( ) 2R =A ，故 1 2 3, ,Aα Aα Aα 的秩为 2． 

4.【2017（2）】设矩阵

4 1 2

1 2

3 1 1

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A 的一个特征向量为

1

1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 a = ________． 

解  由题意，并结合特征值与特征向量的定义有 

4 1 2 1 1

1 2 1 1

3 1 1 2 2

a λ
−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 



2017 年考研试题线性代数考题 ·183· 

可解得 1a = − ． 
5.【2017（1，2，3）】设3阶矩阵 1 2 3( , , )=A α α α 有3个不同的特征值，且 3 1 22= +α α α . 

（1）证明 ( ) 2R =A ；（2）若 1 2 3= + +β α α α ，求方程组 =Ax β 的通解． 

（1）证  由题意，由 1 2 3, ,α α α 线性相关，有 1 2 3( ) ( , , ) 2R R=A α α α ≤ ，从而矩阵 A 不可逆，

故 A 有特征值 0 ．设 A 的3个不同的特征值为 , , 0a b ，则 A 与 diag( , , )0a b 相似，所以 ( ) 2R =A ． 

（2）解  因为 ( ) 2R =A ，所以 =Ax 0 的基础解系中含有一个解向量．由 3 1 22= +α α α ，即

1 2 32 0+ − =α α α ，可得 =Ax 0 的基础解系为 T(1, 2, 1)= −ξ ．再由 1 2 3= + +β α α α ，可得 =Ax β

的特解为 T(1,1,1)=η ．故 =Ax β 的通解为 k+η ξ （ k 为任意实数）． 

6.【2017（1，2，3）】设二次型 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 8 2f x x x x x ax x x x x x x= − + + − + 在正交变

换 =x Qy 下的标准形为 2 2
1 1 2 2y yλ λ+ ．求 a的值及一个正交矩阵Q ． 

解  设二次型 f 的矩阵为 A ，由题意有 ( ) 3R <A ，由于 

2 1 4 1 1 1

1 1 1 0 1 2

4 1 0 0 2a a

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

故 2a = ．此时有 

2 1 4

1 1 1 ( 6)( 3)

4 1 2

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
− = − + − = − +

− −
E A ， 

解得 A 有特征值 6, 3, 0− ．当 6λ = 时，由 (6 )− =E A x 0 解得属于 0 的特征向量为 1

1

0

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，

单位化得 1

1
1

0
2

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ；当 3λ = − 时，由 ( 3 )− − =E A x 0解得属于 3− 的特征向量为 2

1

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，单

位化得 2

1
1

1
3

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ；当 0λ = 时，由 (0 )− =E A x 0 解得属于0 的特征向量为 3

1

2

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，单位化得

3

1
1

2
6

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ；令 1 2 3( , , )=Q ξ ξ ξ ，则有二次型 f 在正交变换 =x Qy 下的标准形为 2 2
1 26 3y y− ，故 

1 1 1

2 3 6
1 2

0
3 6

1 1 1

2 3 6

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Q ． 
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